V1 Grenzwerte von Folgen
Aufgabe V1

Ermitteln Sie, ob folgende Grenzwerte existieren und berechnen Sie diese
gegebenenfalls.

fim " b) fim im (1-1)
a) lim —— ) lim — c) |m(—;>

n—oo 2N — N n—oo n’ n—o0
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Losung

. n? . 1/n
RIS vy R LAy

|
b) %2(n—7)!—>oo

1 3n 1\" 3
c) lim (1+;) :<Iim (1+;)) = e’
n—oo n—oo
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Aufgabe V3

Bestimmen Sie den Wert der Reihe

o]

1
doaE 1

k=1
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Losung

a) Geometrische Reihe
24+ (-1 K1) &/ 1) 1 1 5
_— = — —_— —1:— —_1:—
> e =) R (e) e

b) Partialbruchzerlegung

oo

1 > 1 I 1 1
Z4/<2—1 Z2k—1)(2k+1) _;12k—1_

et et 2k +1

LN U A S SO
1 3 5 7 2

I\.)Il—l
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V 4 Funktionsgrenzwerte
Aufgabe V4

Untersuchen Sie, ob die angegebenen Grenzwerte existieren, und
berechnen Sie diese gegebenenfalls.

a) lim Vx+1—+3x+2 b) fim 112
X——+00 \/)_( x—2 \ 2 — x 8 —x3
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Losung

a)

. Vx+1-3x+2 . V1+1/x—/3+2/x
lim = lim
X——+00 \/)_( X——+00 \/T

= 1-3

b)
. 1 12 X2 2x+4-12
lim - — = l|im
x—2\2—x 8-—x3 x—2 (2 = x)(x?> +2x + 4)
— Iim (x+4)(x—2)
x—2 (2 — x)(x2 +2x + 4)
X+ 4 1

~lim
xln2x2+2x+4 2
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Aufgabe V5

Wir betrachten eine stetige Funktion f : [a,b] = R mit a,b € R,a < b

und f([a, b]) = [a, b]. Zeigen Sie, es existiert ein { € [a, b], so dass
f(§) =¢ ist.
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Losung

Ist f(a) = a oder f(b)) = b, so ist Behauptung bewiesen.
Fir f(a) > a, f(b) < b:

Sei g(x) := f(x) — x. g ist stetig auf [a, b].

g(a)=f(a)—a<0 und g(b)="r(b)—b>0
Zwischenwertsatz:
Es existiert ein & € [a, b] mit g(§) =0

= g =f&)—-€&=0 & f(§)=¢ = £ ist Fixpunkt
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Aufgabe V6
Zeigen Sie: Sind f, g : [a, b] — R stetig, so ist auch

m() = max (£(x).5()

stetig auf [a, b].
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass man

mix) = 2 (F(x) + 80x) + () — 8(3))

setzen darf und folgern Sie hieraus die Stetigkeit von
MaXxela,b] {f(X)v g(X)}
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Y © M 5 S
Losung

Fall 1: maxf,g=f = f>g —f—-g>0
= (frg+|f—g)=f
Fall 2: maxf,g=g = f<g —f—-—g<0
= (f+e+lf-g)=¢

Deshalb
1

m(x) = 7 (F(x) +g(x) +[f(x) — g(x)[)

Aus der Stetigkeit von |f — g| folgt somit die Stetigkeit von m.
Stetigkeit von h — |h|:

Sei x,xp € [a, b], h stetig in xg, € > 0

— es existiert 4 > 0 mit

Ix —x0| <0 = |h(x)—h(x) <e
1G] = [h(x0)] < |h(x) = h(x0)| < e

Somit ist Betragsfunktion stetig.
Sommer 10 10/ 36



V 8 Stetigheit
Aufgabe V8

Gegeben ist
x3—2x2 —x+2
x*—2x3 —3x24+8x—4"
Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich dieser Funktionen.
Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und (stetig) hebbare Definitionsliicken.

f(x) =
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6 Gz i
Losung
Faktorisierung des Nenners:
(x*—2x3—3x24+8x—4): (x—1) = xX*—x2—4x+4
=x}(x—1)—4(x—-1) = (x—1)(x+2)(x—2)

= D=R\{-2,1,2}
Faktorisierung des Zahlers:
X322 - x+2=(x-2)(x*-1)=(x - 2)(x = 1)(x + 1)

3 _2x?— 2 1
= furallexe D: il X X+ = X+

x4 —2x3 -3x2+8x—4  (x—1)(x+2)

lim f(x)=o00, lim f(x)=—-00 = Wertebereich R
x——240 x—1—0

In x = —1 ist f stetig fortsetzbar

x+1
flx) = ———
(x) (x —1)(x+2)
Sommer 10

12 / 36



V10 Regel von I'Hospital
Aufgabe V10

Bestimmen Sie folgende Funktionsgrenzwerte.

H 2
a) fim SN
X—00 X
(o) _
b) lim € L

x—0 (1 — cos(x))?
x 4 sin(x) cos(x)
x—o0 (x + sin(x) cos(x))esin(*)

c)
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Losung

2) sinE(x2)

b) Mit I'Hospital

X—00

< g
%

i e —1 ) 4x3e0xY)
<50 (sin(x))? 50 2sin(x) cos(x)

(16x° + 12x2)ex")

0-1

x + sin(x) cos(x) 1

I L |
XI_)n;o (X + Sin(X) COS(X))eS”‘(X) X—00 esm(x)
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V 12 Taylorreihe zusammengesetzter Funktionen
Aufgabe V12

Bestimmen Sie fiir die Funktionen

a) %f(x) b) £(f(x) ¢) F1(x)

mit
f(x) = xe*

die ersten drei Terme der Taylor-Entwicklungen zum Entwicklungspunkt
xo=0.
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Losung
a) F(x)=x(L+x+3x°+...)=x+x>+...
b) Ansatz fiir Taylorpolynom ag + a;x + axx?
1
1+ f(x)
& 1=(ap+ax+ax®+..)(1+x+x>+...)
& 1=ap+(ag+a1)x+ (ag+ar+a)x>+...

:ao+a1x+agx2+...

Koeffizientenvergleich: ag =1, a1 = -1, a2 =0

c) Fx+x3+...)=x+x>+(x+x>+...)%2+ - =x+23+ ...

d) Mit f=1(x) = by + bix + box? + ...
und f(0) =0 < f~1(0) = 0 folgt by = 0.

x = f(bix+ bax®+...) = (bix + bax?) + (bix + bpx?)? +

= bix+ (b + by)x*
= b=1 b=-1
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V13 Bestimmte Integrale
Aufgabe V13

Bestimmen Sie die Werte der folgenden Integrale.

w/2
a) /0 (x2 + 1) cos(2x) dx

2/3
b) / 3y/x sin’ (x3/2 - w) dx
0
VER
c X
) /0 V9 — x2

™ x—sint7(x)

_r e (cos¥(x) + 2)

d) dx

Marco BoBle (MO) Vortragsiibungen Sommer 10

17 / 36



Losung

a) Zweifache partielle Integration
w/2
/ (x? 4 1) cos(2x) dx
0

_ [(X2+1)%sin(2x)r/2— /0 " sin(2x) dx

0
= 0— ([—g cos(2x)] ;r/2 + %/;/2 cos(2x) dx)
W : ™/2 w
= [_Z — 0} - % E S|n(2x)]0 =7
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Losung

b) Substitution t(x) =x3/ 7, t'(x) = 3 x1/2

w2/3 0
/ 3v/x sin? <x3/2 —7r> dx = 2/ sin’(t) dt
0

—T

= [t —sin(t)cos(t )]_7r =

Marco BoBle (MO) Vortragsiibungen



Losung

c) Substitution x(t) = 3sin(t), x'(t) = 3cos(t)

/ x3 d / 27sm 3cos
—— dax —
VO — x? \/9 — 9sin?(

= 27/sin3(t) dt = =27 [cos( ) — %cosg’(t)]

Mit cos(t) = \/1 —sin?(t) = \/9 9sin?( 3\/9—x:

/Oﬁ g = _27[3\/9T_1(_¢9_—X>3]

3
— 18-7V6
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Losung

d) Der Integrand ist ungerade:

—x —sin'’(=x x —sint’(x
ox) = oy it — s g = ()
e (cos*(—x) +2)  e(cos*(x) +2)
Somit
™ 0 s
f(x)dx = f(x)dx+/ f(x)dx
—7 -7 0
0 s
= —/ f(—x)dx+/ f(x) dx
T 0
— —/ f(x)dx—|—/ f(x)dx=0
0 0
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V14 Unbestimmte Integration
Aufgabe V14

Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz
und berechnen Sie gegebenenfalls ihre Werte.

+o00 2
1
—X
a e~ cosxdx b ——=dx
| e
w/4 —00
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Losung

a) Zweifache Partielle Integration

/e_x cosxdx = [e ™sin(x)] + / e sin(x) dx
= [e‘x sin(x) —e cos(x)] - / e ™ cos(x) dx

fihrt auf
+oo 1 8
/ e Xcosxdx = lim [=ze *(sin(x)— cos(x))]
f B—oo | 2 /4
/4

= lim %e‘ﬂ(sin(ﬁ) —cos())—0=0

p—o0
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Losung
b) Der Integrand ist in x = 1 nicht definiert.

7 1 / 1 ; 1
/—(1_X)2dx = /—(1_X)2dx+/—(1_x)2dx
—0 —o0 1
1 7? 1 ]?
= [ ] +[ } = existiert nicht
1—x]_o 1—x],
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Aufgabe V15

Integrieren Sie

5x* — 3x3 +32x2 — 20x + 48
x5 —2x% +8x3 —16x2 +16x — 32
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V15 Partialbruchzerlegung
Losung

o Faktorisierung des Nenners p(x)
p(2) =0

Polynomdivision

p(x) 1 (x —2) = x* +8x3 +16 = (x> + 4)?

@ Ansatz
q(x)_5X4—3x3—|—32X2—20x+48_ A +B+CX+ D + Ex
PO (x = 2)(x* + 4) T x—2 X244 (x2+4)2

Multiplikation mit p(x)
5x* — 3x3 4 32x% — 20x + 48
= (A4+O)x*+(B—-20)x®+ (8A—2B +4C + E)x*
+(4B —8C 4+ D — 2E)x + (16A — 8B — 2D)
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Losung

o Koeffizientenvergleich

A B C D E

5(1 0 1 0 O
-3/ 0 1 -2 0 O
32,8 =2 4 0 1
-200 0 4 -8 1 -2
48|16 -8 0 -2 O
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Losung

@ Integration

/Xi2dx = [3In|x—2]]

/)1<2++2de = /X22_T_4dx+/xz::_4dx

[In X2 + 4| + %arctan (%)]

[womr — e (X2+4 o+ | a

1 1
= |-——— t
[ 214 — parctan ] /(X2+4)2
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Losung
2
X 1 2x
= __dx = = ——d
/(x2+4)2 X 2/X (242"
1 -1 +1/ 1 d
= —|(x- — X
2 x>+4| 2] x2+4
1 X +1 " (X)
= —~|—-———+ zarctan (=
2| x2ra T2,
Somit folgt

dx =

/ 5x* — 3x3 + 32x2 — 20x + 48
x5 — 2x% 4+ 8x3 — 16x2 4+ 16x — 32

[m o= 2P0+ 9] - 254 L (g)}
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V16 Integralkriterium fiir Reihen
Aufgabe V16

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.
=%

> “Inn
a b —
);ﬁ );ﬁ
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V16 Integralkriterium fiir Reihen
Losung

eVx
a) f(x) = —= ist monoton fallend auf [1, )

\/)_( o0

= > f(n) und [ f(x)dx haben dasselbe Konvergenzverhalten
n=1 1

d
Substitution: v = —24/x, d_i = —

Sl -

00 Y- -
/e\/)_( dx:—/ eFu:—[eu]:go = ¢ 2
1 22

= Integral konvergiert = Reihe konvergiert
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V16 Integralkriterium fiir Reihen
Losung

b) Monotonie:

1-— E In(x)

In x

fx)= "= = f(x)=—2—— = Ff(x)<0 & x>

NG

f ist monoton fallend, also hat

xy/x

o0 7 00
Inn Inn Inn
LI IS I
n=2 \/_ n=2 n n==8 n
dasselbe Konvergenzverhalten wie
oo B
/ n(x)- ——dx = lim [21n(x)v/x]”_, -2 / 2 g
\/)_( B—00 x=8 X
x=8 x=8
. B
= | 2 I —4
Jim_ [2vX(n() = 4)],_g

und divergiert somit.
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V17 Stetigheit
Aufgabe V17

Zeigen Sie, dass die folgende Funktion bei (0, 0) nicht stetig ist, obwohl
jede Annidherung auf einer Geraden den Funktionswert f(0,0) als
Grenzwert liefert:

ey = 2% falls (x,y) # (0,0)
0 falls (x,y) = (0,0)
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N L A ) 17 Stetigheit
Losung

Ursprungsgerade:

cl(t):<z:;>, P2+b2>0, teRE

Funktionsgrenzwert

2 2.2 2 2
lim (ca(£)) = i at bt . ab?t

00 2262 + b4 10 22 + b2 0=£(0.0)

Fiir a = 0 folgt f(c(t)) = 32z = 0 = £(0,0). Jede Ann3herung auf einer
Geraden liefert den Funktionswert £(0,0) als Grenzwert.

£2
Mit c(t) = <t> folgt

lim F(ea(t)) = lim 255 1 2 £(0,0)

m C = Im -—-— =

o0 V2 t—0 t4 + t4 ’

s e (MO N E—



V18 Taylorpolynom dritter Ordnung
Aufgabe V18

Bestimmen Sie fiir die Funktion

f(X7y):X

, X+ 0
Xty y#

das Taylor-Polynom vom Grad zwei zum Entwicklungspunkt (1,1).
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V18 Taylorpolynom dritter Ordnung
Losung

Umformung passend zum Entwicklungspunkt

o ox—y  (x=1)—(y-1)
fooy) = Xty 24+(x—-1+(y—1)

_ x=1)-(r-1) 1
2 1+ (3(x—1)+i(y-1))
Geometrische Reihe
_ =1 -(-1 1
e )
- “_”;0“4)u+(;x—n+%@—n>
2 3
+<§(x—1)+§(y—l)> + (E(X—l)—i—z(y—l)) +...)
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Losung

1

= foy) = S-S0 1) - G- 1Pl - 12

—i—é(x _134 %(x C12(y— 1)

S =17 - - 1)
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10 Leizland olsielz (e
Aufgabe V19
Gegeben ist die Funktion
flx,y) = e*(x* = 3)(y* - 3).
a) Skizzieren Sie in der xy—Ebene diejenigen Bereiche, in denen f(x,y)

positiv, negativ bzw. Null ist.

b) Berechnen Sie alle kritischen Punkte von f und bestimmen Sie deren
Typ.
c) Bestimmen Sie die globalen Extrema von f auf dem Quadrat [—1,1]2.
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Losung

a) f(x,y) =e(x = V3)(x+ V3)ly — V3)(y + V3)
Punktprobe (0,0) = 1(—3)(—3) >0 = Vorzeichenverteilung

T =

P B
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Losung

b)
—(y? — X2— X — |

Zweite Zeile: y = 0 oder x = +/3
y =0in erste Zeile: x=1+£2 = P;=(-1,0), P»=(3,0)

x = £v/3 in erste Zeile: +2v/3(y? — 3) 20

= P3 = (—\/5, —\/§), Py
Ps = (V3,-v3), Ps

Aus Skizze und limy_, f(x,y) = O:

(_ 37 3)7
(V3,V3)

Py lokales Maximum
P lokales Minimum
P3 — Pg  Sattelpunkte
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Losung

c) Py ist globales Maximum auf [—~1,1]? mit f(P;) = 6e
Auf den Randkurven

f(-Ly) = —2e(y*—3)
f(ly) = —2e'(y*-3)
f(x,£1) = —2e*(x*—3)

liegen im Bereich [—1, 1] nur lokale Maxima
= Pj ist globales Maximum
Eckpunkte:

f(—-1,£1) =4e f(1,£1) = g globale Minima
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V20 Extrema mit Nebenbedigungen
Aufgabe V20

Bestimmen Sie das Minimum der Funktion
f(x,y,z) =3y +4z

auf der Schnittkurve des Zylinders Z : x?> 4+ y? = 1 und der Ebene
E:x+z=0.
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V20 Extrema mit Nebenbedigungen
Losung

Nebenbedingungen

Zylinder: x*+y?=1 = gi(x,y,z2)=x>+y*-1=0
Ebene: x+4+z=0 = @(xy,z)=x+2z=0

2
Aus grad f(x,y,z)+ > Ajgrad gj(x, y, z) folgt

j=1
0 = 2\x+ X
3 = 2\y
4 = X
0 = x>+y?—1
0 = x+z
Aus Zeile 3: A\ =4
Eingesetzt in Zeile 1: 2M\x=—-4 = A #0#xund x= —)\%
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Losung
3
Ao eingesetzt in Zeile 2:  2\;y =3 = y#0undy= W
1
4 9 5
x und y eingesetzt in Zeile 4: 0

2
P = _i7§7i , Pa= i7_§7_ﬂ
555 5 5 5

Die Nebenbedingungen beschreiben eine Ellipse.

Mit Zeile 5:

f(P1)=5>-5=f(P,) = P; Maximum, P, Minimum

Marco BoBle (MO) Vortragsiibungen
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V21 Potential und Kurvenintegral
Aufgabe V21

Gegeben sei das von dem reellen Parameter o abhiangige Vektorfeld

o Xy X2—|—04y2
g(X7.y)_ \/x2+y27\/x2+y2 .

a) Fiir welches « besitzt g in D : (x —2)? 4+ (y — 1)? < 1 eine
Potentialfunktion?

b) Zeigen Sie, dass U(x, y) = y+/x? + y? eine Potentialfunktion von g
fir das in @) bestimmte « ist.

c) Berechnen Sie fiir @ = 2 und den Weg
C(t) = (cost,sint), t € [r/4, 5w /4] das Integral / g(v)-dv.
c
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Losung

a) D ist einfach zusammenh&ngend = Potential existiert, falls
0 _
Spy) = (C+022-a)(E +y?) Y2
und a%gl(x,y) = X(E 4y
gleichsind = a«a=2
b)
.
/%2 4 2
grad U = XX;_ Y

= fiir « = 2 ist U ein Potential von g
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Losung




V 22 Potential mittels Kurvenintegral
Aufgabe V22

Bestimmen Sie ein Potential des im Ursprung stetig fortgesetzten
Vektorfeldes

(x—y)® ( 2x% + xy + 3y? )

g(X7.y) = 2(X2 +y2)2 _3X2 — Xy — 2y2

indem Sie das Kurvenintegral / g(r) - dr langs des Geradenstiickes vom

Ursprung zum Punkt P = (a, b) berechnen.
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V22 Potential mittels Kurvenintegral
Losung

Polarkoordinaten f(rcost,rsint)

_ r°(cost —sint)® 2 2cos t2 + costsint + 3sin t2
r4 2 —3cost? — costsint — 2sin t2

o
(&)
— g ist im Ursprung durch (0, 0) stetig erginzbar.

Parametrisierung
cuy:(i> te[0,1]

Kurvenintegral
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Losung

L t5(a—b)° .2 2a% + ab + 3b? NEA
o 2t4(a2 + b2)2 —3a%2 — ab — 2b? b

AN 471

= sl op 07 22 28 [,
(a—b)° 2 (a—b)°
T 4@+ b2)2 (2% + b)(a—b) = 4(a% + b?)
Somit ist
0 fir (x,y) = (0,0)
Ulx,y) =1 (x=y)°
RS sonst

ein Potential von g.
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