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Aufgaben:

•Modellierung Methoden zur interaktiven Erzeugung
von Kurven und Flächen auf dem Computer.

• Visualisierung Darstellung geometrischer Objekte auf
dem Computer.

• Interpolation/Approximation Algorithmen zur In-
terpolation und Approximation von Messdaten für Vi-
sualisierung, Analyse und Rekonstruktion.

• Geometriebeschreibung Darstellung der Geome-
trie technischer (Auto) und fiktiver (Dino) Objekte für
Analyse, Simulation und Unterhaltung.

• Bildverarbeitung/Datenkompression

Anwendungsbereiche:

• CAD/CAM-Systeme

• Qualitätskontrolle
• Film- und Werbeindustrie

• FE-Systeme

Methoden:

• Polynome

• Bézierkurven und -flächen

• Splinekurven und -flächen (“NURBS”)

• Differenzialgeometrie

• Variationsansätze
• Unterteilungsalgorithmen

• Multiskalenmethoden (“Wavelets”)

2



1. Polynome

1.1 Grundlagen

Vorteile:

• einfache Struktur

• Vektorraum
• schnelle Auswertung

• leicht zu integrieren und differenzieren

• . . .

Definition: Polynom der Ordnung n

Ein (reelles algebraisches) Polynom der Ordnung n ist
ein Linearkombination der Monome tn−1, . . . , t0 mit Ko-
effizienten a1, . . . , an ∈ R,

p(t) =
n∑

i=1

ait
n−i = a1t

n−1 + a2t
n−2 + · · · + an−1t + an .

Dies ist die Monomform von p. Der Raum aller Po-
lynome der Ordnung n wird mit Pn bezeichnet oder,
wenn das Definitionsgebiet auf die Menge D ⊂ R ein-
geschränkt ist, mit Pn(D).
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Theorem: Nullstellen von Polynomen
Ein Polynom ist genau dann identisch 0, wenn alle Ko-
effizienten der Monomform 0 sind. Ein von 0 verschiede-
nes Polyom der Ordnung n hat weniger als n Nullstellen.

Algorithmus: p = PolMonVal(A, t)

Wert p der Monomform mit Koeffizienten A in t mittels
Horner-Schema.

n = Length(A)
p = A(1)
for i = 2 : n
p = p ∗ t + A(i)

end

Definition: Taylor-Form
Die Taylor-Form eines Polynoms p der Ordnung n im
Entwicklungspunkt t1 ist

p(t) =
n∑

i=1

ai(t− t1)n−i

= a1(t− t1)n−1 + · · · + an−1(t− t1) + an ,
wobei (n− i)! ai = Dn−ip(t1).

Das Taylorpolynom der Ordnung n einer Funktion f im
Entwicklungspunkt t1 ist gegeben duch

Dn−if (t1) = Dn−ip(t1) = (n− i)! ai , i = 1 : n .
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Definition: Newton-Form
Sei p ein Polynom der Ordnung n und T = [t1, . . . , tn].
Die Newton-Form von p bezüglich der Stützstellen T
ist

p(t) =
n∑

i=1

ai

n∏

j=i+1

(t− tj)

= a1(t− t2) · · · (t− tn) + · · · + an−1(t− tn) + an .

Beachte: Die Stützstelle t1 kommt nicht explizit vor.

Der Koeffizient a1 hängt nicht von der speziellen Wahl
der Stützstellen ab, sondern nur vom Polynom selbst. Man
nennt

a1 =
Dn−1p

(n− 1)!
den führenden Koeffizienten von p ∈ Pn.

Algorithmus: p = PolNewVal(A, t, T )

Wert p der Newton-Form mit Koeffizienten A in t
bezüglich der Stützstellen T .

n = Length(A)
p = A(1)
for i = 2 : n
p = p ∗

(
t− T (i)

)
+ A(i)

end
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1.2 Interpolation

Definition: Lagrange-Form
Die Lagrange-Form des Polynoms p ∈ Pn, das die Daten
f1, . . . , fn in den paarweise verschiedenen Stützstellen
t1, . . . , tn interpoliert, ist

p(t) =

n∑

i=1

fiqi(t) , qi(t) =
∏

j=1:n\i

t− tj
ti − tj

.

Für mehrfache Interpolationspunkte schreibt man

t$µ = t, . . . , t
︸ ︷︷ ︸

µ mal

.

Jedem Index i wird die Anzahl der identischen Nachfolger
in der Folge ti zugewiesen,

#i := #{j ∈ N : j > i and tj = ti} .
Beispiel: T = [4$3, 0, 1$2] = [4, 4, 4, 0, 1, 1]
⇒ #1 = 2, #2 = #5 = 1, #3 = #4 = #6 = 0.

Ein Vektor T = [t1, . . . , tn] heißt sortiert, wenn es paar-
weise verschiedene Zahlen s1, . . . , sk ∈ R gibt mit

T = [s1$µ1, s2$µ2, . . . , sk$µk] .

Definition: Interpolationsproblem
Sei T = [t1, . . . , tn] ein Vektor von Stützstellen. Dann
besteht das Interpolationsproblem zu den Daten (T, F )
darin, ein Polynom p ∈ Pn zu finden mit

D#ip(ti) = fi , i = 1 : n .
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Theorem: Lösbarkeit des Interpolationspro-
blems
Das Interpolationsproblem zu n Datenpunkten (T, F )
ist stets eindeutig durch ein Polynom p ∈ Pn lösbar.

1.3 Dividierte Differenzen

Sei pm,n das Polynom der Ordnung n − m + 1, das die
Funktion f an den Stützstellen Tm,n = [tm, . . . , tn] inter-
poliert,

D#if (ti) = D#ipm,n(ti) , i = m : n ,

dann gilt mit g2,n(t) = (t− t2) · · · (t− tn)
p1,n(t) = a1g2,n(t) + p2,n(t) .

Damit ist die Lösung des Interpolationsproblems auf die
Bestimmung führender Koeffienten zurückgeführt.

Definition: Dividierte Differenzen
Der führende Koeffizient des Polynoms pm,n, das f an
den Stützstellen Tm,n interpoliert, heißt dividierte Diffe-
renz von f an den Stellen Tm,n und wird mit

Tm,nf =
Dn−mpm,n

(n−m)!
bezeichnet.
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Theorem: Newton-Form des Interpolationspoly-
noms
Sei p1,n das Polynom der Ordnung n, das die Funktion f
an den Stützstellen T1,n = [t1, . . . , tn] interpoliert. Der
i-te Koeffizient der Newton-Form von p1,n ist durch die
dividierte Differenz Ti,nf gegeben,

pn(t) =

n∑

i=1

(Ti,nf )(t− ti+1) · · · (t− tn) .

Durch Vergleich mit der Taylor-Form ergibt sich

[t1$n]f =
Dn−1f (t1)

(n− 1)! , n ∈ N .

Theorem: Rekursion für dividierte Differenzen
Sei die Folge t1, t2, . . . sortiert und Tm,n := [tm, . . . , tn].
Für die dividierte Differenz Tm,nf gilt

Tm,nf =







Tm+1,nf − Tm,n−1f

tn − tm
für tm 6= tn

Dn−mf (tn)

(n−m)! für tm = tn .

8



Algorithmus: F = DivDif(T, F )

Koeffizienten F der Newton-Form des interpolierenden
Polynoms für Daten (T, F ) und einfache Stützstellen.

n = Length(T )
for i = 1 : n− 1
K = 1 : n− i
F (K) = (F (K+1)− F (K))./(T (K+i)− T (K))

end

Theorem: Stetigkeit der Dividierten Differenzen
Für eine glatte Funktion f hängen die dividierten Diffe-
renzen stetig von den Stüztstellen ab.

1.4 Interpolationsfehler

Theorem: Verallgemeinerter Mittelwertsatz
Für eine glatte Funktion f und T1,n = [t1, . . . , tn] gilt

T1,nf =
Dn−1f (s)

(n− 1)! ,

wobei s im Intervall conv(T1,n) = [minT1,n,maxT1,n]
liegt.
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Theorem: Interpolationsfehler
Für eine glatte Funktion f gilt für den Fehler des inter-
polierenden Polynoms p1,n der Ordnung n zu den Stüzt-
stellen T1,n = [t1, . . . , tn]

f (t0)− p(t0) = (T0,nf )(t0 − t1) · · · (t0 − tn)

=
Dnf (s)

n!
(t0 − t1) · · · (t0 − tn) ,

wobei T0,n = [t0, . . . , tn] und s ∈ conv(T0,n).

Einfluss der einzelnen Größen auf den Fehler:

• Eine hohe Ordnung n ist i.a. notwendig, aber nicht
hinreichend für einen kleinen Fehler.

• Der Faktor Dnf (s) kann i.a. nur abgeschätzt, aber
nicht beeinflusst werden.

• Das Polynom g1,n(t0) = (t0−t1) · · · (t0−tn) hängt von
der Wahl der Stützstellen ab. Für das Intervall [−1, 1]
stellen die Chebyshevpunkte

T ch
1,n = sin([−1 + h : 2h : 1− h]π/2) , h =

1

n

eine optimale Wahl dar. Hier hat das Maximum von
|g1,n| den minimal möglichen Wert, nämlich 21−n. Ska-
lierung auf das Intervall [a, b] ergibt die Fehlerabschätzung

max
t∈[a,b]

|f (t)− p(t)| ≤ (b− a)n
n! 22n−1

max
s∈[a,b]

|Dnf (s)| .
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1.5 Polynomiale Approximation

Häufig werden Daten nicht interpoliert, sondern approxi-
miert. Das heißt, das gesuchte Polynom geht nicht notwen-
digerweise exakt durch die Datenpunkte, sondern lediglich
möglichst nahe daran vorbei,

m∑

i=1

|fi − p(ti)|2 → min , m ≥ n .

Dieser Ansatz wird im Folgenden etwas verallgemeinert.

Definition: Pn-Positivität für Skalarprodukt und
Norm
Ein nicht-negative symmetrische Bilinearform 〈·, ·〉 heißt
Pn-positives Skalarprodukt, wenn

〈p, p〉 > 0 , p ∈ Pn\{0} .
Die zugehörige Pn-positive Norm ist

‖f‖ :=
√

〈f, f〉 .

Definition: Beste Approximation
Die beste Approximation p ∈ Pn der Funktion f
bezüglich der Pn-positiven Norm ‖ · ‖ is definiert durch

‖f − p‖ = min
r∈Pn

‖f − r‖ .
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Übliche Pn-positive Skalarprodukte sind

〈f, g〉 =
m∑

i=1

f (ti)g(ti) , n ≤ m

und

〈f, g〉 =
∫ b

a

f (t)g(t)w(t) dt ,

wobei die Gewichtsfunktion w fast überall positiv ist.

Theorem: Approximation
Sei 〈·, ·〉 ein Pn-positives Skalarprodukt. Dann existiert
genau ein best-approximierendes Polynom p ∈ Pn

bezüglich der zugehörigen Norm ‖ · ‖. Dies ist chark-
terisiert durch die Orthogonalitätsrelation

〈f − p, q〉 = 0 , q ∈ Pn .

Aufgrund der Linearität genügt es, die Orthogonalitätsre-
lation für eine Basis {q1, . . . , qn} von Pn zu gewährleisten.
Dies ergibt ein LGS für die Koeffizienten A des gesuchten
Polynoms p =

∑

i aiqi,
∑

j=1:n

〈qi, qj〉aj = 〈f, qi〉 , i = 1 : n .

Die (n×n)-Matrix des Systems ist positiv definit und heißt
Gramsche Matrix.
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1.6 Orthogonalentwicklungen

Die Gestalt der Gramschen MatrixQ hängt von der gewähl-
ten Basis q1, . . . , qn ab. Die Lösung des LGS ist besonders
einfach, wenn 〈qi, qj〉 = 0 für i 6= j, denn dann ist Q eine
Diagonalmatrix.

Definition: Orthogonalpolynome
Die Polynome q1, q2, . . . bilden eine Folge von Orthogo-
nalpolynomen bez. des gegebenen Skalarprodukts, wenn

qn ∈ Pn\{0} , n ∈ N und 〈qi, qj〉 = 0 , i 6= j .

Theorem: Orthogonalentwicklung
Sei 〈·, ·〉 ein Pn-positives Skalarprodukt und q1, . . . , qn
ein Folge von Orthogonalpolynomen. Dann ist die beste
Approximation p ∈ Pn der Funktion f gegeben durch

pn =

n∑

i=1

〈qi, f〉
〈qi, qi〉

qi .

Die Folge der Orthogonalpolynome ist bis auf Skalierung
eindeutig bestimmt und kann induktiv konstruiert werden.
Sei q1, . . . , qm eine Folge von Orthogonalpolynomen und
pm ∈ Pm die beste Approximation von pm+1 := tqm, dann ist

qm+1 := pm+1 − pm = tqm −
m∑

i=1

〈qi, tqm〉
〈qi, qi〉

qi

orthogonal zu Pm und von Null verschieden und damit das
nächste Orthogonalpolynom.
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Theorem: Dreigliedrige Rekursion
Wenn das Skalarprodukt die Symmetriebedingung

〈tf, g〉 = 〈f, tg〉
erfüllt, dann lautet die Rekursion

qm+1= tqm−
〈qm, tqm〉
〈qm, qm〉

qm−
〈qm, tqm−1〉
〈qm−1, qm−1〉

qm−1, m ≥ 2.

• qm+1 kann mit einem beliebigen Faktor βm+1 6= 0 mul-
tipliziert werden (zB Normierung 〈qi, qj〉 = δi,j).

• Der Startwert der Rekursion ist q1 ≡ 1.
• Zur Berechnung von q2 wird in der Rekursionformel
einfach der letzte Summand weggelassen.

Theorem: Legendre-Polynome
Die Legendre-Polynome sind durch die Rekursion

mqm+1(t) = (2m− 1)tqm(t) + (1−m)qm−1(t)

mit Startwerten q1(t) = 1 und q2(t) = t definiert. Sie
bilden ein Folge von Orthogonalpolynomen bezüglich
des Skalarprodukts 〈f, g〉 =

∫ 1

−1 f (t)g(t) dt, und es gilt

〈qm, qm〉 =
2

2m− 1 .

Beweis mit Rodriguez-Formel

qm+1 =
1

2mm!
Dm(t2 − 1)m .
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Theorem: Chebyshev-Polynome
Die Chebyshev-Polynome sind durch die Rekursion

qm+1(t) = 2tqm(t)− qm−1(t)

mit Startwerten q1(t) = 1 and q2(t) = t definiert. Sie
bilden ein Folge von Orthogonalpolynomen bezüglich

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f (t)g(t)√
1− t2

dt

und es gilt

〈qm, qm〉 =
{
π für m = 1

π/2 für m ≥ 2 .

Beweis mit der Identität qm+1(t) = cos
(
m arccos(t)

)
.

• Nullstellen:
tk = cos(ϑk), ϑk =

2k − 1
2m

π, k = 1 : m

• Extrema:

cos(kπ/m), k = 0 : m

• Faktorisierung:
qm+1(t) = 2

m−1(t− t1) · · · (t− tm)
•Minimax-Eigenschaft: Unter allen Polynomen der
Ordnung m+1, die den führenden Koeffizienten 2m−1

haben, minimiert das Chebyshev-Polynom qm+1 das Ma-
ximum des Betrags über dem Intervall [−1, 1].
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Sei die Funktion f gegeben und f̃ (ϑ) = f (cos(ϑ)). Dann
ist die Chebyshev-Entwicklung von f

p(t) =
1

π

∫ π

0

f̃ (ϑ) dϑ +
2

π

n∑

i=2

qi(t)

∫ π

0

f̃ (ϑ) cos(iϑ) dϑ .

p̃(ϑ) := p(cos(ϑ)) ist eine Partialsumme der Fourierreihe
der geraden periodischen Funktion f̃ .

Numerische Auswertung mit Mittelpunktsregel:

〈f, g〉 =
∫ π

0

f (cos(ϑ))g(cos(ϑ)) dϑ

≈ π

m

m∑

k=1

f (cos(ϑk))g(cos(ϑk)) =
π

m

m∑

k=1

f (tk)g(tk) ,

wobei tk = cos(ϑk), ϑk =
2k−1
2m π.

Theorem: Diskrete Orthogonalität
Die Chebyshev-Polynome sind orthogonal bezüglich des
diskreten Skalarprodukts

〈f, g〉m =
π

m

m∑

k=1

f (tk)g(tk)

und es gilt

〈qm, qm〉 =
{
π für m = 1

π/2 für m ≥ 2 .
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1.7 Satz von Weierstrass

Theorem: Satz von Weierstrass
Sei f : [0, 1] → R eine stetige Funktion, dann gibt es
für alle ε > 0 ein Polynom p, so dass

max
t∈[0,1]

|f (t)− p(t)| < ε .

Binomialkoeffizienten:
(
n

k

)

=







n!

(n− k)!k! falls 0 ≤ k ≤ n

0 sonst.

Rekursion:
(
n

k

)

=

(
n− 1
k − 1

)

+

(
n− 1
k

)

, n ∈ N , k ∈ Z .

Binomischer Satz:

(s + t)n =
∑

k

(
n

k

)

sn−ktk .

Bernstein-Polynome der Ordnung n + 1:

bn+1
k+1(t) :=

(
n

k

)

(1− t)n−ktk , k ∈ Z .

Bernstein-Identität:
t(1− t)
n− 1 =

∑

k

(tk − t)2 bnk(t) , tk :=
k − 1
n− 1 .

Bernstein-Operator:

Bnf :=
∑

k

f (tk)b
n
k ∈ Pn .
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f ist gleichmäßig stetig, es gibt also für ein beliebiges ε > 0
ein δ > 0 so, dass |f (s)−f (t)| < ε/2 für alle |s− t| < δ.
Ferner sei % := maxt |f (t)|.
Spalte Fehler

f −Bnf =

n∑

i=1

(f − f (ti)) bni

für festes t in zwei Teilsummen ∆I,∆J mit Indices

I := {i : |t− ti| < δ} und J := {i : |t− ti| ≥ δ} .
Die Bernsteinpolynome bilden auf [0, 1] eine nicht-negative
Partition der 1,

∑

k

bnk(t) ≡ 1 , bnk(t) ≥ 0 , t ∈ [0, 1] .

Es folgt damit

|∆I(t)| ≤
∑

i∈I
|f (t)− f (ti)| bni (t) ≤

ε

2

∑

i

bni (t) =
ε

2

und

|∆J(t)| ≤
∑

i∈J
|f (t)− f (ti)| bni (t)

≤ 2%

δ2

∑

i

(ti − t)2 bni (t) =
2%t(1− t)
(n− 1)δ2

.

Wählt man n− 1 ≥ %/(εδ2), so gilt

|f (t)−Bnf (t)| ≤ |∆I(t)| + |∆J(t)| ≤ ε .
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2. Bézierkurven

2.1 Grundlagen

Sei P := [p1; . . . ;pn] ein Spaltenvektor von Punkten in Rd

und W := [w1, . . . , wn] ein Zeilenvektor von Gewichten.
Der Punkt p =

∑

iwipi = WP ist eine

• Linearkombination von P.

• Affinkombination von P, wenn
∑

iwi = 1.

• Konvexkombination vonP, wenn
∑

iwi = 1 undW ≥ 0.
Linearkombinationen sind linear invariant.
Affinkombinationen sind affin invariant.

Eine Teilmenge M ⊂ Rd heißt konvex, wenn mit zwei
beliebigen Punkten p1,p2 ∈ M auch deren geradlinige
Verbindung in M liegt,

(1− t)p1 + tp2 ∈M , t ∈ [0, 1] .
Die konvexe Hülle convM einer Menge M ⊂ Rd ist die
kleinste konvexe Obermenge von M .

Theorem: Konvexe Hülle
SeiP := [p1; . . . ;pn], dann ist convP gleich der Menge
aller Konvexkombinationen von P. Für pi ∈ R2 wird
convP von einem Polygon pi1, . . . ,pim berandet.
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Eine polynomiale Kurve der Ordnung n ist gegeben durch

c(t) = Q(t)P =

n∑

i=1

qi(t)pi .

Dabei ist Q(t) = [q1(t), . . . , qn(t)] ein Zeilenvektor von
Basisfunktionen des Polynomraums Pn undP = [p1; . . . ;pn]
ein Spaltenvektor von Koeffizienten.

Schränkt man das Definitionsgebiet der Kurve auf das In-
tervall [0, 1] ein und wählt man die Bernsteinpolynome als
Basis, dann ist

c(t) =
∑

i

bni (t)pi = Bn(t)P , t ∈ [0, 1] , pi ∈ Rd

eine Bézierkurve in Rd. Die Koeffizienten P werden Kon-
trollpunkte genannt und deren geradlinige Verbindung bil-
det das Kontrollpolygon.

• Affine Invarianz: Für eine affine Abbildung A gilt

A(c) = BnA(P) .

• Konvexe Hülle:

c(t) ∈ conv(P) , t ∈ [0, 1] .
• Randinterpolation:

c(0) = p1 , c(1) = pn

• Symmetrie:

c(1− t) =
∑

i

bni (t)pn+1−i

20



• Konvexe Hülle

• Affine Invarianz

• Symmetrie

p
1
 

p
2
 p

3
 

p
4
 

c(t) 

p
4
 

p
2
 

c(1−t) 

p
1
 

p
3

21



Beispiele:

n = 3 ⇒
b31(t) = (1− t)2
b32(t) = 2 (1− t) t
b33(t) = t2
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n = 4 ⇒ b41(t) = (1− t)3
b42(t) = 3 (1− t)2 t
b43(t) = 3 (1− t) t2
b44(t) = t3
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2.2 Basiswechsel

Theorem: Basiswechsel

bn+1
j+1 (t) =

n∑

k=j

(−1)k+j
(
k
j

)(
n
k

)
tk

tj =

n∑

k=j

(
k
j

)
/
(
n
j

)
bn+1
k+1(t) .

Sei Mn := [tn−1, . . . , t, 1] der Zeilenvektor der Monomba-
sis, dann lässt sich der Basiswechsel darstellen als

Mn(t) = Bn(t)T n
M , Bn(t) =Mn(t)T n

B .

Dabei sind T n
M und T n

B zueinander inverse Dreiecksmatri-
zen der Dimension n× n.

Beispiele:

T 2
M =

[
0 1
1 1

]

T 2
B =

[
−1 1
1 0

]

T 3
M =





0 0 1
0 1/2 1
1 1 1



 T 3
B =





1 −2 1
−2 2 0
1 0 0





T 4
M =






0 0 0 1
0 0 1/3 1
0 1/3 2/3 1
1 1 1 1




 T 4

B =






−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0





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Sei

c(t) = Bn(t)P =Mn(t)A

eine polyomiale Kurve in Bézier– bzw. Monomdarstellung,
dann gilt

A = T n
BP , P = T n

MA .

Beispiel:

c(t) = t3
[
0
−8

]t

+ t2
[
−6
6

]t

+ t

[
6
3

]t

+

[
1
1

]t

A =

[
0 −6 6 1
−8 6 3 1

]t

, P = T 4
MA =

[
1 3 3 1
1 2 5 2

]t

c(t) = b41(t)

[
1
1

]t

+ b42(t)

[
3
2

]t

+ b43(t)

[
3
5

]t

+ b44(t)

[
1
2

]t

c(1− t) = b41(t)

[
1
2

]t

+ b42(t)

[
3
5

]t

+ b43(t)

[
3
2

]t

+ b44(t)

[
1
1

]t

c(0) =

[
1
1

]t

, c(1) =

[
1
2

]t

c′(0) =

[
6
3

]t

, c′(1) =

[
−6
−9

]t
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2.3 Auswertung

Es gilt

bnj (t) = (1− t)n−1
(
n−1
j−1

)
uj−1 , u := t/(1− t)

bnj (t) = tn−1
(
n−1
j−1

)
vn−j+1 , v := (1− t)/t .

Entsprechend gilt für eine Bézierkurve c(t) = Bn(t)P

c(t) = (1− t)n−1
n∑

j=1

(
n−1
n−j

)
pn−j+1 u

n−j

c(t) = tn−1
n∑

j=1

(
n−1
j−1

)
pj v

n−j

Aus Stabilitätsgründen ist die erste Form für t ∈ [0, 1/2]
und die zweite Form für t ∈ [1/2, 1] vorzuziehen.

Alternative: Es gilt die Rekursion

b1j(t) ≡ δj,1

bnj (t) = (1− t) bn−1
j (t) + t bn−1

j−1 (t)

und entsprechend für eine Bézierkurve c(t) = Bn(t)P

c(t0) =
∑

j

bnj (t0)pj =
∑

j

bn−1
j (t0)

(
(1− t0)pj + t0 pj+1

)

=:
∑

j

bn−1
j (t0)p̃j .

Die Kurven c(t) = Bn(t)P und c̃(t) = Bn−1(t)P̃ stimmen
für t = t0 überein. P̃ erhält man aus P durch Affinkombi-
nation aufeinanderfolgender Kontrollpunkte.
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Theorem: De Casteljau-Algorithmus
Die Rekursion

P(1) = P
for k = 1 : n− 1
I = 1 : n− k
P(k+1) = (1− t0)P(k)(I) + t0 P(k)(I + 1)

end

berechnet den Wert P(n)(1) = Bn(t0)P = c(t0).

Schematische Darstellung:

p1 • ↘ • ↘
p2 • ↗↘ •

• ↗ • ↘... ... · · · • c(t0)
• ↘ • ↗

pn−1 • ↗↘ •
• ↗

pn • ↗

P(1) P(2) P(3) · · · P(n−1) P(n)

Der Pfeil ↗ steht für Multiplikation mit t0.
Der Pfeil ↘ steht für Multiplikation mit (1− t0).
In der k-ten Spalte stehen die Kontrollpunkte einer Bézier-
kurve c(k) der Ordnung n− k + 1 mit c(k)(t0) = c(t0).
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Beispiel: De Casteljau für eine kubische Bézierkurve

P =

[
0 25 50 −50
0 50 0 −25

]t

, t0 = 3/5

0
15

25 30
40 18

50 10
−10

−50

0
30

50 24
20 9

0 −1
−15

−25

−60 −40 −20 0 20 40 60
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

50

60
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2.4 Differenziation und Integration

Für die Ableitung eines Bernsteinpolynoms gilt

Dbn+1
j+1 (t) = n(bnj (t)− bnj+1(t)) .

Entsprechend gilt für eine Bézierkurve c(t) = Bn+1(t)P:

c′(t) = n
∑

j

bnj (t) (pj+1 − pj) =: nB
n(t)∆P .

∆ ist der Vorwärtsdifferenzenoperator.

Für das Integral eines Bernsteinpolynoms gilt

D−1bnj (t) :=

∫ t

0

bnj (τ ) dτ =
1

n

∑

k>j

bn+1
k (t) , j ≥ 1 .

Entsprechend gilt für eine Bézierkurve c(t) = Bn(t)P:

D−1c(t) =
1

n

∑

j

bn+1
j (t)

∑

k<j

pk =:
1

n
Bn+1∆−1P .

∆−1 ist der Summenoperator und es gilt

∆∆−1 = Id .

Für beliebige ν ≤ n und c = Bn+1P gilt

Dνc(t) =
n!

(n− ν)! B
n+1−ν(t)∆νP .
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Randpunkte: An den Randpunkten t ∈ {0, 1} gilt für die
Ableitungen

Dνbnj (0) = 0 ⇔ ν ≤ j − 2
Dνbnj (1) = 0 ⇔ ν ≤ n− 1− j .

Folglich hängt für die Kurve c(t) = Bn(t)P

Dνc(0) nur von p1, . . . ,pν+1

Dνc(1) nur von pn−ν, . . . ,pn

ab. Insbesondere gilt

c(0) = p1 , c′(0) = (n− 1)(p2 − p1)

c(1) = pn , c′(1) = (n− 1)(pn − pn−1) .

Beispiel (siehe Seite 25):

c(t) = B4(t)

[
1 3 3 1
1 2 5 2

]t

∆P =

[
2 0 −2
1 3 −3

]t

, ∆−1P =

[
0 1 4 7 8
0 1 3 8 10

]t

Dc(t) = B3(t)

[
6 0 −6
3 9 −9

]t

D−1c(t) = B5(t)

[
0 1/4 1 7/4 2
0 1/4 3/4 2 5/2

]t
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2.5 Graderhöhung

. . . sollte eigentlich
”
Ordnungserhöhung“ heißen . . .

Schreibe eine Bézierkurve der Ordnung n als Bézierkurve
der Ordnung n + 1,

∑

j

bnj (t)pj =
∑

j

bn+1(t) p̃j .

Multiplikation der linken Seite mit (1− t) + t ergibt:

Die Bézierkurven c = BnP und c̃ = Bn+1(t)P̃ stimmen
genau dann überein, wenn

p̃j+1 =

(

1− j

n

)

pj+1 +
j

n
pj , j = 0 : n .

P̃ liegt in der konvexen Hülle von P, also

c(t) ∈ conv(P̃) ⊂ conv(P) .
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Der Übergang von P nach P̃ ist linear und kann durch
eine Matrix En beschrieben werden,

c = BnP = Bn+1EnP .

Es ist z.B.

E3 =
1

3






3 0 0
1 2 0
0 2 1
0 0 3




 , E4 =

1

4








4 0 0 0
1 3 0 0
0 2 2 0
0 0 3 1
0 0 0 4







.

Für mehrfache Graderhöhung schreiben wir

Em−1 · · ·En+1En =: E
m
n .

2.6 Gradreduktion

Problem: Bestimme Kontrollpunkte P̃ so, dass

‖BnP−BmP̃‖ → min , 1 ≤ m < n .

Das Resultat hängt i.A. von der gewählten Norm ab und
die Approximation wird i.d.R. getrennt in den räumlichen
Koordinaten vorgenommen.

i) Für die L2-Norm gilt: Schreibe c = BnP als Linearkom-
binationen von Legendre-Polynomen,

c(t) =
n∑

i=1

qL
i (t)ai ,
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dann ist das gesuchte Polynom der Ordnung m < n gege-
ben durch

c̃(t) =
m∑

i=1

qL
i (t)ai .

ii) Entwickelt man c nach Chebyshev-Polynomen,

c(t) =
n∑

i=1

qC
i (t)bi ,

dann ist die maximale Abweichung des Polynoms

c̃(t) =
n−1∑

i=1

qC
i (t)bi

minimal.

iii) Man kann die Abweichung der Kontrollpunkte als Maß
für die Approximationsgüte verwenden,

〈BnP,BnQ〉E = 〈P,Q〉2 =
n∑

i=1

piqi .

Damit lautet das Approximationsproblem

‖P − En
mQ‖2 → min .

Die Lösung ist gegeben durch

Q =
(
(En

m)
tEn

m

)−1
(En

m)
tP =: Rm

n P

bzw. in Rd durch

Q = Rm
n P .

33



Beispiel:

R2
3 =

1

6

[
5 2 −1
−1 2 5

]

, R3
4 =

1

20





19 3 −3 1
−5 15 15 −5
1 −3 3 19



 .

R2
4 = R2

3R
3
4 =

1

10

[
7 4 1 −2
−2 1 4 7

]

.

Theorem: Gradreduktion
Gradreduktion bezüglich der L2-Norm ‖ · ‖L und der
Koeffizientennorm ‖ · ‖E ist äquivalent.

Beweis: SeiQn = [qn1 , q
n
2 , . . . , q

n
n] der Vektor der Lagrange-

Polynome zu den Stützstellen T = 1 : n. Dann gilt

BnP ∈ Pm ⇔ QnP ∈ Pm .

Die orthogonalen Komplemente PE
m,n und PL

m,n von Pm in
Pn bezüglich 〈·, ·〉E bzw. 〈·, ·〉L stimmen überein. Dies folgt
aus PE

m,n ⊂ PL
m,n, was sich wie folgt beweisen lässt: Um

zu zeigen dass

〈BnW, ti〉L = 0 , BnW ∈ PE
m,n, , 0 ≤ i < m ,

definieren wir den Vektor V i gemäß

vik :=

∫ 1

0

bnk(t)t
i dt , k = 1 : n .

Dann ist

〈BnW, ti〉L = 〈BnW,BnV i〉E = 0
34



genau dann, wenn BnV i ∈ Pm. Wegen

vik =

(
n−1
k−1

)

(
n+i−1
k+i−1

)

∫ 1

0

bn+i
k+i(t) dt =

(n− 1)!
(n + i)!

i−1∏

`=0

(k + `) .

folgt dies aber aus QnV i ∈ Pm.

Für die Gradreduktionsmatrizen Rm
n gilt

Rm
n = Rm

` R
`
n , m ≤ ` ≤ n

und

Rm
n = Rm

m+1 · · ·Rn−2
n−1R

n−1
n .

Das Legendrepolynom `n+1 hat die Bernstein-Bézierform

`n+1 = Bn+1W, wj+1 = (−1)n−j
(
n
j

)
.

Also ist die Gradreduktion von c = Bn+1P nach Ordnung
n gegeben durch

c̃ = Bn+1(P−WW tP/W tW ) = Bn+1P̂ = BnP̃,

wobei W tW =
(

2n
n

)
und

p̃1 = p̂1, p̃i+1 =
np̂i+1 − ip̃i

n− i , i = 1 : n− 1.
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2.7 Operatorkalkül und de Casteljau-Algorithmus

Definiere den Shift-Operator

S : [p1;p2; . . . ;pn] 7→ [p2;p3; . . . ;pn; 0]

und den Vektor

E := [1, 0, . . . , 0] ,

dann kann eine Béziekurve c(t) = Bn+1(t)P auch darge-
stellt werden als

c(t) = E
(
(1− t) + tS

)n
P .

Daraus folgt zB einfach die Ableitungsformel

Dc(t) = nE
(
(1− t) + tS

)n−1(
S − 1

)
P

oder der de Casteljau-Algorithmus

c(t) = E
(
(1− t) + tS

)n−1(
(1− t) + tS

)
P

= E
(
(1− t) + tS

)n−k(
(1− t) + tS

)k
P .

Die Kontrollpunkte in der k-ten Spalte des Schemas sind
für den Auswertungspunkt t = t0

P(k) =
(
(1− t0) + t0S

)
P(k−1)

=
(
(1− t0) + t0S

)k−1
P(1) .
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Sei c = Bn+1P(1). Betrachte die Bézierkurve, die durch die
Kontrollpunkte in der obersten Reihe des Dreieckschemas
definiert wird,

c`(t) = E

n∑

j=0

bn+1
j+1 (t)P

(j+1)

= E

n∑

j=0

(
n

j

)

(1− t)n−jtj
(
(1− t0) + t0S)j

)
P(1)

= E
n∑

j=0

(
n

j

)

(1− t)n−j
(
t(1− t0) + tt0S)j

)
P(1)

= E
(
(1− t) + (t(1− t0) + tt0S)

)n
P(1)

= E
(
(1− tt0) + tt0S)

)n
P(1) = c(tt0) .

Die oberste Reihe von Kontrollpunkten des de Casteljau-
Dreiecks definiert das dem Intervall [0, t0] entsprechende
Segment der gegebenen Kurve c = BnP,

c`(t) := c(tt0) =
n∑

j=1

bnj (t)p
(j)
1 = Bn(t)P` .

Aus Symmetriegründen gilt: Die unterste Reihe von Kon-
trollpunkten des de Casteljau-Dreiecks (von rechts nach
links gelesen) definiert das dem Intervall [t0, 1] entspre-
chende Segment,

cr(t) := c(t0 + (t(1− t0)) =
n∑

j=1

bnj (t)p
(j)
n+1−j = Bn(t)Pr .
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Beispiel: siehe oben

p =

[
0 25 50 −50
0 50 0 −25

]t

, t0 = 3/5

0
15

25 30
40 18

50 10
−10

−50

0
30

50 24
20 9

0 −1
−15

−25
c`(t) = c(3t/5) = B4(t)P` cr(t) = c(3/5+2t/5) = B4(t)Pr

p` =

[
0 15 30 18
0 30 24 9

]t

, pr =

[
18 10 −10 −50
9 −1 −15 −25

]t

−60 −40 −20 0 20 40 60
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

50

60
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Iterierte Unterteilung: Ist c̃ = BnP̃ die Bézierdarstellung
der Kurve c für t ∈ [a, b], dann gibt es eine nur von n
abhängige Konstante Γ(n) mit

‖c̃− p̃‖∞ ≤ Γ(n)‖D2c‖∞(b− a)2 .
Insbesondere gilt für N -fache binäre Unterteilung (d.h.
t0 = 1/2)

‖cN − pN‖∞ ≤ Γ(n)‖D2c‖∞2−2N .

Beispiel: Binäre Unterteilung

0 2 4 6 8 10
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

Anzahl Iterationen N  −−−>

F
eh

le
r 

(lo
ga

rit
hm

is
ch

) 
 −

−
−

>
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Anwendung: Nullstellensuche im Einheitsintervall für ein
Polynom in Bernstein-Bézierform.
Es gilt

i) minP > 0 oder maxP < 0 ⇒ keine Nullstelle.

ii) minP < 0 und maxP > 0 ⇒ Nullstelle möglich.

iii) p1 pn ≤ 0 ⇒ Nullstelle sicher.

Man iteriert den binären Unterteilungsalgorithmus für al-
le Teilintervalle, für die nicht i) gilt, bis eine vorgegebene
Toleranz erreicht ist.

Beispiel: P = [6, 7, 6, −9, 6, −3]t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−10

−5

0

5

10
iii)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4

6

8
i)                    iii)

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−3

−2

−1

0

1

iii)                       ii)

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
i)          iii)          ii)          i)

40



2.8 Abstand Bézierkurve – Kontrollpolygon

Sei c = BnP und T n := 0 : 1/(n− 1) : 1, dann parame-
trisiert die Kurve p : [0, 1]→ Rd mit

p(t) =
(t− tnj )pj+1 + (t

n
j+1 − t)pj

tnj+1 − tnj
, t ∈ [tnj , tnj+1]

das Kontrollpoygon.

Theorem: Abstand zum Kontrollpolygon
Sei d = 1. Für den Abstand zwischen c = BnP und p
gilt

‖c− p‖∞ ≤







n−1
8 ‖∆2P‖∞, n ungerade
(

n−1
8 − 1

8(n−1)

)

‖∆2P‖∞, n gerade .

Diese Abschätzung ist für c ∈ P3 scharf.

Beweis: Sei o.B.d.A. ‖∆2P‖∞ = 8 und

‖c− p‖∞ = c(t∗)− p(t∗)
maximal. Für t∗ ∈ [tnj , tnj+1] betrachte pj und pj+1 als fest.
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Dann ist c(t∗) − p(t∗) genau dann maximal, wenn alle
pk, k 6∈ {j, j+1} so groß wie möglich sind. Dies ist genau
dann der Fall, wenn

pk+1 − 2pk + pk−1 = 8 , k = 2 : (n− 1) .
Dies bedeutet, dass pk = 4k2 + αk + β für gewisse Kon-
stanten α, β. Folglich ist c ∈ P3 und t∗ ∈ T n.

Betrachte also

c(tnj )− pj = 4
(
(tnj (1− tnj )

)
(n− 1) .

Dieser Ausdruck nimmt sein Maximum an, wenn tnj so nahe
wie möglich bei 1/2 liegt, also für

tnj =

{

1/2 falls n ungerade

1/2− 1/2(n− 1) falls n gerade .

Bei Graderhöhung Bn(t)P = Bm(t)P̃ ,m > n, gilt

‖c− p̃‖∞ ≤
(n− 1)(n− 2)
8(m− 2) ‖∆2P‖∞.

Bei Subdivision Bn(a+ th)P = Bn(t)P̃ , [a, a+h]⊂ [0, 1],
gilt

‖c̃− p̃‖∞ ≤
h2(n− 1)

8
‖∆2P‖∞.
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2.9 Rationale Bézierkurven

Motivation: Polynomiale Bézierkurven haben den Nach-
teil, dass sich Kegelschnitte (insbesondere Kreise) nicht
exakt modellieren lassen.
Idee: Verwende rationale Basisfunktionen.
Ansatz: Die GewichteW = [w1, . . . , wn]

t definieren die
Gewichtsfunktion w(t) gemäß

w(t) = Bn(t)W .

Damit bilden für
∏

j wj 6= 0 die rationalen Basisfunktionen

bnW,j(t) := wj b
n
j (t)/w(t) , Bn

W (t) := [b
n
W,1(t), . . . , b

n
W,n(t)]

eine Partition der Eins,
∑

j b
n
W,j(t) ≡ 1.

Definition: Rationale Bézierkurve
Sei W = [w1, . . . , wn] und

∏

j wj 6= 0, dann heißt

c(t) = Bn
W (t)P =

∑n
j=1 b

n
j (t)wjpj

∑n
j=1 b

n
j (t)wj

rationale Bézierkurve der Ordnung n.

Es folgt unmittelbar für c(t) = Bn
W (t)P und

∏

j wj 6= 0
• affine Invarianz Ac(t) + a = Bn

W (t)(AP + a).

• konvexe Hülle c(t) ∈ conv(P), falls W > 0.

• Randinterpolation c(0) = p1.

• Randableitung Dc(0) = (n− 1)(p2 − p1)w2/w1.
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Beispiele:

n = 3, W = [1, α, 1]t

α = 1, 3, 1/3, −4
n = 4, W = [1, 1, α, 1]t

α = 1, 2, 5,

t = 3/5

t = 3/4

n = 4, W = [1, α, α, 1]t

α = 1, 3, 30,

n = 3, W = [1, 1, 2]t

0 < t < 1

t > 1

t < 0
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Homogene Koordinaten: Identifiziere euklidische Ko-
ordinaten [x1, . . . , xd] in Rd mit homogenen Koordinaten
in Rd+1 gemäß

[x1, . . . , xd] ∼ [αx1, . . . , αxd, α] , α ∈ R\0 beliebig ,

bzw.
x ∼ [αx, α] ∼ [x, 1] .

Beispielsweise gilt in R3

[x/w, y/w, z/w] ∼ [x, y, z, w] .
Für ein rationale Bézierkurve gilt:

c(t) ∼
[ n∑

j=1

bnj (t)wjpj,

n∑

j=1

bnj (t)wj

]

∼
n∑

j=1

bnj (t)[wjpj, wj] = Bn(t)PW .

Die homogenen Koordinaten einer rationalen Bézierkurve
erhält man durch die Auswertung der Bézierkurve mit Kon-
trollpunkten pW,j = [wjpj, wj].

Anwendung: Viele Algorithmen für integrale Bézierkur-
ven (Auswertung, Graderhöhung, Gradreduktion, Untertei-
lung etc.) lassen sich unmittelbar auf rationale Bézierkur-
ven übertragen. Ausnahme: Integration, Differenziation.
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Beispiel: siehe Seite 44, rechts unten

P =

[
0 1 1
1 1 0

]t

, W = [1 1 2]t .

Matrix der homogenen Kontrollpunkte:

PW =





0 1 2
1 1 0
1 1 2





t

Graderhöhung:

P̃W =
1

3





0 2 4 6
3 3 2 0
3 3 4 6





t

,
P̃ = 1

6

[
0 4 6 6
6 6 3 0

]t

W̃ = 1
3 [3 3 4 6]

t

Binäre Unterteilung:

PW,` =
1

4





0 2 4
4 4 3
4 4 5





t

,
P` =

1
10

[
0 5 8
10 10 6

]t

W̃` =
1
4 [ 4 4 5]

t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Graderh"ohung

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Bin"are Unterteilung
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Kegelschnitte: Die Darstellung des Kegelschnitts

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0

in homogener Form lautet

[x y w]





a b d
b c e
d e f









x
y
w



 =: [x, y, w]Q [x, y, w]t = 0 .

Die Tangente im Punkt [x0, y0, w0] ist gegeben durch

[x, y, w]Q [x0, y0, w0]
t = 0 .

Für w = 1 erhält man jeweils die euklidische Form zurück.

Theorem: Jede quadratische rationale Bézierkurve in R2

ist Teilmenge eines Kegelschnitts.

Beweis: Für beliebige quadratische Polynome x(t), y(t),
w(t) ist [x(t), y(t), w(t)]Q [x(t), y(t), w(t)]t ein Poly-
nom der Ordnung 5, dessen Koeffizienten linear von a, . . . , f
abhängen. Nullsetzen ergibt 5 homogene lineare Gleichun-
gen für 6 Variable, es gibt also nichttriviale Lösungen.

Beispiel: wie zuvor

x(t) = 2t , y(t) = 1− t2 , w(t) = 1 + t2








0 0 1 0 −2 1
0 −4 0 4 0 0
4 0 −2 0 0 2
0 4 0 4 0 0
0 0 1 0 2 1

















a
b
c
d
e
f










= 0 ⇒ Q =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 .

Die Kurve ist also Teilmenge des Einheitskreises.
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Erweitert man den Definitionsbereich der quadratischen
Bézierkurve auf t ∈ R ∪ ∞, so wird der gesamte Ke-
gelschnitt durchlaufen. Dabei definiert man den Pol als

c(∞) := lim
t→∞

c(t) =
w1p1 − 2w2p2 + w3p3

w1 − 2w2 + w3
.

Theorem: Jeder nichtentartete Kegelschnitt (Ellipse, Hy-
perbel, Parabel) läßt sich als erweiterte quadratische Bézier-
kurve darstellen.

Beweis: Transformiere den Kegelschnitt auf eine der drei
Normalformen, x2 + y2 = 1, xy = 1, y = x2. Dafür las-
sen sich elementar Bézierkurven angeben. Die Behauptung
folgt dann aus der affinen Invarianz der Bézierdarstellung.

Die Parametrisierung eines Kegelschnitts durch eine qua-
dratische Bézierkurve ist nicht eindeutig. Es können bei-
spielsweise zusätzlich die Orte zu den Parameterwerten
t = 0, 1,∞ spezifiziert werden.

Konstruktion:

1. Setze p1 := c(0), p3 := c(1).

2. Bestimme p2 als Schnittpunkt der Tangenten in c(0), c(1)
(falls existent),

[
p1, 1
p3, 1

]

Q

[
pt

2

1

]

= 0 .

3. Bestimme die GewichteW als nichttriviale Lösung von
[
c(∞)− p1; −2(c(∞)− p2); c(∞)− p3

]t
W = 0 .

Akzeptiere die Lösung, falls w1w2w3 6= 0.
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Beispiel: Hyperbel xy = 4,

c(0) = [2, 2], c(1) = [−4,−1], c(∞) = [1, 4] .
Homogene Form des Kegelschnitts:

[x y w]





0 1 0
1 0 0
0 0 −8









x
y
w



 = 0 .

1. Schritt: p1 := c(0) = [2, 2], p3 := c(1) = [−4,−1].
2. Schritt: p2 := [8,−4] ist Lösung von

[
2 2 1
−4 −1 1

]




0 1 0
1 0 0
0 0 −8





[

pt
2
1

]

=

[
2 2 −8
−1 −4 −8

] [

pt
2
1

]

= 0 .

3. Schritt: W := [50, 5, −4]t ist Lösung von
[
−1 14 5
2 −16 5

]

W = 0 .

Lösung:

P =

[
2 8 −4
2 −4 −1

]t

W = [50 5 −4]t

−5 0 5 10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

��������� 	�

����
 �

	��

��������� 	��

�
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2.10 Geometrische Interpolation mit Polynomen:

Wieviele Punkte in Rd kann man mit einer Bézierkurve vom
Grad n interpolieren, wenn weder die Stützstellen noch eine
Ordnung vorgegeben sind?

c(tj) = gj , j = 1, . . . , N , tj ∈ R beliebig .

Die Anzahl der freien Parameter ist dn + N (Kontroll-
punkte + Stützstellen). Allerdings können zwei Stützstel-
len fest vorgegeben werden, da die Parametrisierung belie-
big verschoben und skaliert werden kann. Es bleiben also
dn +N − 2 Freiheitsgrade.

Die Anzahl der Interpolationsbedingungen ist dN . Es können
also Lösungen erwartet werden für

dn +N − 2 ≥ dN ⇒ N ≤ dn− 2
d− 1 .

Insbesondere ergibt sich im ebenen Fall, d = 2,

N ≤ 2n− 2 .
Das Interpolationsproblem ist allerdings nichtlinear, so dass
die Lösbarkeit nicht allgemein garantiert werden kann. Bei-
spielsweise lassen sich die vier Ecken eines Quadrats nicht
mit einer quadratischen Kurve (Parabel) interpolieren.
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Quadratische Interpolation: Es soll versucht werden,
vier Punkte in der Ebene mit einer quadratischen Kurve zu
interpolieren.
i) Es wird angenommen, dass die Punkte g1, . . . ,g4 nicht
auf einer Geraden liegen.
ii) Das Interpolationsproblem ist invariant unter affinen
Transformationen der Ebene. Es kann also o.B.d.A ange-
nommen werden, dass die Daten die Form

g1 = [0, 0] , g2 = [1, 0] , g3 = [0, 1] , g4 = [p, q]

haben.
iii) Jede quadratische Kurve beschreibt eine Parabel,

[x, y]

[
a b
b c

] [
x
y

]

+ [x, y]

[
d
e

]

+ f = 0 , ac = b2

und umgekehrt (entartete Fälle ausgenommen).
iv) Setzt man die Interpolationsbedingungen ein, so erhält
man für g1,g2,g3

f = 0 , d = −a , e = −c ,
also

a(x2 − x) + 2bxy + c(y2 − y) = 0 .
Wählt man o.B.d.A. die Normierung a = 1, dann ist die
verbleibende Bedingung

(p2 − p) + 2bpq + b2(q2 − q) = 0 .
v) Diese Gleichung besitzt genau dann nichtentartete Lösun-
gen, wenn

pq(p + q − 1) > 0 , (p, q) 6∈ {(1, 0), (1,−1), (−1, 1)} .
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Satz: Das Interpolationsproblem für vier paarweise ver-
schiedene Punkte g1, . . . ,g4 ∈ R2 ist genau dann nicht
mit einer quadratischen Kurve lösbar, wenn conv(g1, . . . ,g4)
ein Dreieck oder ein Parallelogramm ist. Anderenfalls gilt:
Wenn die konvexe Hülle ein Trapez ist, dann gibt es eine
Lösung, ansonsten gibt es immer genau zwei Lösungen.

zwei  Loesungen eine  Loesung

Sei g eine glatte Kurve in R2 mit Krümmung k(0) 6= 0.
Dann gibt es ein H > 0, so dass das Interpolationsproblem

gj = g(hj) , |hj| < H , j = 1, . . . , 4

mit einer quadratischen Kurve c lösbar ist.
Beweis: Durch eine affine Koordinatentransformation kann
man erreichen, dass g für hinreichend kleinesH in der Form

g : τ 7→
[
τ
g(τ )

]

, g(0) = g′(0) = 0 , g′′(0) > 0

parametrisiert werden kann. Wegen g′′(0) > 0 ist g lokal
konvex und somit ist die konvexe Hülle der Punkte gi weder
ein Dreieck noch ein Parallelogramm.
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3. Splines

Nachteile polynomialer Funktionen und Kurven:

• Globale Abhängigkeit der Funktion/Kurve von den Ko-
effizienten.

• Interpolation von Funktionenwerten liefert u.U. schlech-
te Approximation.

Beispiel: Interpolation
von f (x) = 1/(1+25x2)
an 9 äquidistanten
Stützstellen.

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

• Erzwungene Glattheit.

Idee: Verwende stückweise polynomiale Funktionen.
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Beispiel: Zusammenfügen zweier Bézierkurven.

c_1

c_2

c

Es gibt viele Möglichkeiten, die zusammengesetzte Kurve
zu parametrisieren, z.B.:

a) c(t) =

{
c1(t) für 0 ≤ t ≤ 1
c2(t− 1) für 1 ≤ t ≤ 2

b) c(t) =

{
c1(t) für 0 ≤ t ≤ 1
c2(2t− 2) für 1 ≤ t ≤ 3/2

0 0.5 1 1.5 2
−1

0

1

2

3

Koordinatenfunktionen  Fall a)

x(t)

y(t)

0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3

Koordinatenfunktionen  Fall b)

x(t)

y(t)

Die Koordinatenfunktionen sind stückweise polynomial und
im Fall b) stetig differenzierbar.
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Ein Spline der Ordnung n ist eine Funktion, die stückwei-
se aus Polynomen der Ordnung n besteht. Die Abszissen
τj, die die Polynomsegmente trennen, heißen Knoten. Die
Knoten werden zu der Knotenfolge T = {τj} zusammen-
gefasst.

Welche Glattheit kann man an den Knoten erwarten? Wenn
zwei Polynomsegmente der Ordnung n (n− 1)-mal stetig
differenzierbar verbunden sind, dann stellen sie ein und das-
selbe Polynom dar.
Man vereinbart: An einfachen Knoten ist ein Spline min-
destens (n− 2)-mal stetig differenzierbar.

Beispiele:

−2 0 2 4 6 8 10

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

I I I I I I

n  =  2,  st"uckweise linear

−2 0 2 4 6 8 10
−1

0

1

2

3

4

5

6

7

I I I I I I

n  =  3,  st"uckweise quadratisch

−1 0 1 2 3 4 5 6 7
−5

0

5

10

15

20

25

30

I I I I I I I

n  =  4,  Stutzfunktion

���

����� � �	��
�







−2 0 2 4 6 8 10
−1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

I I II I I

n  =  3,  kleiner  Knotenabstand
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Frage: Betrachte nun Splines der Ordnung n + 1. Für
jeden Knoten τj ist die abgebrochene Potenz

(t− τj)n+ , z+ := max{0, z} ,
ein Element des Splineraums. Betrachte o.B.d.A. die Kno-
ten τj := 0 und τj+1 := h, dann sind

tn+ und (t− h)n+
Splines und folglich auch die Linearkombination

fh(t) =
tn+ − (t− h)n+

nh
=







0 , t ≤ 0
tn/(nh) , t ∈ (0, h)
(tn − (t− h)n)/(nh) , t ≥ h .

Im Grenzübergang gilt τj = τj+1 und

lim
h→0

fh(t) = tn−1
+ ,

die Differenzierbarkeitsordnung ist also nur noch n− 2.
Man vereinbart: An einem k-fachen Knoten, ist ein
Spline der Ordnung n+1 (n−k)-mal stetig differenzierbar.
Stetigkeitsargument: Sei τj = · · · = τj+k−1 = 0 ein
k-facher Knoten und τj+k = h, dann sind per Induktions-
annahme die abgebrochenen Potenzen

tn+ tn−1
+ , · · · , tn−k+1

+ und (t− h)n+
Elemente des Splineraums. Betrachte die Splinefunktion

fh(t) :=
(t− h)n+ −

∑k−1
µ=0

(
n
µ

)
(−h)µ tn−µ

+
(
n
k

)
(−h)k ,

dann folgt für k ≤ n mit Hilfe der binomischen Formel

lim
h→0

fh(t) = tn−k
+ .
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Die Knotenfolge T eines Splineraums der Ordnung n ist
eine endliche, monoton wachsende Folge reeller Zahlen der
Form

T := τ1, . . . , τm+n .

Die Knotenfolge heißt nicht entartet, wenn

τn < τn+1, τm < τm+1, τj < τj+n ∀ j, m ≥ n.

Ein Spline der Ordnung n über der Knotenfolge T ist ei-
ne Funktion f : R ⊃ D 7→ R, die auf den Intervallen
[τj, τj+1) mit Polynomen der Ordnung n übereinstimmt
und an k-fachen Knoten (n − k − 1)-mal stetig differen-
zierbar ist.
Der Raum aller Splines der Ordnung n über einer Knoten-
folge T wird mit Sn,T (D) bezeichnet.

Konventionen: Außerhalb des Intervalls [τ1, τm+n] sind
alle Splines identisch Null.

Meist wählt man den Definitionsbereich D = D(T ) =
[τn, τm+1).

Die Anzahl der identischen Nachfolger eines Knotens ist

#j := max{k : τj+k = τj} .
Für die k-fache Wiederholung eines Knotens schreibt man

τj$k := τj, τj, . . . , τj
︸ ︷︷ ︸

k−mal

.
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Beispiel: T = −1, 0$2, 1$3, 2, 3, 4.
T −1 0 0 1 1 1 2 3 4

n = 1,m = 8 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9
n = 2,m = 7 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9
n = 3,m = 6 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9
n = 4,m = 5 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9

T ist entartet für n = 1, 2, 4 und nicht entartet für n = 3.

Theorem: Der Raum Sn,T ist linear. Für eine nicht-
entartete Knotenfolge T ist eine Basis des Raums
Sn,T (D(T )) gegeben durch

anj (t) := (t− τj)n−1−#j
+ , j = 1 : m .

Insbesondere ist dann dimSn,T (D(T )) = m.

Beweis: Die Linearität ist trivial. Zunächst wird die Di-
mensionsformel per vollständiger Induktion bewiesen:
Induktionanfang: Für m = n ist dimSn,T (D(T )) = n.
Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig für m.
Induktionsschluss: Füge in eine Knotenfolge T der Länge
m + n einen weiteren Knoten τ ∗ ∈ (τn, τm+1) ein. Ist k
die Vielfachheit des neuen Knotens τ ∗, dann gilt

Sn,T∗(D(T )) = Sn,T (D(T ))⊕ span(t− τ ∗)n−k
+ ,

also ist dimSn,T∗(D(T )) = m + 1.

Die m Funktionen anj (t) sind linear unabhängig und liegen
in Sn,T (D(T )). Folglich bilden sie eine Basis.
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Beispiel: Basis {anj (t)}mj=1 aus abgebrochenen Potenzen
für n = 4 und die Knotenfolge

T = −1, −1, −1, 0, 1, 1, 3, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 5 .

−2 0 2 4 6
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

IIIIIIIII I IIII IIIIIIIII I IIIIIIIIIIIIIIII

Splinefunktion f (t) =
∑

j qj a
n
j (t) mit Koeffizienten

q = [3, 1, −1, 0, 5, 2, −7, −3, −1, −6] .

0 1 2 3 4 5
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

kubische  Splinefunktion

0 1 2 3 4 5

−6

−4

−2

0

2

4

6

8
erste  Ableitung

0 1 2 3 4 5
−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

zweite  Ableitung

0 1 2 3 4 5

−40

−30

−20

−10

0

10

dritte  Ableitung
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Nachteile der Basis aus abgebrochenen Potenzen:

• keine Symmetrie

• globaler Charakter
• keine erkennbare Relation zwischen Koeffizienten und
Geometrie

• mangelnde Stabilität (Koeffizienten klein, Funktion groß)

Konstruktion einer Basis mit günstigeren Eigen-
schaften:
n = 1, wähle charakteristische Funktionen der Segmente:

b1j(t) = χ
(
[τj, τj+1)

)
=

{
1 für τj ≤ t < τj+1

0 sonst .

n = 2, wähle Hutfunktionen:

b2j(t) =







t− τj
τj+1 − τj für τj ≤ t < τj+1

τj+2 − t
τj+2 − τj+1

für τj+1 ≤ t < τj+2

0 sonst .

−2 −1 0 1 2 3 4 5

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

I I I I I

n  =  1,  charakteristische Funktion
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0.6
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n  =  2,  Hutfunktion
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Sei T eine einfache Knotenfolge. Dann gibt es bis auf Ska-
lierung eindeutig bestimmte Splines

bnj (t) =

j+n
∑

k=j

qj,k a
n
k(t)

der Ordnung n über T mit kompaktem nichtleeren Träger.
Für diesen gilt

supp bnj = snj := [τj, τj+n] .

Beweis: Für festes qj,j+r 6= 0 und t ≥ τj+r ist das
Gleichungssystem

j+r−1
∑

k=j

qj,k a
n
k(t) = −qj,j+r a

n
j+r(t) , t > τj+r

aufgrund der Basiseigenschaft der Funktionen

(t− τj)n−1, . . . , (t− τj+n−1)
n−1

für r = n eindeutig lösbar und für r < n unlösbar.

−1 0 1 2 3 4 5 6

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

I I I I I

                  n  =  4
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Theorem: Lokale Basis
Sei T einfach und {bnj , j = 1 : m} eine Folge von
Splines wie oben definiert, dann gilt

∑

j

bnj (t)pj ≡ 0 für t ∈ [τk, τk+1)

⇔ pj = 0 für j = k − n + 1 : k .

Beweis: Sei j∗ := min{j : k − n < j ≤ k ∧ pj 6= 0}.
Der Spline

f (t) :=

{∑k
j=j∗ pj bnj (t) für t < τk

0 für t ≥ τk

hat nichtleeren Träger in [τj∗, τk]. Widerspruch.

Theorem: Globale Basis
Sei T einfach. Jede Folge bn1 , . . . , b

n
m von Splines gemäß

der obigen Konstruktion bildet eine Basis des Spline-
raums Sn,T (D(T )).

Durch
m∑

j=1

bnj (t) ≡ 1 , t ∈ D(T ) ,

ist die Basis {bnj , j = 1 : m} eindeutig bestimmt. Die Ba-

sisfunktionen heißen dann B-Splines.
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Beispiele:

−1 0 1 2 3 4 5 6

−0.2
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n  =  2

0 2 4 6
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n  =  3
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n  =  4,  uniform
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n  =  4

Für beliebiges τ ∈ R gibt es Funktionen ψn
j (τ ) mit

(t− τ )n−1 =
∑

j

bnj (t)ψ
n
j (τ ) , t ∈ D(T ) . (1)

Die Funktionen ψn
j (τ ) sind Polynome der Ordnung n, da

0 = Dn
τ (t− τ )n−1 =

∑

j

bnj (t)D
n
τψ

n
j (τ ) ,

und folglich Dn
τψ

n
j (τ ) ≡ 0. Ist speziell τ = τk, dann gibt

es eine Konstante pk mit

(t− τk)n−1 = bnk(t)pk , t ∈ [τk, τk+1) .
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Also ist
∑

j

bnj (t)ψ
n
j (τk)− bnk(t)pk ≡ 0 , t ∈ [τk, τk+1)

und nach dem Satz
”
lokale Basis“ gilt ψn

j (τk) = 0 für
k − n < j < k, bzw.

ψn
j (τk) = 0 für j < k < j + n .

Es gibt demnach eine Konstante cnj mit

ψn
j (τ ) = cnj (τj+1 − τ ) · · · (τj+n−1 − τ ) .

Dividiert man (1) durch (−τ )n−1 und betrachtet den Grenz-
wert τ →∞, dann erhält man

1 =
∑

j

bnj (t)c
n
j ⇒ cnj = 1 .

Theorem: Marsden-Identität
Für einfaches T, t ∈ D(T ) und

ψn
j (τ ) := (τj+1 − τ ) · · · (τj+n−1 − τ )

gilt

(t− τ )n−1 =
∑

j

bnj (t)ψ
n
j (τ ) .

Übernimmt man die Definition der Funktionen ψn
j für be-

liebiges T , dann sind die Funktionen ψn
k−n+1, . . . , ψ

n
k linear

unabhängig, sofern τk < τk+1. Damit kann die Marsden-
Identität zur Definition von B-Splines für beliebige Kno-
tenfolgen verwendet werden.
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Definition: B-Splines
Sei T = [τ1, . . . , τm+n] ein beliebiger Knotenvektor. Die
B-Splines bnj j = 1, . . . ,m sind definiert durch

supp bnj ⊂ snj := [τj, τj+n]

und

(t−τ )n−1 =
∑

j

bnj (t)ψ
n
j (τ ) , t ∈ D(T ) = [τn, τm+1) .

Bemerkungen:

• Für t ∈ [τk, τk+1) kann der Summationsindex auf j =
k− n+ 1 : k eingeschränkt werden. Dadurch entsteht
ein lineares Gleichungssystem für die Berechnung von
bnj auf dem Intervall [τk, τk+1).

• Für τj = τj+n ist bnj = 0.

• Für einfache Knoten stimmt die Definition mit der von
Seite 62 überein.
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n  =  4,  vgl. Seite 59
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Theorem: Globale Basis
Sei T = [τ1, . . . , τm+n] nichtentartet, dann bilden
die B-Splines bn1 , . . . , b

n
m eine Basis des Splineraums

Sn,T (D(T )).

Beweis: Es wird gezeigt, dass sich alle abgebrochenen
Potenzen ank als Linearkombination von B-Splines darstel-
len lassen. Da die Anzahl der B-Splines mit der Raumdi-
mension übereinstimmt, folgt die Behauptung.
Sei zunächst #k = 0, dann gilt

ank(t) = (t− τk)n−1
+ =

∑

j≥k

bnj (t)ψ
n
j (τk) ,

da ψn
j (τk) = 0 für k − n < j < k.

Allgemein gilt für #k = `:

ank(t) = (t−τk)n−1−`
+ =

(−1)`(n− 1− `)!
(n− 1)!

∑

j≥k

bnj (t)D
`
τψ

n
j (τk) .

Dabei verwendet man, dass ψn
j (τ ) für k − n + ` < j < k

einen (` + 1)-fachen Faktor (τk − τ ) besitzt und folglich
D`

τψ
n
j (τk) = 0 ist.

Lokale Basis: Einschränkung der Knotenfolge auf
τk−n+1, . . . , τk+n zeigt: Die B-Splines bilden eine lokale Ba-
sis im Sinne von Seite 62.
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Da die Funktionen ψj stetig von den Knoten abhängen,
hängt auch bnj (t) stetig von den Knoten ab, sofern t kein
Knoten mit Vielfachheit≥ n ist. Dies ermöglicht es häufig,
Eigenschaften für einfache Knoten abzuleiten und durch
Grenzübergang auf beliebige Knotenfolgen zu übertragen.
Z.B. kann man damit zeigen, dass bnj (t) nur von den Kno-
ten τj, . . . , τj+n abhängt.

Partition der Eins: Dividiert man die Marsden-Identität
durch (−τ )n−1, dann erhält man für τ →∞

∑

j

bnj (t) ≡ 1 , t ∈ D(T ) .

Definition: Splines in B-Splineform
Ein Spline in B-Splineform ist gegeben durch

f (t) =
∑

j

bnj (t)pj .

Die Koeffizienten pj heißen Kontrollpunkte (oder auch:
de Boor-Punkte, B-Splinekoeffizienten, Steuerpunkte).

Fasst man die B-Splines zu einem Zeilenvektor Bn :=
[bn1 , . . . , b

n
m] zusammen, so erhält man die Darstellung

f (t) = BnP .

Verwendet man Kontrollpunkte pj ∈ Rd, so entsteht eine
Splinekurve in Rd,

f(t) = BnP .
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Differenziation von B-Splines: Aus f ∈ Sn,T folgt
Df ∈ Sn−1,T . Für die Ableitung eines B-Splines mit ein-
fachen Knoten gilt

suppDbnj ⊂ [τj, τj+n] ⇒ Dbnj = αj b
n−1
j +βj+1 b

n−1
j+1 .

Die Konstanten lassen sich folgendermaßen bestimmen:
Zunächst folgt aus der Partition der Eins

0 = D
∑

j

bnj (t) =
∑

j

Dbnj (t) =
∑

j

(αj + βj) b
n−1
j (t)

und damit αj = −βj. Die Marsden-Identität liefert nun

(n− 1)tn−2 =
∑

j

ψn
j (0)Db

n
j (t)

=
∑

j

αj

(
ψn

j (0)− ψn
j−1(0)

)
bn−1
j (t) .

Vergleich mit

(n− 1)tn−2 = (n− 1)
∑

j

ψn−1
j (0) bn−1

j (t)

ergibt

αj =
(n− 1)ψn−1

j (0)

ψn
j (0)− ψn

j−1(0)
=

n− 1
τj+n−1 − τj

und schließlich

Dbnj = (n− 1)
(

bn−1
j

|sn−1
j |
−

bn−1
j+1

|sn−1
j+1 |

)

.
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Aufgrund der stetigen Abhängigkeit der B-Splines von den
Knoten ist diese Gleichung für beliebige Knotenfolgen gültig
(sofern an den Knoten eine Ableitung definiert ist). Ist ei-
ner der Träger degeneriert, dann wird der entsprechende
Summand weggelassen.

Differenziation von Splines: Sei

f (t) =
∑

j

bnj (t)pj ∈ Sn,T

ein Spline der Ordnung n über T , dann ist

Df (t) =
∑

j

bn−1
j (t)p̃j

ein Spline der Ordnung n− 1 über T .
Für die Kontrollpunkte der Ableitung gilt

p̃j =
(n− 1) (pj − pj−1)

|sn−1
j |

.

Die Knotenfolge der Ableitung kann reduziert werden, wenn
nur der DefinitionsbereichD(T ) betrachtet wird: Zunächst
ist der erste und der letzte Knoten überflüssig, außerdem
kann ein n-facher Knoten zu einem (n−1)-fachen Knoten
reduziert werden. Es ist also Df ∈ Sn−1,DT mit

T = τ1, . . . , τk$n, . . . , τm+n

DT = τ2, . . . , τk$(n− 1), . . . , τm+n−1

Wenn T nicht entartet ist, dann ist auch DT nicht entar-
tet.
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Integration: Zur Integration eines Splines muss die Kno-
tenfolge erweitert werden, beispielsweise durch Verdopp-
lung des ersten und letzten Knotens:

D−1T = τ1, τ1, . . . , τm+n, τm+n .

Es gilt

D−1bnj (t) :=

∫ t

−∞
bnj (τ ) dτ =

|snj |
n

∑

k≥j

bn+1
k (t)

und insbesondere
∫ ∞

−∞
bnj (τ ) dτ =

|snj |
n

.

Formel für Spline D−1f (t) als Übung.

Rekursion: Es gilt

(t− τ )n =
∑

j

bn+1
j (t)ψn+1

j (τ ) = (t− τ )
∑

j

bnj (t)ψ
n
j (τ ) .

Substitution der Bézierdarstellung

(t− τ ) = (τj+n − τ )(t− τj) + (τj − τ )(τj+n − t)
|snj |

ergibt

(t− τ )n=
∑

j

(
ψn+1

j (τ )(t−τj)+ψn+1
j−1 (τ )(τj+n−t)

) bnj (t)

|snj |

=
∑

j

ψn+1
j (τ )

(

t−τj
|snj |

bnj (t)+
τj+n+1−t
|snj+1|

bnj+1(t)

)

.
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Theorem: Rekursion
Mit

wn
j (t) :=

t− τj
|snj |

gilt die Rekursionsformel

b1j = χ
(
[τj, τj+1)

)

bn+1
j = wn

j b
n
j + (1− wn

j+1) b
n
j+1 .

Summanden mit leerem Träger werden weggelassen.
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Da alle Gewichte wn
j auf snj nichtnegativ sind, folgt:

Theorem: Partition der Eins
Die B-Splines bn1 , . . . , b

n
m bilden eine nichtnegative Par-

tition der Eins auf dem Intervall D(T ).
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Für einen Spline f (t) =
∑

j b
n
j (t)pj gilt

f (t) =
∑

j

bn−1
j (t)

(
wn−1

j (t)pj + (1− wn−1
j (t))pj−1

)
.

Halte t = t0 fest, dann stimmen die Splines f (t) und

f̃ (t) :=
∑

j

bn−1
j (t)

(
wn−1

j (t0)pj + (1− wn−1
j (t0))pj−1

)

an der Stelle t = t0 überein.

• f̃ (t) =
∑

j p̃j b
n−1
j (t) ist ein Spline der Ordnung n− 1

über T .

• Die neuen Kontrollpunkte

p̃j := wn−1
j (t0)pj + (1− wn−1

j (t0))pj−1

sind Konvexkombinationen der alten Kontrollpunkte.

• Ist t0 ∈ [τk, τk+1), dann sind für den Spline f die Kon-
trollpunkte pk−n+1, . . . , pk relevant; für den Spline f̃
sind die Kontrollpunkte p̃k−n+2, . . . , p̃k relevant;

• Iteration ergibt ein Dreiecksschema analog zum de Cas-
teljau-Algorithmus.

72



de Boor-Algorithmus: Auswertung des Splines f(t) =
∑

j b
n
j (t)pj der Ordnung n über T an der Stelle t = t0 ∈

D(T ).

• Bestimme Index k so, dass t0 ∈ [τk, τk+1).

• Initialisiere Dreiecksschema mit den Kontrollpunkten
p(n) := [pk−n+1, . . . ,pk].

• Berechne rekursiv das Dreiecksschema

p
(n)
k−n+1 ↘

p
(n)
k−n+2 ↘→ p

(n−1)
k−n+2 ↘

p
(n)
k−n+3 ↘→ p

(n−1)
k−n+3 ↘→ p

(n−2)
k−n+3 ↘

... ... ... . . .

p
(n)
k → p

(n−1)
k → p

(n−2)
k → · · · → p

(1)
k

Zur Berechnung des Punktes p
(ν)
j verwendet man das

Gewicht

wν
j (t0) =

t0 − τj
|sνj |

.

Der Pfeil → steht für Multiplikation mit wν
j (t0).

Der Pfeil ↘ steht für Multiplikation mit (1−wν
j (t0)).

Der Spline f (ν)(t) :=
∑

j p
(ν)
j bνj (t) der Ordnung ν

stimmt mit f(t) and der Stelle t = t0 überein.

• Der gesuchte Wert ist f(t0) = p
(1)
k .
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Beispiel: n = 4, t0 = 2

T = 0, 0, 0, 0, 1, 3, 4, 5, 5, 5
p = −2, 16, 4, 0, 8, −1

• Es gilt 2 ∈ [1, 3) ⇒ k = 5.

• Die relevanten Kontrollpunkte sind p(4) = 16, 4, 0, 8.

• Das Dreiecksschema ist

16
4 8
0 2 4
8 2 2 3

• Der gesuchte Funktionswert ist f (2) = 3.
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Knoteneinfügen: Sei T̂ die Knotenfolge, die entsteht,
wenn in T der Knoten τ̂ ∈ [τk, τk+1) eingefügt wird,

τ̂j :=







τj für j ≤ k

τ̂ für j = k + 1

τj−1 für j > k + 1 .

Seien b̂nj die B-Splines über T̂ , dann gilt wegen Sn,T ⊂ Sn,T̂

bnj =







b̂nj für j ≤ k − n
αj b̂

n
j + βj b̂

n
j+1 für k − n < j ≤ k

b̂nj+1 für j > k .

Zur Bestimmung der
Konstanten αj, βj sei
zunächst wieder T
einfach, das allgemeine
Resultat folgt dann aus
Stetigkeitsgründen.
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Für t ∈ [τj, τj+1) gilt (siehe Seite 66)

bnj (t) = anj (t)/Ψ
n
j (τj) , b̂

n
j (t) = anj (t)/Ψ̂

n
j (τ̂j) , b̂

n
j+1(t) = 0 .

Daraus folgt für αj (und analog auch für βj)

αj =
τ̂ − τ̂j
τ̂j+n − τ̂j

= ŵn
j (τ̂ ) , βj = 1− ŵn

j+1(τ̂ ) .
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Für einen Spline f (t) =
∑

j b
n
j (t)pj ist

f (t) =
∑

j≤k−n

bnj (t)pj +
∑

j>k

bnj (t)pj +

k∑

j=k−n+1

bnj (t)pj

=
∑

j≤k−n

b̂nj (t)pj +
∑

j>k+1

b̂nj (t)pj−1

+

k∑

j=k−n+1

(
ŵn

j (τ̂ ) b̂
n
j (t) + (1− ŵn

j+1(τ̂ )) b̂
n
j+1(t)

)
pj .

Es gilt

ŵn
j (τ̂ ) =







1 für j = k − n + 1
wn−1

j (τ̂ ) für k − n + 1 < j ≤ k

0 für j = k + 1

und damit

f (t) =
∑

j≤k−n+1

b̂nj (t)pj +
∑

j>k

b̂nj (t)pj−1

+

k∑

j=k−n+2

b̂nj (t)
(
wn−1

j (τ̂ ) pj + (1− wn−1
j (τ̂ )) pj−1

)
.

Die neuen Kontrollpunkte stehen also in der zweiten Spalte
des de Boor-Dreiecks zur Auswertung von f an der Stelle
t = τ̂ .
Iteration ergibt: Der de Boor-Algorithmus zur Auswertung
von f an der Stelle t = τ̂ entspricht dem Einfügen eines
(n− 1)-fachen Knotens τ̂ . Insbesondere gilt

#j = n− 2 ⇒ f (τj) = pj−1 .
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Beispiel: siehe Seite 74

T = 0, 0, 0, 0, 1, 3, 4, 5, 5, 5
p = −2, 16, 4, 0, 8, −1

7−→ T = 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5
p = −2, 16, 8, 2, 2, 8, −1

7−→ T = 0, 0, 0, 0, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 5
p = −2, 16, 8, 4, 2, 2, 8, −1

7−→ T = 0, 0, 0, 0, 1, 2, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 5
p = −2, 16, 8, 4, 3, 2, 2, 8, −1

−2
16
4
0
8
−1

7−→

−2
16
4 8
0 2
8 2
−1

7−→

−2
16
4 8
0 2 4
8 2 2
−1

7−→

−2
16
4 8
0 2 4
8 2 2 3
−1

IIIIIIIIIIIIIIII I I I IIIIIIIIIIII

77



Konvergenz: Wiederholt man das Knoteneinfügen so,
dass der maximale Abstand zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Knoten klein wird, so konvergiert die Folge der
erzeugten Kontrollpolygone rasch gegen die definierte Spli-
nekurve.

Beispiel: n = 3, uniforme Knotenfolge, füge jeweils in die
Mitte zwischen zwei Knoten einen neuen Knoten ein.

Knotenentfernen Das Enfernen von Knoten ist im All-
gemeinen nur näherungsweise möglich. Man kann analog
zur Gradreduktion bei Bézierkurven vorgehen. Soll ein Kno-
ten τj entfernt weden, dann bestimmt man die neuen Kon-
trollpunkte p̃ bezüglich der reduzierten Knotenfolge T̃ so,
dass Einfügen von τ j in T̃ eine minimale Abweichung von
den ursprünglich gegebenen Kontrollpunkten erzeugt.
Ist I die (n + 1) × n-Matrix, die das Einfügen von τj
für die relevanten Knotrollpunkte beschreibt, dann ist die
n × (n + 1)-Matrix R für das Entfernen von τj gegeben
durch

R := (I tI)−1 It.
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Geometrie von Splinekurven

Eine B-Splinekurve in Rd hat die Form

f(t) =
∑

j

bnj (t)pj , pj ∈ Rd .

Das Kontrollpolygon p von f ist die stückweise geradlinige
Verbindung der Kontrollpunkte.
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n  =  4
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n  =  4

I I I I I I I I

n  =  4,  dreifacher Knoten

II I I I I I I I I I I I I I I

n  =  4,  dreifacher Kontrollpunkt
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Wachsender Grad bei gleichbleibendem Kontrollpolygon
bewirkt eine zunehmende Glättung der Splinekurve. Im
Beispiel ist der erste und letzte Knoten jeweils n-fach, da-
zwischen ist die Unterteilung äquidistant.

n  =  3 n  =  4

n  =  5 n  =  12
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Da B-Splines eine nicht-negative Partition der Eins bilden,
haben B-Splinekurven unter anderem folgende Eigenschaf-
ten:

• Konvexe Hülle Die B-Splinekurve liegt in der kon-
vexen Hülle des Kontrollpolygons,

f(t) ∈ conv(P) , t ∈ D(T ) .

• Lokale konvexe Hülle Das Segment f([τk, τk+1))
einer B-Splinekurve liegt in der konvexen Hülle der re-
levanten Kontrollpunkte,

f(t) ∈ conv(pk−n+1, . . . ,pk) , t ∈ [τk, τk+1) .

• Affine Invarianz Die affine Abbildung der Kurve
entspricht der affinen Abbildung der Kontrollpunkte,

Af(t) + a =
∑

j

bnj (t)(Apj + a) .

konvexe  H"ulle lokale  konvexe  H"ulle
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Lineare Präzision: Die Greville-Abszissen (”Mittel der
inneren Knoten”) sind definiert durch

τ ∗j := (τj+1 + · · · + τj+n−1)/(n− 1) .
Damit gilt (siehe Aufgabe XX):

t =
∑

j

bnj (t)τ
∗
j .

Skalare Kontrollpolygone: Im skalaren Fall d = 1
identifiziert man die Funktion f (t) mit der Kurve [t, f (t)],

f (t) =
∑

j

bnj (t)pj 7−→ [t,
∑

j

bnj (t)pj] =
∑

j

bnj (t)[τ
∗
j , pj] .

Beispiel: Skalares Kontrollpolygon, de Boor-Algorithmus,
siehe Seite XX.
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Verallgemeinerte Bézierkurven: Sei

T = . . . , τ
(n)
k , τ

(n)
k+1, . . . ,

dann sind alle Splinesegmente unabhängig voneinander.
Auf einem Intervall [α, β) := [τk, τk+1) sind genau die B-
Splines bnk−n+1, . . . , b

n
k von Null verschieden. Diese stim-

men mit skalierten Bernsteinpolynomen b̃nj überein,

bnk−n+j(t) = b̃nj

(
t− α
β − α

)

, t ∈ [τk, τk+1) .

Folglich gilt für t ∈ [α, β)

f(t) =
n∑

j=1

b̃nk−n+j(t)pk−n+j =

n∑

j=1

bnj

(
t− α
β − α

)

pk−n+j .

Das Splinesegment stimmt also (bis auf Umparametrisie-
rung) mit der Bézierkurve zu den relevanten Kontrollpunk-
ten überein.
Die Bézierdarstellung einer B-Splinekurve erhält man, in-
dem man mit Hilfe des de Boor-Algorithmus alle Knoten
auf die Vielfachheit n bringt.
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Theorem: Variationsminderung
B-Splinekurven sind variationsmindernd. Das heißt, für
jede Hyperebene h : xat − d = 0 und eine Splinekurve
f = BnP gilt

#V ZW (fat − d) ≤ #V ZW (Pat − d) .

Beweis: Der de Boor-Algorithmus ist variationsmindernd,
da nur Konvexkombinationen benachbarter Kontrollpunk-
te durchgeführt werden. Folglich ist auch die Transforma-
tion einer Splinekurve auf Bézierdarstellung variationsmin-
dernd. Da Bézierkurven variationsmindernd sind, folgt die
Behauptung.

h

Lokale Kontrolle: Ändert man den Wert eines einzel-
nen Kontrollpunkts pj, so ändert sich der zugehörige Spline
der Ordnung n nur auf dem Intervall [τj, τj+n).
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Geschlossene Splinekurven: Geschlossene Kurven wer-
den durch periodische Funktionen dargestellt,

c(t) = c(t + L) .

Die kleinste positive Zahl L, für die diese Gleichung gilt,
heißt Periode der Funktion. Alle Argumente, die sich um
ein Vielfaches von L unterscheiden, werden identifiziert:

· · · t− 2L ' t− L ' t ' t+ L ' t+ 2L · · · , t ∈ R .

Das dadurch entstehende Definitionsgebiet ist R/L.
geschlossene  Kurve

t t + L

periodische  Koordinatenfunktionen

Für periodische Splines muss die Knotenfolge kompatibel
zu R/L sein. Dies ist der Fall, wenn das Definitionsgebiet
D(T ) die Länge L hat und

τj+m−n+1 = τj + L , für alle j .

Somit müssen für einen periodischen Spline nur die Knoten

τn, . . . , τm+1

angegeben werden. Die Periode L ist dann L = τm+1−τn.
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Periodische B-Splines der Ordnung n lassen sich sinnvoll
definieren, wenn m ≥ 2n − 1 ist. Sie entstehen durch
periodische Fortsetzung, d.h. durch

bnj '
∑

k∈Z

bnj+k(m−n+1).

Damit hat eine geschlossene B-Splinekurve die Form

f(t) =
m+1−n∑

j=1

bnj (t)pj , t ∈ [τn, τm+1) .

Beispiel: T = [0, 0, 1, 2, 3, 5], n = 4

periodische  B − Splines

IIII I I I IIII I I I IIII I I I IIII

Sei m ≥ 2n− 1. Der Raum der periodischen Splines über
der nichtentarteten Knotenfolge

T = τn, . . . , τm+1

hat die Dimension m + 1 − n, und die periodischen B-
Splines

bn1 , . . . , b
n
m+1−n

bilden eine Basis.
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Beispiel: Appproximation des Einheitskreises durch pe-
riodische uniforme Splines. Der Fehler err gibt die maxi-
male radiale Abweichung an.

n  =  3,  err  =  1.2 e −1 n  =  4,  err  =  1.4 e −2

n  =  5,  err  =  8.5 e −4 n  =  12,  err  =  3.7 e −12
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4. Multivariate Splines

Gesucht: Eine Verallgemeinerung des Splinebegriffs zur
Modellierung von Funktionen

f : Rs −→ Rd,

insbesondere zur Modellierung von Flächen R2 7→ Rd.

Idee: Betrachte eine Schar von Splinekurven, deren Ko-
effizienten selbst wieder Splines sind,

f(s, t) =
∑

k

bnk(t)pk(s) =
∑

k

bnk(t)
(∑

j

bñj (s)pj,k

)

.

Definition: Gegeben seien die Knotenfolgen

S : σ1, . . . , σm̃+ñ

T : τ1, . . . , τm+n

für Splines der Ordnung ñ bzw. n. Ein bivariater Tensor-
produkt B-Spline (TPB-Spline) der Ordnung (ñ, n) ist de-
finiert durch

bñ,nj,k (s, t) := bñj (s)b
n
k(t).

Ein Tensorproduktspline (TP-Spline) in B-Splineform ist
gegeben durch

f(s, t) =
∑

j,k

bñ,nj,k (s, t)pj,k.

Die Koeffizienten pj,k heißen Kontrollpunkte, das kanoni-
sche Definitionsgebiet ist

D(S, T ) = D(S)×D(T ).
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Satz: Seien die Knotenfolgen S und T nichtentartet, dann
bilden die TPB-Splines eine linear unabhängige positive
Partition der Eins über dem Definitionsgebiet D(S, T ).

Beweis: Lineare Unabhängigkeit:

0 =
∑

j,k

bñ,nj,k (s, t)pj,k =
∑

k

bnk(t)
(∑

j

bñj (s)pj,k

)

⇒
∑

j

bñj (s)pj,k = 0 für alle k

⇒ pj,k = 0 für alle j, k

Partition der Eins:
∑

j,k

bñ,nj,k (s, t) =
∑

k

bnk(t)
(∑

j

bñj (s)
)

=
∑

k

bnk(t) ≡ 1.

TP-Splines sind stückwei-
se polynomial über der
durch die Knotenfolgen S
und T definierten Partition
der Parameterebene. Der
Träger des TPB-Splines
bñ,nj,k ist

supp bñ,nj,k =

[σj, σj+ñ]× [τk, τk+n].

89



Bilinearer  TPB − Spline Biquadratischer  TPB − Spline

Bikubischer  TPB − Spline TPB − Spline,  Grad (2,3)

Die Differenzierbarkeitsordnung eines TP-Splines an der
Stelle (s, t) ist






∞ falls s 6∈ S, t 6∈ T
ñ− r̃ − 1 falls s = σj r̃-fach, t 6∈ T
n− r − 1 falls s 6∈ S, t = τk r-fach

min{ñ− r̃, n− r} − 1 falls s = σj r̃-fach, t = τk r-fach
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TP-Splineflächen: Durch bivariate TP-Splines in R3

lassen sich Flächen modellieren,

f(s, t) =
∑

j,k

bñ,nj,k (s, t)pj,k, pj,k ∈ R3.

Die stückweise geradlinige Verbindung der Kontrollpunkte
heißt Kontrollnetz.

TP-Splineflächen haben u.A. die folgenden Eigenschaften:

• Affine Invarianz Die affine Abbildung der Fläche
entspricht der affinen Abbildung der Kontrollpunkte,

Af(s, t) + a =
∑

j,k

bñ,nj,k (s, t)(Apj,k + a).

• Konvexe Hülle Die Splinefläche liegt in der konve-
xen Hülle der Kontrollpunkte,

f(D(S, T )) ⊂ conv(P) .
Lokale konvexe Hülle Ein Flächenstück (”Patch”)
der Splinefläche liegt in der konvexen Hülle der relevan-
ten Kontrollpunkte,

f
(
[σ˜̀, σ˜̀+1)× [τ`, τ`+1)

)
⊂

conv
(
{pj,k : ˜̀− ñ < j ≤ ˜̀, `− n < k ≤ `}

)
.

• Parameterlinien: Kurven mit konstantem Parame-
ter t (bzw. s) sind Splinekurven der Ordnung ñ über
S (bzw. der Ordnung n über T ).

• Bilder von Geraden Das Bild einer Geraden (α1t+
α0, β1t+β0) ist eine Splinekurve der Ordnung (ñ+n−1).
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Beispiele:
a) Biquadratische Splinefläche mit Knoten

T = S = [0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5] .

Kontrollnetz Splinefl"ache

b) Geschlossene uniforme bikubische Splinefläche

Kontrollnetz Splinefl"ache
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Parametertransformation: Eine bijektive Splinefläche
in R2 kann als Parametertransformation aufgefasst werden.
Dies ist insbesondere nützlich zur Modifikation von Bildern.
Sei c := [0, 1]2 −→ R ein Bild und f := [0, 1]2 −→
[0, 1]2 ein bijektiver TP-Spline, dann ist c̃ := c ◦ f−1 das
modifizierte Bild.

Kontrollpunkte modifizierte  Kontrollpunkte

Identit"at Transformation

Originalbild Modifiziertes  Bild

93



Probleme:

• Knotenlinien durchlaufen das gesamte Definitionsge-
biet. Deshalb ist keine lokale Kontrolle der Knotendich-
te möglich.

Lösung: Hierarchische B-Splines.

• Die einzige geschlossene Splinefläche, die sich mit TP-
Splines modellieren läßt, ist der Torus. Grund ist der
Eulersche Polyedersatz

#Flächen +#Ecken−#Kanten = const.

Lösung: Geometrische Glattheit, singuläre Parametri-
sierung.

Splineräume beliebiger Topologie

Es besteht die Notwendigkeit, Splineräume zu definieren,
bei denen die einzelnen Flächenstücke nicht schachbrett-
artig zusammengesetzt sind. Es sollen sich also in einem
Flächenpunkt eine beliebige Anzahl N von Flächenstücken
gemeinsam sein können. Die Zahl N heißt Ordnung eines
Punktes.

Ein Punkt der Ordnung

• 1 ist ein innerer Punkt.

• 2 ist ein Punkt auf einer Kante.

• 4 ist eine reguläre Ecke.

• 3, 5, 6, . . . ist eine irreguläre Ecke.
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Beispiel: Mögliche Topologische Strukturen zur Model-
lierung einer geschlossenen Fläche vom Geschlecht 0. Die
Bilder oben zeigen nicht die Geometrie der zu erzeugenden
Fläche, sondern sondern die Nachbarschaftsbeziehungen
zwischen einzelnen Flächenstücken. Beachte: Beim Unter-
teilung jedes Segments in vier Teilsegmente ändert sich die
Anzahl und Ordnung der irregulären Ecken nicht.
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Zerlege die gesuchte Splinefläche in einzelne Bézierflächen
der Bi-Ordnung n,

f `(s, t) =
∑

j,k

p`
j,k b

n
j (s)b

n
k(t) = (b

n(s))T P` bn(t).

Dabei läuft ` in einer Indexmenge L, die alle Flächenstü-
cke zählt, und P` ist eine (n+1)×(n+1)-Matrix von Kon-
trollpunkten, die jeweils separat für die xyz-Koordinaten
auszuwerten ist.
Das Definitionsgebiet eines einzelnen Patches ist das Ein-
heitsquadrat

ω := [0, 1]2,

entsprechend ist das Definitionsgebiet der gesamten Spli-
nefläche

Ω := ω × L .
Die Splinefläche hat also die Form

f : Ω 3 (s, t, `) 7−→ f `(s, t) = (bn(s))T P` bn(t) ∈ R3

s

t s

t
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Das Definitionsgebiet wird zusätzlich mit einer Nachbar-
schaftsrelation versehen, die angibt, welche Kanten welcher
Flächenstücke zusammengefügt werden sollen.
Betrachte zwei Patches f ` und f

˜̀
, die folgendermaßen zu-

sammengefügt sind:

f `(0, u) = f
˜̀
(u, 0) , u ∈ [0, 1].

Alle anderen möglichen Fälle folgen aus Symmetriegründen
analog.
f ` und f

˜̀
erfüllen die Bedingung, wenn die Kontrollpunkte

entlang der gemeinsamen Kante übereinstimmen,

p`
0,k = p

˜̀
k,0, k = 0, . . . , n.

s

t

t

s
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Die beiden Patches schließen parametrisch glatt aneinan-
der, wenn die transversalen partiellen Ableitungen entlang
der gemeinsamen Kante gegengleich sind,

Dsf
`(0, u) = −Dtf

˜̀
(u, 0) , u ∈ [0, 1].

Insbesondere erfüllen die Flächenstücke von TP-Splineflächen
über uniformen Knotenfolgen diese Bedingung.
Die entsprechende Bedingung für die Kontrollpunkte ist

p`
1,k − p`

0,k = p
˜̀
k,0 − p

˜̀
k,1

bzw.
p`

1,k + p
˜̀
k,1 = 2p

`
0,k , k = 0, . . . , n.

Damit lassen sich die Kontrollpunkte entlang der Kanten
eindeutig aus den inneren Kontrollpunkten der einzelnen
Patches durch Mittelung berechnen.
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Betrachte eine Ecke der OrdnungN und bezeichne die Ma-
trizen der Kontrollpunkte der angrenzenden Patches mit

P1,P2, . . . ,PN .

Gegeben sind die inneren Kontrollpunkte

P`
1:n−1,1:n−1, ` = 1, . . . , N,

aus denen die Randkontrollpunkte

P`
0,: , P`

:,0

berechnet werden sollen. Es gilt

p`
0,k = p`+1

k,0 =
(
p`

1,k + p`+1
k,1

)
/2, k = 1, . . . , n− 1.

Damit erhält man

p`
0,0 =

(
p`

1,0+p`+1
0,1

)
/2 =

(
p`−1

1,1 +p`
1,1+p`+1

1,1 +p`+2
1,1

)
/4.

Da der Kontrollpunkt der Ecke für alle Patches derselbe
ist, p`

0,0 = p`+1
0,0 , gilt

p`−1
1,1 + p`

1,1 + p`+1
1,1 + p`+2

1,1 = p`
1,1 + p`+1

1,1 + p`+2
1,1 + p`+3

1,1

⇒ p`−1
1,1 = p`+3

1,1 .

Die Folge p`, ` ∈ Z, ist also 4-periodisch, außerdem ist sie
nach Konstruktion N -periodisch. Daraus folgt, dass der
reguläre Fall N = 4 unproblematisch ist. Für N 6= 4 ist
die konstante Folge

p1
1,1 = · · · = pN

1,1 =: m

die einzig sinnvolle Wahl. Dies ergibt

p`
0,0 = p`

1,0 = p`
0,1 = p`

1,1 = m, ` = 1, . . . , N.

Es fallen also in jedem Patch vier Kontrollpunkte im Punkt
m zusammen.
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Für die partiellen Ableitungen gilt

Dsf
`(0, 0) = Dtf

`(0, 0) = 0.

Das Flächenstück ist also im Punkt m = f `(0, 0) singulär
parametrisiert und im Allgemeinen nicht glatt. Bei geeigne-
ter Wahl der benachbarten Kontrollpunkte kann allerdings
Glattheit garantiert werden.

Satz: Sei

p`
0,0 = p`

1,0 = p`
0,1 = p`

1,1 = m,

dann besitzt das Flächenstück f ` im Punkt m eine ste-
tig differenzierbare reguläre Umparametrisierung, wenn die
Kontrollpunkte

m, p`
2,0, p

`
2,1, p

`
0,2, p

`
1,2

koplanar sind und in der Darstellung
[
p`

2,1 −m
p`

1,2 −m

]

=

[
α` β`

γ` δ`

] [
p`

2,0 −m
p`

0,2 −m

]

die Koeffizienten β, γ positiv sind.
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Damit ergibt sich folgender Algorithmus zum erzeugen sin-
gulärer Splines:

• Falls es ein Flächenstück gibt, das zwei irreguläre Ecken
enthält, wird jedes Flächenstück binär in vier separate
Teile geteilt.

• Jedem Flächenstück werden vier Kontrollpunkte zuge-
wiesen.

• Für ein Flächenstück ohne irreguläre Ecken werden die
Kontrollpunkte als innere Bézierpunkte übernommen
und die Bézierpunkte am Rand durch Mittelung mit
den Nachbarkontrollpunkten gewonnen.

• Für eine irreguläre Ecke der Ordnung N müssen die
Kontrollpunkte

p`
1,1, p

`
2,1, p

`
1,2

modifiziert werden:

– Ersetze p`
1,1 durch das arithmetische Mittel

p`
1,1 ←− m :=

1

N

N∑

j=1

pj
1,1, ` = 1, . . . , N.

– Projiziere die Punkte p`
2,1, p

`
1,2 in eine gemeinsame

Ebene h, die den Punkt m enthält (z.B. Ausgleich-
sebene).

• Berechne alle restlichen Kontrollpunkte durch Mitte-
lung.

• Verifiziere die Positivität der Koeffizienten β`, γ`.
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Singuläre Splines sind ein einfaches Konstruktionsprinzip
zur Modellierung von C1-Flächen, haben aber folgende
Nachteile:

• Der Polynomgrad (3, 3) ist nicht optimal.

• Die Flächenkrümmung ist in einer Umgebung des sin-
gulären Punktes nicht beschränkt.

• Die singuläre Parametrisierung bereitet u. U. techni-
sche Schwierigkeiten.

Geometrische Glattheit Betrachte nochmals den Kon-
takt zweier Flächenstücke

f(s, t) = (bn(s))T P bn(t)

g(s, t) = (bn(s))T Q bn(t)

entlang der gemeinsamen Kante

f(0, u) = g(u, 0), u ∈ [0, 1].
Notwendig und hinreichend für Stetigkeit ist, siehe oben,

p0,k = qk,0, k = 0, . . . , n.

Die parametrische Glattheitsbedingung

Dsf(0, u) = −Dtg(u, 0), u ∈ [0, 1]
ist allerdings nicht notwendig für Glattheit im differenzial-
geometrischen Sinn.
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Es reicht aus, wenn entlang der gemeinsamen Kante beide
Flächenstücke einen gemeinsamen normierten Normalen-
vektor haben,

n(u) =
Dsf(0, u)×Dtf(0, u)

‖Dsf(0, u)×Dtf(0, u)‖
=

Dtg(u, 0)×Dsg(u, 0)

‖Dtg(u, 0)×Dsg(u, 0)‖
.

Dies ist die geometrische Glattheitsbedingung.
Aufgrund der Stetigkeit gilt

Dtf(0, u) = Dsg(u, 0),

Die Glattheitsbedingung ist somit erfüllt, wenn die Vekto-
ren

Dtf(0, u) = Dsg(u, 0), Dsf(0, u), Dtg(u, 0)

linear abhängig sind, wenn also gilt

det
[
Dtf(0, u), Dsf(0, u), Dtg(u, 0)

]
≡ 0, u ∈ [0, 1].

Diese Glattheitsbedingung ist nichtlinear und läßt sich nicht
unmittelbar zu Konstruktionszwecken verwenden.

Eine äquivalente Bedingung ist: Es gibt Übergangsfunktio-
nen Φ und Ψ, so dass

Φ(u)Dsf(0, u)+Ψ(u)Dtf(0, u)+Dtg(u, 0) ≡ 0, u ∈ [0, 1].
Dabei fordert man zusätzlich Φ > 0, um sicherzustellen,
dass die beiden Flächenstücke f und g nicht auf derselben
Seite der Randkurve liegen.
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Betrachte N Flächenstücke

f 1, . . . , fN ,

die einen irregulären Punkt einschließen. Für die Kanten
gelte

f `(0, u) = f `+1(u, 0), ` ∈ ZN .

Aus Symmetriegründen setzt man Φ(u) ≡ 1 und erhält die
Glattheitsbedingung

Dsf
`(0, u)+Ψ(u)Dtf

`(0, u)+Dtf
`+1(u, 0) ≡ 0, u ∈ [0, 1].

Differenziert man die Stetigkeitsbedingung nach u und setzt
u = 0, so erhält man das zyklische Gleichungssystem

Dtf
`−1(0, 0)+Ψ(0)Dtf

`(0, 0)+Dtf
`+1(0, 0) = 0, ` ∈ ZN

für die Ableitungen Dtf
`(0, 0).

In Matrizenschreibweise ist





Ψ(0) 1 0 . . . 0 1
1 Ψ(0) 1 . . . 0 0

. . .
1 0 . . . Ψ(0) 1












Dtf
1(0, 0)

Dtf
2(0, 0)
...

Dtf
N(0, 0)






= 0.

Mit diskreter Fouriertransformation kann man zeigen: Das
Gleichnugssystem hat genau dann nichttrivialeN -periodische
Lösungen, wenn

Ψ(0) = −2 cos(2π/N)
ist. Die Lösung hat dann die Form

Dtf
`(0, 0) = a cos(2π`/N) + b sin(2π`/N)

mit beliebigen Konstanten a und b.
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Betrachte nun den Punkt f `(0, 1) und nehme an, dass die
drei anderen Kanten, die sich dort treffen, parametrisch
glatt sind.
Dann kann man zeigen, dass dann

Dsf
`(0, 1) = −Dtf

`+1(1, 0)

DsDtf
`(0, 1) = −DsDtf

`+1(1, 0)

gilt. Setzt man die erste Gleichung in die Glattheitsbedin-
gung ein, dann erhält man

Ψ(1) = 0.

Setzt man die zweite Gleichung in die nach t differenzierte
Glattheitsbedingung ein, dann erhält man, sofern singuläre
Parametrisierungen ausgeschlossen werden sollen,

Ψ′(1) = 0.

Folglich muss die Funktion Ψ mindestens quadratisch sein.
Um zu vermeiden, dass die Kanten f `(0, u) zu Geraden
degenerieren, muss Dtf

`(0, u) mindestens linear in u sein.
Daraus folgt, dass die Segmente f ` mindestens kubisch
sind.
Eine Lösung der optimalen Biordnung 3 kann man also nur
erhalten, wenn für weitere Kanten geometrische Glattheits-
bedingungen verwendet werden.

105



Biquadratische G-Splines: Wähle n = 3.

• Verwende für die N Kanten, die sich in einem irre-
gulären Punkt der Ordnung N treffen, geometrische
Glattheitsbedingungen wie oben (GI-Bedingung).

• Für die 2N Kanten, die den irregulären Punkt um-
schließen, wird ein anderer, spezieller Typ geometri-
scher Glattheitsbedingungen verwendet (GII-Bedingung),

Φ(u)Dsf(0, u) +Dtg(u, 0) ≡ 0.
Diese Bedingung ist insbesondere dann erfüllt, wenn

(p1,0 − p0,0)/κ = p1,1 − p0,1 = p1,2 − p0,2 =
= p0,0 − q0,1 = p0,1 − q1,1 = p0,2 − q2,1,

denn dann variieren Dsf(0, u) und Dtg(u, 0) im selben
eindimensionalen Unterraum.

• Für alle anderen Kanten werden parametrische Glatt-
heitsbedingungen (C-Bedingungen) verwendet.
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Es werden jeweils alle Punkte desselben Typs zu einem
Spaltenvektor zusammengefasst, also beispielsweise

A := [A1, . . . ,AN ]
T .

Die inneren Bézierpunkte

D, F, J, L

dienen als Kontrollpunkte, aus denen die übrigen Bézier-
punkte berechnet werden.
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Satz: Setze

α := cos(2π/N), κ :=
2

2− α.

Sei S der Shiftoperator, E die Einheitsmatrix und die (n−
3)× n-Matrix T definiert durch

T :=

{
cos(2πjk/N) für 2 ≤ j ≤ n/2

sin(2πjk/N) für n/2 < j ≤ n− 2 .
Wenn die Kontrollpunkte die Bedingungen

D− F− J + L = 0
(S − E)D + F− SJ = 0

T ((S + κE)D + (1− κ)F) = 0
erfüllen, dann erhält man die Bézierpunkte der zugehörigen
biquadratischen G-Splinefläche wie folgt:

• Die Punkte vom Typ A sind gegeben durch

A = ((S + κE)D + (1− κ)F)/2.

• Der zentrale Punkt M ist das Mittel der Punkte A,

M :=
1

n

N∑

j=1

Aj.

• Alle anderen Punkte berechnen sich wie im Tensorpro-
duktfall durch einfache Mittelung.
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Da die Punkte D,F,J,L nicht frei wählbar sind, sondern
Bedingungen unterliegen, bezeichnet man sie als Quasi-
kontrollpunkte. sind für rechnerische Zwecke problemlos
verwendbar, aber für interaktives Design unbrauchbar.
Aus beliebigen Kontrollpunkten lassen sich geeignete Qua-
sikontrollpunkte wie folgt berechnen:
Schreibe die Bedingungen in Matrixform,




E −E −E E
S − E E −S 0
TS + κT (1− κ)T 0 0










D
F
J
L




 =: PX = 0.

Zu gegebenen Kontrollpunkten x = [d, f , j, l] bestimmt
man die Quasikontrollpunkte X als Lösung des Minimie-
rungsproblems

‖X− x‖ = min
PY=0

‖Y − x‖.

Bezüglich der Euklidischen Norm ist die Lösung gegeben
durch

X = (E − P+P )x,

wobei P+ die Pseudoinverse der Matrix P ist.

Somit kann beliebig vorgegebenen Kontrollpunkten durch
eine lineare Abbildung eine G-Splinefläche zugeordnet wer-
den. Diese Zuordnung ist allerdings nicht injektiv.
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