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Aufgaben:
e Modellierung Methoden zur interaktiven Erzeugung
von Kurven und Flachen auf dem Computer.

e Visualisierung Darstellung geometrischer Objekte auf
dem Computer.

e Interpolation/Approximation Algorithmen zur In-
terpolation und Approximation von Messdaten fiir Vi-
sualisierung, Analyse und Rekonstruktion.

e Geometriebeschreibung Darstellung der Geome-
trie technischer (Auto) und fiktiver (Dino) Objekte fiir
Analyse, Simulation und Unterhaltung.

e Bildverarbeitung/Datenkompression

Anwendungsbereiche:
e CAD/CAM-Systeme

e Qualitatskontrolle
e Film- und Werbeindustrie
e FE-Systeme

Methoden:

e Polynome

e Bézierkurven und -flachen

e Splinekurven und -flachen (“NURBS")
e Differenzialgeometrie

e Variationsansatze

e Unterteilungsalgorithmen

e Multiskalenmethoden (“Wavelets" )



1. Polynome
1.1 Grundlagen

Vorteile:

e einfache Struktur

e Vektorraum

e schnelle Auswertung

e leicht zu integrieren und differenzieren

Definition: Polynom der Ordnung n
Ein (reelles algebraisches) Polynom der Ordnung n ist
ein Linearkombination der Monome t" 1, . .., " mit Ko-
effizienten a4, ..., a, € R,
n
p(t) = Z at" " = at" P ast" P+ -+ a, 1t +a,.
i=1
Dies ist die Monomform von p. Der Raum aller Po-
lynome der Ordnung n wird mit P, bezeichnet oder,
wenn das Definitionsgebiet auf die Menge D C R ein-
geschrankt ist, mit P,,(D).




Theorem: Nullstellen von Polynomen

Ein Polynom ist genau dann identisch 0, wenn alle Ko-
effizienten der Monomform 0 sind. Ein von 0 verschiede-
nes Polyom der Ordnung n hat weniger als n Nullstellen.

Algorithmus: p = PolMonVal( A, t)

Wert p der Monomform mit Koeffizienten A in ¢ mittels
Horner-Schema.

n = Length(A)
p=A(1)
fori=2:n

p=pxt+ A1)
end

Definition: Taylor-Form

Die Taylor-Form eines Polynoms p der Ordnung n im
Entwicklungspunkt ¢; ist

n

p(t) =D ailt —t)""
1=1
=ai(t—t)" "+ a, i (t—t)+a,,

wobei (n — i)l a; = D" 'p(ty).

Das Taylorpolynom der Ordnung n einer Funktion f im
Entwicklungspunkt ¢, ist gegeben duch

D" f(t))=D""pt}) =(n—i)la;, i=1:n.
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Definition: Newton-Form

Sei p ein Polynom der Ordnung nund T" = [tq, ..., t,].
Die Newton-Form von p beziiglich der Stiitzstellen T
ist

pit)=> a [] -1t

1=1 J=t+1
:a1<t—t2>°"<t—tn)+"’+&n_1(t—tn>+an

Beachte: Die Stiitzstelle ¢ kommt nicht explizit vor.

Der Koeffizient a; hangt nicht von der speziellen Wahl
der Stiitzstellen ab, sondern nur vom Polynom selbst. Man
nennt

Dn—lp
(n —1)!

den fiihrenden Koeffizienten von p € IP,,.

ay —

Algorithmus: p = PolNewVal(A, t,T)
Wert p der Newton-Form mit Koeffizienten A in ¢
beziiglich der Stiitzstellen 7.

n = Length(A)

p=A(1)
for:=2:n

%:p* (t—T(1)) + A(3)




1.2 Interpolation

Definition: Lagrange-Form
Die Lagrange-Form des Polynoms p € IP,,, das die Daten
f1,..., fn in den paarweise verschiedenen Stiitzstellen
t1,...,t, interpoliert, ist

. t—t;

t) = qi(t), q(t) = L
1=1 j=1n\i
Fiir mehrfache Interpolationspunkte schreibt man
tSu=t,...,t.
N——
(4 mal

Jedem Index ¢ wird die Anzahl der identischen Nachfolger
in der Folge t; zugewiesen,

#i=#{jeN:j>iand t; =1}.
Beispiel: 7' = [4$3,0,182] = [4,4,4,0,1, 1]
o ] =2, D — HE =1, #3 = Hd — 46— 0.

Ein Vektor T' = [ty,...,t,] heiBt sortiert, wenn es paar-
weise verschiedene Zahlen si,..., s, € R gibt mit

1" = [81$M1, sobpa, .. ., Sk$uk] :

Definition: Interpolationsproblem

Sei T' = [t1,...,t,] ein Vektor von Stiitzstellen. Dann
besteht das Interpolationsproblem zu den Daten (T, F)
darin, ein Polynom p € P, zu finden mit

D¥p(t)=f;, i=1:n.
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Theorem: Losbarkeit des Interpolationspro-
blems

Das Interpolationsproblem zu n Datenpunkten (7', F)
ist stets eindeutig durch ein Polynom p € IP,, losbar.

1.3 Dividierte Differenzen

Sei p,,, das Polynom der Ordnung n — m + 1, das die
Funktion f an den Stiitzstellen T}, ,, = [t;, . . ., t,] inter-
poliert,

D#if(ti) = D#ipm,n<ti) ., i=m:n,
dann gilt mit go,(t) = (t —to) -+ (t — 1,
P1n(t) = a1g2.,(t) + pan(t).

Damit ist die Losung des Interpolationsproblems auf die
Bestimmung fiihrender Koeffienten zuriickgefiihrt.

Definition: Dividierte Differenzen

Der fiihrende Koeffizient des Polynoms p,, ,,, das f an
den Stiitzstellen 177, ,, interpoliert, heiBt dividierte Diffe-
renz von f an den Stellen T}, , und wird mit

D™ P
(n —m)!

Tm,nf —

bezeichnet.




Theorem: Newton-Form des Interpolationspoly-
noms

Sei p; ,, das Polynom der Ordnung n, das die Funktion f
an den Stiitzstellen T, = [t1,...,t,] interpoliert. Der
i-te Koeffizient der Newton-Form von p; ,, ist durch die
dividierte Differenz 1; ,, f gegeben,

n

pa(t) = Z(szf)(t —tip1) - (E—tn).

1=1

Durch Vergleich mit der Taylor-Form ergibt sich

D" f(t)
(n—1)! "~

ti$n|f = neN.

Theorem: Rekursion fiir dividierte Differenzen

Sei die Folge t1, to, . .. sortiertund T}, ,, := [t - - -, Lol
Fiir die dividierte Differenz 1, ,, f gilt

( Tm+1,nf _ Tm,n—lf

—_— P— fur t,, #t,
m,n - Dn—m tn
f( > fur t,, =t,, .
\ (n —m)!




Algorithmus: F = DivDif(T, F)
Koeffizienten F' der Newton-Form des interpolierenden
Polynoms fiir Daten (7, ') und einfache Stiitzstellen.

n = Length(T)
forc=1:n-1

K=1:n—1
§(K> = (F(K+1) - F(K))./(T(K+i) — T(K))
en

Theorem: Stetigkeit der Dividierten Differenzen

Fiir eine glatte Funktion f hangen die dividierten Diffe-
renzen stetig von den Stiiztstellen ab.

1.4 Interpolationsfehler

Theorem: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Fiir eine glatte Funktion f und 1%, = [t1,...,t,] gilt
D" f(s)
T nt — 9
tnf (n —1)!
wobei s im Intervall conv(7},,) = [min T}, max 7} ,]

liegt.




Theorem: Interpolationsfehler

Fiir eine glatte Funktion f gilt fiir den Fehler des inter-
polierenden Polynoms p; ,, der Ordnung n zu den Stiizt-
stellen T, = [t1, ..., 1]

f(to) — p(to) = (Tonf)(to —t1) - -~ (to — tn)

_D"f(s)
=— 1 (to—t)(to—tn),
wobei Ty, = [to, ..., t,) und s € conv(Tp,,).

Einfluss der einzelnen GroBen auf den Fehler:

e Eine hohe Ordnung n ist i.a. notwendig, aber nicht
hinreichend fiir einen kleinen Fehler.

e Der Faktor D" f(s) kann i.a. nur abgeschitzt, aber
nicht beeinflusst werden.

e Das Polynom ¢ ,,(tg) = (to—t1) - - - (to—t,) hangt von
der Wahl der Stiitzstellen ab. Fiir das Intervall [—1, 1]
stellen die Chebyshevpunkte

1
T = sin([~14+h:2h:1—hlx/2), h=—
| n

eine optimale Wahl dar. Hier hat das Maximum von
|g1.| den minimal méglichen Wert, namlich 21=" Ska-
lierung auf das Intervall [a, D] ergibt die Fehlerabschatzung

ma [£(6) = ()] < S i D7 ()]

tela,b) — pl22n—l s€|a,b]
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1.5 Polynomiale Approximation
Haufig werden Daten nicht interpoliert, sondern approxi-
miert. Das heiBt, das gesuchte Polynom geht nicht notwen-

digerweise exakt durch die Datenpunkte, sondern lediglich
moglichst nahe daran vorbei,

m
Z |fi —p(t)|” — min, m>n.
i=1

Dieser Ansatz wird im Folgenden etwas verallgemeinert.

Definition: P,,-Positivitat fiir Skalarprodukt und
Norm

Ein nicht-negative symmetrische Bilinearform (-, -) heiBt
IP,,-positives Skalarprodukt, wenn

(p,p) >0, peP\{0}.

Die zugehorige IP,,-positive Norm ist

LA = VA ) -

Definition: Beste Approximation

Die beste Approximation p & P, der Funktion f
beziiglich der PP,-positiven Norm || - || is definiert durch

[f = pll =min[[f —r].
relP,

11



Ubliche IP,-positive Skalarprodukte sind

(f,9) = Zf(ti)g<ti>a n<m
und

(f.g) = / F(t)gltyw(t) dt.

wobei die Gewichtsfunktion w fast liberall positiv ist.

Theorem: Approximation

Sei (-, -) ein P,-positives Skalarprodukt. Dann existiert
genau ein best-approximierendes Polynom p € P,
beziiglich der zugehdrigen Norm || - ||. Dies ist chark-
terisiert durch die Orthogonalitatsrelation

Aufgrund der Linearitat geniigt es, die Orthogonalitatsre-
lation fiir eine Basis {q1, ..., ¢,} von P, zu gewahrleisten.
Dies ergibt ein LGS fiir die Koeffizienten A des gesuchten

Polynoms p = > . a,q;,

Z<%‘7Qj>@j: (f,qi), i=1:n.

J=Ln

Die (n x n)-Matrix des Systems ist positiv definit und heiBt
Gramsche Matrix.
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1.6 Orthogonalentwicklungen

Die Gestalt der Gramschen Matrix () hangt von der gewahl-
ten Basis q, ..., q, ab. Die Losung des LGS ist besonders

einfach, wenn (g;, ¢;) = 0 fiir © # 7, denn dann ist () eine
Diagonalmatrix.

Definition: Orthogonalpolynome
Die Polynome ¢y, g9, . .. bilden eine Folge von Orthogo-
nalpolynomen bez. des gegebenen Skalarprodukts, wenn

¢ € P,\{0}, neN und (¢;,q;) =0, i #j.

Theorem: Orthogonalentwicklung

Sei (-, ) ein P,-positives Skalarprodukt und ¢, ..., q,
ein Folge von Orthogonalpolynomen. Dann ist die beste
Approximation p € P, der Funktion f gegeben durch

- . (G, f) |
ZM—E:QMM%-

1=1

Die Folge der Orthogonalpolynome ist bis auf Skalierung

eindeutig bestimmt und kann induktiv konstruiert werden.

Sei q1,...,q, eine Folge von Orthogonalpolynomen und

Pm € P, die beste Approximation von p,,,.1:=1%q,,, dann ist
m

Q1 7= Pt = P = b — D =1
i Pkt =P =t = 2

orthogonal zu IP,,, und von Null verschieden und damit das
nachste Orthogonalpolynom.

7

13



Theorem: Dreigliedrige Rekursion
Wenn das Skalarprodukt die Symmetriebedingung

{tf,9) = ([ tg)

erfullt, dann lautet die Rekursion

<Qm7 tQm> <Qm; tQm—1>
qm —
<Qma Qm> <Qm—17 Qm—1>

Qm+1=1qm — qm—1, M > 2.

® ¢, 11 kann mit einem beliebigen Faktor (3,1 # 0 mul-
tipliziert werden (zB Normierung (q;, ¢;) = di;).

e Der Startwert der Rekursion ist ¢; = 1.

e Zur Berechnung von ¢y wird in der Rekursionformel
einfach der letzte Summand weggelassen.

Theorem: Legendre-Polynome
Die Legendre-Polynome sind durch die Rekursion

mgm41(t) = (2m — 1)tq,(t) + (1 — m)gm-1(t)

mit Startwerten ¢1(¢) = 1 und ¢u(t) = t definiert. Sie
bilden ein Folge von Orthogonalpolynomen beziiglich

des Skalarprodukts (f, g) f f(t)g(t)dt, und es gilt

2
om—1

<Qm7 Qm> —

Beweis mit Rodriguez-Formel

1
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Theorem: Chebyshev-Polynome
Die Chebyshev-Polynome sind durch die Rekursion

Qm+1(t) — QtQm<t> - Qm—l(t)

mit Startwerten ¢1(¢) = 1 and ¢o(t) = t definiert. Sie
bilden ein Folge von Orthogonalpolynomen beziiglich

= [ 1020

und es gilt

7 furm =1
w/2 flirm > 2.

(@m» Gm) = {

Beweis mit der Identitét g,,.1(¢) = cos(m arccos(t)).

e Nullstellen:

tk = COS(ﬁw, 19]{ =

e Extrema:
cos(kw/m), k=0:m
¢ Faktorisierung:
Guia(t) = 277 — 1)+ (E — )

e Minimax-Eigenschaft: Unter allen Polynomen der
Ordnung m + 1, die den fiihrenden Koeffizienten gm—1
haben, minimiert das Chebyshev-Polynom ¢,,,,.1 das Ma-
ximum des Betrags iiber dem Intervall [—1, 1].

15



Sei die Funktion f gegeben und f(9) = f(cos(?9)). Dann
ist die Chebyshev-Entwicklung von f

2 [ 0a0+ 2300 [ ) cosit) an

p(vV) = p(cos(F)) ist eine Partialsumme der Fourierreihe
der geraden periodischen Funktion f.

Numerische Auswertung mit Mittelpunktsregel:

(f,q) / f(cos(9))g(cos()) dv

m
T T
— g f(cos(Pk))g(cos(Wy)) = — g f(tr
“m m
=1 k=1

wobei ¢, = cos(¥;), ¥y = 21

Theorem: Diskrete Orthogonalitat

Die Chebyshev-Polynome sind orthogonal beziiglich des
diskreten Skalarprodukts

und es gilt

(@m» @) = {

7 firm =1
w/2 firm > 2.




1.7 Satz von Weierstrass

Theorem: Satz von Weierstrass

Sei f :|0,1] — R eine stetige Funktion, dann gibt es

fiir alle € > 0 ein Polynom p, so dass

max [f(t) —p(t)] <e.

te0,1]

Binomialkoeffizienten:

n!
(Z) Y r— T falls 0 < k <mn
0 sonst.
Rekursion:

n n—1 n—1
— kel.
()= (o0 () meme
Binomischer Satz:
(s +t)" = zk: (Z) SRR
Bernstein-Polynome der Ordnung n + 1:

bt (t) = (Z)(l — )" keZ.
Bernstein-ldentitat:

=7 = (tp —1)* bj(1), tk::k_l.

n—1
k
Bernstein-Operator:

B'f =) f(tyb} € P,.
k

17




f ist gleichmaBig stetig, es gibt also fiir ein beliebiges £ > 0
ein 0 > 0 so, dass |f(s)— f(t)] < e/2firalle |s—t| < 9.

Ferner sei o := max; | f(t)|.
Spalte Fehler

f—B"f= Z(f — ft:)) b

fiir festes ¢ in zwei Teilsummen A;, A; mit Indices
I ={i:|t—t;|<d} und J:={0:|t—1t]>d}.

Die Bernsteinpolynome bilden auf |0, 1] eine nicht-negative
Partition der 1

an =1, b(t)>0,tel01].

Es folgt damit

INOIES SHURSGIACESDPLAG

el
und
AL <Y 1F(E) = fE)] b ()
1ed
ﬁ;(tz _ t)Q bz <t> - (n . 1>52 :

Wihlt man n — 1 > o/(€6?), so gilt
() — B f(8)] < |A10)] + |As0)] <e.

18



2. Bézierkurven
2.1 Grundlagen

Sei P := [py;...; P, ein Spaltenvektor von Punkten in R?
und W := [wy, ..., w,| ein Zeilenvektor von Gewichten.

Der Punkt p = > . w;p; = WP ist eine
e [inearkombination von P.
o Affinkombination von P, wenn > . w; = 1.
e Konvexkombinationvon P, wenn ZZ w; = lund W > 0.

Linearkombinationen sind linear invariant.
Affinkombinationen sind affin invariant.

Eine Teilmenge M C R? heiBt konvex, wenn mit zwei
beliebigen Punkten pi,p2 € M auch deren geradlinige
Verbindung in M liegt,

(1—t)p1+tppe M, tel0,1].

Die konvexe Hiille conv M einer Menge M C R ist die
kleinste konvexe Obermenge von M.

Theorem: Konvexe Hulle

Sei P := |p1;...;pul, dannist conv P gleich der Menge
aller Konvexkombinationen von P. Fiir p, € R? wird
conv P von einem Polygon p;,, ..., p;, berandet.

19



Eine polynomiale Kurve der Ordnung n ist gegeben durch

(t)P = Z qi(t)p

Dabei ist Q(t) = [q1(t),...,qn(t)] ein Zeilenvektor von
Basisfunktionen des Polynomraums P, und P = [py;. .. ; py]
ein Spaltenvektor von Koeffizienten.

Schrankt man das Definitionsgebiet der Kurve auf das In-
tervall [0, 1] ein und wahlt man die Bernsteinpolynome als
Basis, dann ist

IEZ@WMMZEW@En telo,1], p; e R?

eine Bézierkurve in R?. Die Koeffizienten P werden Kon-
trollpunkte genannt und deren geradlinige Verbindung bil-
det das Kontrollpolygon.

e Affine Invarianz: Fiir eine affine Abbildung A gilt
A(c) = B"A(P).
e Konvexe Hiille:
c(t) € conv(P), te€]0,1].
¢ Randinterpolation:
c(0)=p1, c(l)=p,

1_t an Pn+1-i

e Symmetrie:

20



e Konvexe Hiille

A A

e Symmetrie

P, P, P, P,
c() c(1-1)
P, Py
P, P,

21



Beispiele:

pi(t) = (1 —t)? by () b3(t)
=S = =21 — 1)t bt
bs(t) = t°
P2 _JP3 P1
P
(1) cty /S

D P2

22



n=t = AO=0=1" bi(1)
balt) =3 (L -1 TR
bi(t) =3(1 — 1)t
by(t) =1’
P2 Ps3
c(?)
P4
P1

P2

P1 = P4

23



2.2 Basiswechsel

Theorem: Basiswechsel
b = (=D () ¢

V=2 (/)L

Sei M"™ := [t"1 ... t, 1] der Zeilenvektor der Monomba-
sis, dann lasst sich der Basiswechsel darstellen als

M"(t) = BMOTY,, B"(t) = M™(t)T%.

Dabei sind T und Tx zueinander inverse Dreiecksmatri-
zen der Dimension n X n.

Beispiele:
, [01 ,  [-11
[l =)

0 0 1 1 -2 1]
T, =10 1/2 1 T5=1-2 20

1 1 1 1 00

0 0 0 17 —1 3 =31
i _ |00 1/31 | 36 30
M= 10 1/32/3 1 B~ =3 3 00

11 1 1] 1 0 00

24



Sei

c(t) = B"(t)P = M"(H)A

eine polyomiale Kurve in Bézier— bzw. Monomdarstellung,

dann gilt

A=T!P, P=TIA.

Beispiel:

c(t) =1 [_gr+ t

c(t) = bie) [ 1] + e
c(l —1t) =bi(t) % t+ by (t

—6

K

N—
[ 2o,

e,

N———
: 3

w o
—+
O\
N
b—\
~——~
|
|
© D
1
—+

25
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2.3 Auswertung

Es gilt
() = (L=t (it =1 - )
bi(t) =t ()T = 1=/t

Entsprechend gilt fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P

Aus Stabilititsgriinden ist die erste Form fiir ¢t € [0,1/2]
und die zweite Form fiir ¢t € [1/2, 1] vorzuziehen.

Alternative: Es gilt die Rekursion

bl( ) J,1
bI(t) = (1 —t)bI () + b1 | (¢)

und entsprechend fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P

=D Bt = Y (to) (1= ta) by + topy)
= > b (to)B;

J
Die Kurven c(t) = B"(t)P und (1) = B"~!(t)P stimmen
fur t =ty tiberein. P erhalt man aus P durch Affinkombi-
nation aufeinanderfolgender Kontrollpunkte.

26



Theorem: De Casteljau-Algorithmus
Die Rekursion

Pl =P
for k=1:n—-1

I=1:n—k

P = (1 —tg) PR + to PW(T + 1)
end

berechnet den Wert P (1) = B"(t)P = c(ty).

Schematische Darstellung:

pl.\ . \
/
p. ( J
N, .
; >oc(t0)
o \ o
/
Dn1 ® .
1 \ . /
pn./

12189 P2 PGB ... ph-1) p©)

Der Pfeil  steht fiir Multiplikation mit ;.
Der Pfeil ™\, steht fiir Multiplikation mit (1 — ).

In der k-ten Spalte stehen die Kontrollpunkte einer Bézier-
kurve c*) der Ordnung n — k + 1 mit c¥)(¢y) = c(ty).

27



Beispiel: De Casteljau fiir eine kubische Bézierkurve

60

-40

t
0 25 50 —50
P:[o 50 0—25] . to=3/5

0 0
25 30 50 24
18 9
50 10 0 —1
—50 —25

28



2.4 Differenziation und Integration

Fiir die Ableitung eines Bernsteinpolynoms gilt
DU} (t) = n(b} () — bj,4(1)) -
Entsprechend gilt fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P:

—n an (pjo1 — pj) = n B"(t) AP .
A ist der Vorwartsd/fferenzenoperator.

Fiir das Integral eines Bernsteinpolynoms gilt

t
D(t) = / hr)dr == S, 521
0 k>j
Entsprechend gilt fiir eine Bézierkurve c(t) = B"(t)P:
1 1
—1 . n+1 . n+l A —1

J k<j

A~ ist der Summenoperator und es gilt

AN =1d .

Fiir beliebige v < n und ¢ = B""'P gilt
n!
(n —v)!

D’c(t) = B"M V() AP .

29



Randpunkte: An den Randpunkten ¢ € {0, 1} gilt fiir die
Ableitungen

D03(0)=0 & v<j—2
DB(1) =0 & v<n—1-j.
Folglich hangt fiir die Kurve c(t) = B"(t)P
D”c(0) nur von py, ..., Puvi1
D"c(1) nurvon p,_y,...,Pn
ab. Insbesondere gilt
c(0)=p1, c(0)=(n—-1)(p2—p1)
c(l) =pn, c(1)=(n—1)(Pn—Pu-1)-

Beispiel (siehe Seite 25):

t
1331
c(t) = B*(t) [1252]
20 —2]" 0147 8|
_ —1p _
AP—[13—3] A P_[01381O]

OO
—_ =

/41 T/4 2 ]
/4 3/4 2 5/2

30



2.5 Graderhoéhung
. sollte eigentlich ,,Ordnungserhéhung™ heillen ...

Schreibe eine Bézierkurve der Ordnung n als Bézierkurve
der Ordnung n + 1,

Z bi(t)py =Y b (t)p; .

J

Multiplikation der linken Seite mit (1 — ¢) + t ergibt:

Die Bézierkurven ¢ = B"P und & = B""'(t)P stimmen
genau dann {iberein, wenn

- J J .
Pj+1 = (1——) Pj+1+=p;j, J=0:n.
n n

P liegt in der konvexen Hiille von P, also

~

c(t) € conv(P) C conv(P).
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Der Ubergang von P nach P ist linear und kann durch
eine Matrix E,, beschrieben werden,

c=B"P=B""EP.

Es ist z.B.
- 4000
11120 1300
By == B, =-10220
3021 410031
003 000 4]

Fiir mehrfache Graderhéhung schreiben wir

Em_1 s En+1En =. E;,Ln .

2.6 Gradreduktion

Problem: Bestimme Kontrollpunkte P so, dass
|B"P — B"P| — min, 1<m<n.

Das Resultat hangt i.A. von der gewahlten Norm ab und
die Approximation wird i.d.R. getrennt in den raumlichen
Koordinaten vorgenommen.

i) Fiir die L*-Norm gilt: Schreibe ¢ = B"P als Linearkom-
binationen von Legendre-Polynomen,

clt) = >kt
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dann ist das gesuchte Polynom der Ordnung m < n gege-
ben durch

&)= Ykt

i) Entwickelt man c¢ nach Chebyshev-Polynomen,

clt) = > af (B,

dann ist die maximale Abweichung des Polynoms

c(0) = Y a0

minimal.

iii) Man kann die Abweichung der Kontrollpunkte als MaB
fiir die Approximationsgiite verwenden,

<B"p’ BnQ>E — <P> Q>2 = sz'%-

i=1
Damit lautet das Approximationsproblem
|P — E" Q|2 — min .
Die Losung ist gegeben durch
Q= ((E,)'Ey) (E,)'P = R'P
bzw. in R? durch
Q=R'P.
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Beispiel:

19 3 -3 1]
1 — |
R; = - [_?3 é] JRE=— | -5 15 15 -5
6 0 1 =3 3 19
2 p2p3 741 =2
R4—R3R4—1—0 [_2 | 4 7].
Theorem: Gradreduktion
Gradreduktion beziiglich der L*Norm || - ||, und der
Koeffizientennorm || - ||g ist dquivalent.

Beweis: Sei Q" = [¢}, ¢}, ..., q"] der Vektor der Lagrange-
Polynome zu den Stiitzstellen 7' =1 : n. Dann gilt

B"PelP, < @Q"PelP,.

Die orthogonalen Komplemente IP)E,L)” und IP%W von PP, in
P, beziiglich (-, -)g bzw. (-, -)1, stimmen iiberein. Dies folgt

aus ]P’Ew C IP)%W, was sich wie folgt beweisen lasst: Um

zu zeigen dass
(B"W,t"), =0, B"WeP, 6 0<i<m,

definieren wir den Vektor V' gemaB

1
v,i::/o bitit'dt, k=1:n.

Dann ist
(B"W, 1)1, = (B"W, B"V') = 0
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genau dann, wenn B"V"' € P,,,. Wegen

i (Z:}) /1bn—|—z<> n_l ﬁk+€

fU _— - i .
k (Zj:j) o (n+19) (=0

folgt dies aber aus Q"V* € P,,,.

Fiir die Gradreduktionsmatrizen R gilt

R"=RJ'R,, m<{<n

und

R =Ry, - RIIRIT

n

Das Legendrepolynom 7,1 hat die Bernstein-Bézierform
luyy = B, wjn = (=1)"7 (7).

Also ist die Gradreduktion von ¢ = B""'P nach Ordnung
n gegeben durch

&¢=B""Y (P -WW'P/W'W)=B""'P = B"P,
wobei W'W = (27:”) und

- . -~ NPy — WP .
P1 = P1, Pi+t1 = B 1=1:n—1.
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2.7 Operatorkalkiil und de Casteljau-Algorithmus

Definiere den Shift-Operator
S [P1;P2; - Pa) — [P2;P3; -+ P 0]
und den Vektor
E :=11,0,...,0],

dann kann eine Béziekurve c(t) = B""(¢)P auch darge-
stellt werden als

c(t)=E((1—1t)+tS)"P.

Daraus folgt zB einfach die Ableitungsformel
De(t) =nE((1—t)+tS)" (S = 1)P
oder der de Casteljau-Algorithmus

c(t) = E((1—t)+tS)" (1 —t) +tS)P

— B((1—t)+t5)" (1 —1)+t5)"P.

Die Kontrollpunkte in der k-ten Spalte des Schemas sind
fiir den Auswertungspunkt ¢t = ¢

PH = (1 —ty) + t,S) P
= ((1 — to) + tOS) k_lP(l) :
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Sei ¢ = B"" 1P Betrachte die Bézierkurve, die durch die
Kontrollpunkte in der obersten Reihe des Dreieckschemas
definiert wird,

_ ~ (n n—j4j Npl
E ]E_O (]) (1—¢t)" 7t ((1 to) +toS) )P
_ ~ (n n—j Np)
E ]E_O (]) (1—6)"7(¢(1 — to) + ttnS))P

E((1—t)+ (1 — to) + ttOS))”P(l)
— BE((1 — tty) + t£,5))"PY = c(tty) .

Die oberste Reihe von Kontrollpunkten des de Casteljau-
Dreiecks definiert das dem Intervall |0, ¢,] entsprechende
Segment der gegebenen Kurve ¢ = B"P,

co(t) == c(tty) = Z b'(t)pY = B"(t)Py.

Aus Symmetriegriinden gllt. Die unterste Reihe von Kon-
trollpunkten des de Casteljau-Dreiecks (von rechts nach
links gelesen) definiert das dem Intervall [ty 1] entspre-
chende Segment,

c.(t) = c(ty+ (t(1 — tg)) Zb” pil,_. = B"(t)P,.
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Beispiel:

Cg(t) =

P¢ =

60

50

40

30

20

10+

0

_1OP

=20

_30 -

siehe oben

0 25 50 —50
050 0 —25
15

30

40
10

—10

t

] . ty=3/5

0 0
30

25 50 24

18

50

—50 —25
c(3t/5) = B*(t)P, c,(t) = ¢(3/5+2t/5) = B*(t)P,

pss ] e |

0 15 30 18
03024 9

18 10 —10 =50
9 -1 =15 =25

P, =

-40
-60



Iterierte Unterteilung: Ist ¢ = B"P die Bézierdarstellung
der Kurve c fiir t € [a, b, dann gibt es eine nur von n
abhangige Konstante I'(n) mit

|€ = Bllee < T(n)[[ D7clloo(b — a)”
Insbesondere gilt fiir N-fache bindre Unterteilung (d.h.

ty = 1/2)

e — V[l < T(n)]| D%elloc27*" .

Beispiel:  Binare Unterteilung

=4
e

R

o
T

Fehler (logarithmisch) >
= = = = =
o \ o | o | o | o
a1 . B . w . N . [

=
e,

o

2 4 6 8 10
Anzahl Iterationen N ———>
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Anwendung: Nullstellensuche im Einheitsintervall fiir ein
Polynom in Bernstein-Bézierform.
Es gilt
i) min P > 0 oder max P < 0 =- keine Nullstelle.
if) min P < 0 und max P > 0 = Nullstelle mdoglich.
iii) p1 p, < 0 = Nullstelle sicher.
Man iteriert den binaren Unterteilungsalgorithmus fiir al-

le Teilintervalle, fiir die nicht i) gilt, bis eine vorgegebene
Toleranz erreicht ist.

Beispiel: P =1[6,7, 6, -9, 6, —3]"

1)) 1) )

10 w ‘ ‘ ‘ 8

1)) 1) 1) ) 1) 1)
‘ ‘ ‘ ‘ 0.4 ‘ ‘

0.2

N

05 06 07 08 09 1 085 06 07 08 09 1
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2.8 Abstand Bézierkurve — Kontrollpolygon

Seic=B"Pund T":=0:1/(n—1): 1, dann parame-
trisiert die Kurve p : [0, 1] — R? mit

(t —t})pjr1+ (L] — 0Py _—
p(t) = / ; ) te[ja j—i—l]

n o 4n
iy — 1

das Kontrollpoygon.

Theorem: Abstand zum Kontrollpolygon
Sei d = 1. Fiir den Abstand zwischen ¢ = B"P und p

gilt
2L A2P| o, n ungerade
le = plloo < (

nd 8(n1_1>) |A*P||s, n gerade.

Diese Abschatzung ist fiir ¢ € P3 scharf.

Beweis: Sei 0.B.d.A. ||[A*P||o = 8 und
le = Plloo = (") = p(t")

maximal. Fiir t* € [t7, 17, || betrachte p; und p; als fest.

41



Dann ist ¢(t*) — p(t*) genau dann maximal, wenn alle
i,k € {7,757+ 1} so groB wie moglich sind. Dies ist genau
dann der Fall, wenn

Pril — 20k + 01 =8, k=2:(n—1).

Dies bedeutet, dass p, = 4k> + ak + 3 fiir gewisse Kon-
stanten «, (3. Folglich ist ¢ € P3 und t* € T™.

Betrachte also

c(t?) —pj = 4((75?(1 — t?))(n —1).
Dieser Ausdruck nimmt sein Maximum an, wenn t? so nahe
wie moglich bei 1/2 liegt, also fiir

{1/2 falls n ungerade

n

7 11/2=1/2(n—1) falls n gerade.

Bei Graderhhung B™(t)P = B™(t)P, m > n, gilt

(n—1)(n—2)

A*P|| oo

le = pllee <

Bei Subdivision B"(a+th)P = B"(t)P, [a,a+h]C[0,1],
gilt
h*(n —1)

lé = plleo < IA"P |-
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2.9 Rationale Bézierkurven

Motivation: Polynomiale Bézierkurven haben den Nach-
teil, dass sich Kegelschnitte (insbesondere Kreise) nicht
exakt modellieren lassen.

Idee: Verwende rationale Basisfunktionen.

Ansatz: Die Gewichte W = [wy, ..., w,]" definieren die
Gewichtsfunktion w(t) gemalB

w(t) = B"(t)W .
Damit bilden fiir [ [ ; w; # 0 die rationalen Basisfunktionen
(1) = w; b () /w(t), By (t) = by (), - - by, (t)]
eine Partition der Eins, » . bjy.(t) = 1.

Definition: Rationale Bézierkurve
Sei W = [wy,...,wy] und [, w; # 0, dann heiBt

n B Zj 1b§L< )wjpj

rationale Bézierkurve der Ordnung n.

Es folgt unmittelbar fir c(t) = By, (¢)P und [ ], w; # 0

e affine Invarianz Ac(t) +a = By, (t)(AP + a).

e konvexe Hiille c(t) € conv(P), falls W > 0.

e Randinterpolation c¢(0) = p;.

e Randableitung Dc(0) = (n — 1)(p2 — p1) wa/w.
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Beispiele:

n=3 W=[l,a,l]
, 1/3, —4

04217

44

O<t<1
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Homogene Koordinaten: Identifiziere euklidische Ko-

ordinaten [z!,..., 2% in RY mit homogenen Koordinaten

in R gemaB

2t pY ~ ezt . ax? o], o € R\O beliebig,
X ~ |ax, a] ~ [x, 1].

Beispielsweise gilt in R?

zfw, yjw, zfw] ~ |z, Y, 2, w].

Fiir ein rationale Bézierkurve gilt:
c(t) ~ [Zbﬁ;(t)wjpj, Zb?;(t)wj}
j=1 j=1

~ D B0y, w)) = B'(1)Pyw

Die homogenen Koordinaten einer rationalen Bézierkurve
erhalt man durch die Auswertung der Bézierkurve mit Kon-
trollpunkten py; = [w;p;, wjl.

Anwendung: Viele Algorithmen fiir integrale Bézierkur-
ven (Auswertung, Graderhohung, Gradreduktion, Untertei-
lung etc.) lassen sich unmittelbar auf rationale Bézierkur-
ven iibertragen. Ausnahme: Integration, Differenziation.
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Beispiel: siehe Seite 44, rechts unten

011
PZ[llO

r, W=1[112]".

Matrix der homogenen Kontrollpunkte:

Graderhéhung:

~

Py

1
3

1

Py, = 1

Graderh"ohung

0.8

0.6

0.4r

0.2r

0.4 0.6 0.8

01 2]

110
112

)

P,

1
6

P —
W

t

046 6]
6630
3 4

3 6"

Wl
||

058]t

— 1
- 10 [10 10 6

L4 4 5

Bin"are Unterteilung

0.8

0.6

0.4r

0.2r
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Kegelschnitte: Die Darstellung des Kegelschnitts
ax® + 2bxy + cy® 4 2dx + 2ey + f =0

in homogener Form lautet

o b d| [z]
zyw| |bcel|l |yl =lr,y, wQlx,y w'=0.
de f| |w

Die Tangente im Punkt |z, 4o, wo] ist gegeben durch

[ZC7 Y, w] Q [5607 Yo, wO]t =0.
Fiir w = 1 erhalt man jeweils die euklidische Form zuriick.

Theorem: Jede quadratische rationale Bézierkurve in R?
ist Teilmenge eines Kegelschnitts.

Beweis: Fiir beliebige quadratische Polynome x(t), y(t),
w(t) ist [x(t), y(t), w(t)] Q[z(t), y(t), w(b)]' ein Poly
nom der Ordnung 5, dessen Koeffizienten linearvona, . .., f
abhangen. Nullsetzen ergibt 5 homogene lineare Gleichun-

gen fiir 6 Variable, es gibt also nichttriviale Losungen.

Beispiel: wie zuvor
x(t)=2t, yt)=1—t*, wt)=1+1¢

0 0 10 —21] Z ] )
0 -4 04 00 10 0
4 0-20 02 fl:OiQ:OlO
0 4 04 00 00 —1
0 0 10 21_; ) ]

Die Kurve ist also Teilmenge des Einheitskreises.
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Erweitert man den Definitionsbereich der quadratischen
Bézierkurve auf ¢t € R U oo, so wird der gesamte Ke-
gelschnitt durchlaufen. Dabei definiert man den Pol als

o w1p1 — 2wop2 + w3p3
c(00) := tlgglo c(t) = 2wy f s

Theorem: Jeder nichtentartete Kegelschnitt (Ellipse, Hy-
perbel, Parabel) 138t sich als erweiterte quadratische Bézier-
kurve darstellen.

Beweis: Transformiere den Kegelschnitt auf eine der drei
Normalformen, z? + 4> = 1, zy = 1, y = 2%, Dafiir las-
sen sich elementar Bézierkurven angeben. Die Behauptung
folgt dann aus der affinen Invarianz der Bézierdarstellung.

Die Parametrisierung eines Kegelschnitts durch eine qua-
dratische Bézierkurve ist nicht eindeutig. Es konnen bei-
spielsweise zusatzlich die Orte zu den Parameterwerten
t = 0,1, 0o spezifiziert werden.

Konstruktion:
1. Setze p; == c(0), p3 := c(1).
2. Bestimme p» als Schnittpunkt der Tangenten in ¢(0), c(1)

(falls existent),
P1, 1 Pg _
) @[] -
3. Bestimme die Gewichte 1V als nichttriviale Lésung von

[C<OO> — Pp1; —2(c(00) — p2); ¢(o0) — P3]t W =0.
Akzeptiere die Losung, falls wiwows £ 0.
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Beispiel: Hyperbel zy = 4,

c(0) =[2,2], e(1) = [—4, —1], c(oo) = [1,4] .

Homogene Form des Kegelschnitts:

01 0] [«
zyw] [10 0| [y]| =0.
O 0 —8 w
1. Schritt: p1 :=c(0) = [2,2], p3 :==c(1) = [—4, —1].
2. Schritt: py := [8, —4] ist Lésung von
EERI AR R
—4 —11 00 —8 1 —1 —4 =8| |1

3. Schritt: W = [50, 5, —4]" ist Lésung von
l—l 14 5

[w-o

2 —16 5




2.10 Geometrische Interpolation mit Polynomen:

Wieviele Punkte in R? kann man mit einer Bézierkurve vom
Grad n interpolieren, wenn weder die Stiitzstellen noch eine
Ordnung vorgegeben sind?

ctj)=g;, j=1,...,N, t; €R beliebig .

Die Anzahl der freien Parameter ist dn + N (Kontroll-
punkte + Stiitzstellen). Allerdings kdnnen zwei Stiitzstel-
len fest vorgegeben werden, da die Parametrisierung belie-
big verschoben und skaliert werden kann. Es bleiben also
dn + N — 2 Freiheitsgrade.

Die Anzahl der Interpolationsbedingungen ist dN . Es konnen
also Losungen erwartet werden fiir

— 2
dn+N—2>dN = Ngd; =
Insbesondere ergibt sich im ebenen Fall, d = 2,

N <2n-—2.

Das Interpolationsproblem ist allerdings nichtlinear, so dass
die Losbarkeit nicht allgemein garantiert werden kann. Bei-
spielsweise lassen sich die vier Ecken eines Quadrats nicht
mit einer quadratischen Kurve (Parabel) interpolieren.
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Quadratische Interpolation: Es soll versucht werden,
vier Punkte in der Ebene mit einer quadratischen Kurve zu
interpolieren.

i) Es wird angenommen, dass die Punkte g, ..., g4 nicht
auf einer Geraden liegen.

ii) Das Interpolationsproblem ist invariant unter affinen
Transformationen der Ebene. Es kann also 0.B.d.A ange-
nommen werden, dass die Daten die Form

glz[oao]a g2:[170]7 g3:[071]7 g4:[7Q]
haben.

iii) Jede quadratische Kurve beschreibt eine Parabel,

9] [g i] m + [z, 9] [z] +f=0, ac="0"

und umgekehrt (entartete Fille ausgenommen).
iv) Setzt man die Interpolationsbedingungen ein, so erhilt

man fir g1, g2, 83
/=0, d=-a, e=—c,

also

?— 1)+ 2bxy +cly* —y) =0.

Wahlt man 0.B.d.A. die Normierung a = 1, dann ist die
verbleibende Bedingung

(p° —p) +2bpg + b*(¢° —q) = 0.

v) Diese Gleichung besitzt genau dann nichtentartete Losun-
gen, wenn

pQ<p+ q— 1) > 07 <p> Q> g {<17O)7 (17 _1)7 (_17 1)}

a(x
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Satz: Das Interpolationsproblem fiir vier paarweise ver-
schiedene Punkte g;,...,g4 € R? ist genau dann nicht
mit einer quadratischen Kurve [6sbar, wenn conv(gy, . .., 1)
ein Dreieck oder ein Parallelogramm ist. Anderenfalls gilt:
Wenn die konvexe Hiille ein Trapez ist, dann gibt es eine
Losung, ansonsten gibt es immer genau zwei Losungen.

zwei Loesungen eine Loesung

/
N
N /
N /
N /
N /
N /
N /
\\ /
N /
N /
N /
\I
N 7
N /
N /
N
N /
N /
[} /
N /
N
’\
/ N
/ N
N
/ N

Sei g eine glatte Kurve in R mit Kriimmung k(0) # 0.
Dann gibt es ein H > 0, so dass das Interpolationsproblem

gj:g(hj)a |hj|<H, jZl,...,4
mit einer quadratischen Kurve c |osbar ist.
Beweis: Durch eine affine Koordinatentransformation kann
man erreichen, dass g fiir hinreichend kleines H in der Form

g |, 90 =g =0, 50 >0

g(7)

parametrisiert werden kann. Wegen ¢”(0) > 0 ist g lokal
konvex und somit ist die konvexe Hiille der Punkte g; weder
ein Dreieck noch ein Parallelogramm.
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3. Splines

Nachteile polynomialer Funktionen und Kurven:

e Globale Abhangigkeit der Funktion/Kurve von den Ko-
effizienten.

e Interpolation von Funktionenwerten liefert u.U. schlech-
te Approximation.

1,

Beispiel: Interpolation o5
von f(x) = 1/(1+252%)
an 9  aquidistanten
Stiitzstellen. o

e Erzwungene Glattheit.

Idee: Verwende stiickweise polynomiale Funktionen.
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Beispiel: Zusammenfiigen zweier Bézierkurven.

Es gibt viele Moglichkeiten, die zusammengesetzte Kurve
zu parametrisieren, z.B.:

t) =
2) c(?) {cz(t—l) fiir 1 <t <2
t f <t<]1
b) o(t) = { 1tV b =ts
co(2t —2) furl <t <3/2
Koordinatenfunktionen Fall a) Koordinatenfunktionen Fall b)
3 3
20 // RS X(t) ] ol // N X (t) ]
o y(®) o y(t)/f
o 0.5 1 15 > b 05 1 15

Die Koordinatenfunktionen sind stiickweise polynomial und
im Fall b) stetig differenzierbar.
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Ein Spline der Ordnung n ist eine Funktion, die stiickwei-
se aus Polynomen der Ordnung n besteht. Die Abszissen
7;, die die Polynomsegmente trennen, heiBen Knoten. Die
Knoten werden zu der Knotenfolge T" = {7;} zusammen-
gefasst.

Welche Glattheit kann man an den Knoten erwarten? Wenn
zwei Polynomsegmente der Ordnung n (n — 1)-mal stetig
differenzierbar verbunden sind, dann stellen sie ein und das-
selbe Polynom dar.

Man vereinbart: An einfachen Knoten ist ein Spline min-
destens (n — 2)-mal stetig differenzierbar.

L ] L]
Beispiele:
n = 2, st'uckweise linear n = 3, st"uckweise quadratisch
T T T T T 7 T T T T T
5,
ar o
3t 5
2r 1 4
il /\ | °
or — —t H—+—+—
V ol
_17
l,
_27
_3l 0 } —t —t >
L L L L L _1 L L L
-2 0 2 4 6 8 10 =2 0 2 4 6 8 10
n = 4, Stutzfunktion n = 3, kleiner Knotenabstand
30 T T T T T T 8 . . . . .
25+ 7r
6,
20
5,
I )3
° (t —75)% ar
10 3r
2,
sl
1t
0 } } } 7_: } } — ol = = H = .
J
-5 : -1
21 0 1 2 3 4 5 6 7 -2 0 2 4 6 8 10
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Frage: Betrachte nun Splines der Ordnung n + 1. Fiir
jeden Knoten 7; ist die abgebrochene Potenz

(t o Tj)i y Rt T max{O, Z} )

ein Element des Splineraums. Betrachte 0.B.d.A. die Kno-
ten 7; := 0 und 7,1, := h, dann sind

t" und (t—h)}

Splines und folglich auch die Linearkombination

A <0
pult) = EZEZE L e
(1"~ (t— b))/ (nh)t > b

Im Grenziibergang gilt 7; = 7,41 und

: n—1

}1{% fu(t) =t
die Differenzierbarkeitsordnung ist also nur noch n — 2.
Man vereinbart: An einem k-fachen Knoten, ist ein
Spline der Ordnung n+1 (n—k)-mal stetig differenzierbar.
Stetigkeitsargument: Sei 7; = --- = Tj3;_1 = 0 ein
k-facher Knoten und 7, = h, dann sind per Induktions-
annahme die abgebrochenen Potenzen

gt T nd ()

Elemente des Splineraums. Betrachte die Splinefunktion
PR Gl e o () (=R)" "
h - n )
(k><_h>k
dann folgt fiir £ < n mit Hilfe der binomischen Formel

lim fi,(t) = ter
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Die Knotenfolge T' eines Splineraums der Ordnung n ist
eine endliche, monoton wachsende Folge reeller Zahlen der
Form

T =71,..., Tmin -

Die Knotenfolge heillt nicht entartet, wenn
Tn < Tontls T < Tty Tj<Tjgn V J, M 2=>Mn.

Ein Spline der Ordnung n liber der Knotenfolge T’ ist ei-
ne Funktion f : R D D — R, die auf den Intervallen
[7j,Tj+1) mit Polynomen der Ordnung n ibereinstimmt
und an k-fachen Knoten (n — k — 1)-mal stetig differen-
zierbar ist.

Der Raum aller Splines der Ordnung n iiber einer Knoten-
folge T wird mit S,, 7(D) bezeichnet.

Konventionen: AuBerhalb des Intervalls [y, 7;,1.,] sind
alle Splines identisch Null.

Meist wahlt man den Definitionsbereich D = D(T) =
[T, Trnt1).

Die Anzahl der identischen Nachfolger eines Knotens ist
#j =max{k: Tj =T} .
Fiir die k-fache Wiederholung eines Knotens schreibt man

TSk =TTy, Ty

7

VO
k—mal
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Beispiel: T = —1,0%2,1$3,2, 3, 4.

T -1 0 0 1 1 1 2 3 4
n=1m=8|[t]| » T3 T™u 75 T§ Tr T3 [T9
n=2m=7 T [T 3 T4+ T5 T T7 [Tg| T9
n=3m=60 17 T [B] T4 5 T6 [T7]| T8 T9
n=4m=>5|17 T T3 [T4| 75 [T6] T T3 T

T ist entartet fiir n = 1, 2, 4 und nicht entartet fiir n = 3.

Theorem: Der Raum §,, 7 ist linear. Fiir eine nicht-
entartete Knotenfolge 1" ist eine Basis des Raums

Snr(D(T)) gegeben durch

ait)=(t—7), j=1:m.

Insbesondere ist dann dim S, 7(D(T))

||
S

Beweis: Die Linearitat ist trivial. Zunachst wird die Di-
mensionsformel per vollstandiger Induktion bewiesen:
Induktionanfang: Fir m = n ist dim S, 7(D(T)) = n.
Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fiir m.
Induktionsschluss: Fiige in eine Knotenfolge 1" der Lange
m + n einen weiteren Knoten 7* € (7, T;,21) ein. Ist k
die Vielfachheit des neuen Knotens 7*, dann gilt

S, 7x(D(T)) = S,r(D(T)) ®span(t — 77)7"
also ist dim S, 7+ (D(T)) =m + 1.

Die m Funktionen a'/(t) sind linear unabhéngig und liegen
in S, 7(D(T)). Folglich bilden sie eine Basis.
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Beispiel: Basis {a/(f)}].; aus abgebrochenen Potenzen
fiir n = 4 und die Knotenfolge

T=-1-1,-1,01,1,3,3,3,4,5,55,5.

3 >

2.5 7
2 ! =

1.5

T
-
|

A _

Ve
27
X
0.5 7 —
s,
s,
[
(@] —= _

—O._52 (@) 2 4 (]

Splinefunktion f(t) = > . q;aj(t) mit Koeffizienten
q=13,1, —-1,0,5,2, =7, =3, —1, —6] .

kubische Splinefunktion

erste Ableitung

\ \ \ 8 \

zweite Ableitung dritte Ableitung
T " T " T
10f 10
5 | | ‘
| | | 0 _—
or | | |
- \1 | | -10
-10f !
-15} | -20
20 ‘
-30
_25 L
—307 -40
-35
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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Nachteile der Basis aus abgebrochenen Potenzen:

e keine Symmetrie
e globaler Charakter

e keine erkennbare Relation zwischen Koeffizienten und
Geometrie

e mangelnde Stabilitat (Koeffizienten klein, Funktion groB)

Konstruktion einer Basis mit giinstigeren Eigen-
schaften:
n = 1, wahle charakteristische Funktionen der Segmente:

1 fUrTj§t<Tj+1

00) = x((m730)) = {

n = 2, wahle Hutfunktionen:

sonst .

‘ , ur 7, Tix1
Tjit1 — Tj J I
t)={ _Ti+2—t
] fur .. <t <t
Tj+2 = Tj+l s = It
\O sonst .
n = 1, charakteristische Funktion n = 2, Hutfunktion
1.2t | | | | | | 1 1.2t | | | | |
1r @ — ) bt]y' il 1k
0.8f i 0.8f
0.6f 1 0.6f
b2
0.4 1 04 J
0.2¢ 1 0.2f
Or f } } f = or f ! } } =
ol Tj Tjt1 02 7j Tj+1 Tj+2
2 -1 o 1 2 3 4 5 =2 -1 o 1 2 3 4 s
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Sei T' eine einfache Knotenfolge. Dann gibt es bis auf Ska-
lierung eindeutig bestimmte Splines

71+n

bl (t) = Z qj1 ap(t)

der Ordnung n liber T" mit kompaktem nichtleeren Trager.
Fiir diesen gilt

supp b = s} = [1}, Tj1a] -

Beweis: Fiir festes ¢;;:, # 0 und ¢ > 74, ist das
Gleichungssystem

Z dj.k CLZ(t) = —qjj+r a?+r<t) y t > Tjtr

aufgrund der Basiseigenschaft der Funktionen

-1 -1
(t—71)" . (t— Tjpn—1)"
fiir r = n eindeutig l6sbar und fiir » < n unlosbar.

n=4 n = 8, "aquidistant

0.81
0.8

0.6
0.6r

0.4r
0.4

0.2 0.2

or + : ; ; —> o

Tj  Tj+1 Ti+2 Tj43 Tj4+4 | | Tj
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Theorem: Lokale Basis
Sei T' einfach und {07,757 = 1 : m} eine Folge von
Splines wie oben definiert, dann gilt

Zb?(t)pj =0 fir té€ |[m, 1)
J

= pi=0 fir j=k—n+1:k.

Beweis: Sei j* :=min{j:k—n < j <kAp; #0}
Der Spline

f(t) = {Zf]* Pj b?(t) fur t <1y

0 fur t> 1

hat nichtleeren Tréger in |7, 7j;]. Widerspruch.

Theorem: Globale Basis

Sei T einfach. Jede Folge 0, ..., b von Splines gemaB
der obigen Konstruktion bildet eine Basis des Spline-

raums S, 7(D(T)).

Durch .
Y vity=1, teD(T),
j=1

ist die Basis {07, 7 = 1 : m} eindeutig bestimmt. Die Ba-
sisfunktionen heiBen dann B-Splines.
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Beispiele:

n=2 n=3
1F | ‘ ‘ ‘ | | 8 1r
0.8f 8 0.8f
0.67 8 0.67 1
0.47 8 0.47 1
0.2f 1 0.2f .
o 1 i 1 +—1 > o — T f 1
—0.2t E -0.2t
4 o 1 2 3 4 5 6 0 é 21 6
n = 4, uniform -
1r | | 8 1r 1
0.87 8 0.87 1
0.6f 1 0.6f
0.47 8 0.47
0.2f 1 0.2f \
or i i ] or Il
-0.2f 8 -0.2f
-5 0 5 10 -0.5 0 05 1 1.5

Fiir beliebiges 7 € R gibt es Funktionen ¢”(7) mit
(t—7)" an "r), teD(T). (1)

Die Funktionen wn(T) sind Polynome der Ordnung n, da
0= D"t —7)" Z b (t) DMy

und folglich D% (1) = 0. Ist spe2|e|| T = Ty, dann gibt
es eine Konstante P Mit

(t — Tk)n_l = bZ(t)pk , 1€ [Tk,Tk+1) .
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Also ist
an Jm) = b =0, t € [Th, Th1)

und nach dem Satz ,lokale Basis” gilt W}L(Tk) = 0 fir
k—n <j <k, bzw.

i) =0 fir j<k<j+n.

Es gibt demnach eine Konstante ¢ mit

¢n( )_C (Tj+1—7)"‘<7j+n—1—7>-

Dividiert man (1) durch (—7)""! und betrachtet den Grenz-
wert 7 — oo, dann erhalt man

L= bit)e, = d=1.
J

Theorem: Marsden-ldentitat
Fiir einfaches T', t € D(T') und

%’l(ﬂ = (Tjp1 = 7) (Tjyn—1 — 7)

(t—7)" Zb”

gilt

Ubernimmt man die Definition der Funktionen 7 fir be-
liebiges T', dann sind die Funktionen ¢ ,,... 4y linear
unabhangig, sofern 7. < 7;.1. Damit kann die Marsden-
|dentitat zur Definition von B-Splines fiir beliebige Kno-
tenfolgen verwendet werden.
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Definition: B-Splines
Sei T' = |71, ..., Timin) ein beliebiger Knotenvektor. Die
B-5plines b7j=1,...,m sind definiert durch

supp b C 7 = [1), Tjn]
und

(t—7)"" ! = Z BrYR(T), t€ D(T) = [Ty, Tint1) -

Bemerkungen:

e Fiir t € |7, 7;11) kann der Summationsindex auf j =
k —n+1: k eingeschrankt werden. Dadurch entsteht
ein lineares Gleichungssystem fiir die Berechnung von
b7 auf dem Intervall |7y, 7j41).

o Fiir Tj = Tjin Ist b;L = 0.
e Fir einfache Knoten stimmt die Definition mit der von
Seite 62 iiberein.

n = 4, vgl. Seite 59

2 RO

—2
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Theorem: Globale Basis

Sei T = |[m,...,Tmsn| nichtentartet, dann bilden
die B-Splines b7,...,0!' eine Basis des Splineraums

Beweis: Es wird gezeigt, dass sich alle abgebrochenen
Potenzen a; als Linearkombination von B-Splines darstel-
len lassen. Da die Anzahl der B-Splines mit der Raumdi-
mension ibereinstimmt, folgt die Behauptung.

Sei zunachst #k = 0, dann gilt

ap(t) = (t — 1) Z b% ()i (73)
1>k

da () = 0firk —n <j <k
Allgemeln gilt fiir #k = ¢:

aZ(t):(t—Tk)i_1_€—< in—1-0) an (t) DL’ (7y) -

(n—1)! =
Dabei verwendet man, dass ¢(7) fir k —n+ £ <j <k
einen (¢ + 1)-fachen Faktor (7, — 7) besitzt und folglich
DLl (1) = 0 ist.

Lokale Basis: Einschrankung der Knotenfolge auf
Thnils - - - Thin 2eigt: Die B-Splines bilden eine lokale Ba-
sis im Sinne von Seite 62.
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Da die Funktionen 1; stetig von den Knoten abhangen,
hidngt auch (%) stetig von den Knoten ab, sofern ¢ kein
Knoten mit V]|e|fachhe|t > n ist. Dies erméglicht es haufig,
Eigenschaften fiir einfache Knoten abzuleiten und durch
Grenziibergang auf beliebige Knotenfolgen zu iibertragen.
Z.B. kann man damit zeigen, dass b'/(¢) nur von den Kno-
ten 7;,...,Tj4, abhangt.

Partition der Eins: Dividiert man die Marsden-Identitat
durch (—7)""!, dann erhilt man fiir 7 — oo

Y vity=1, teDT).

Definition: Splines in B-Splineform
Ein Spline in B-Splineform ist gegeben durch

= Z b7 (t)p; -

Die Koeffizienten p; heiBen Kontrollpunkte (oder auch:
de Boor-Punkte, B-Splinekoeffizienten, Steuerpunkte).

Fasst man die B-Splines zu einem Zeilenvektor B" =
b}, ..., b" ] zusammen, so erhdlt man die Darstellung

f(t)=B"P.

Verwendet man Kontrollpunkte p; € R? so entsteht eine
Splinekurve in RY,

f(t) = B"P.
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Differenziation von B-Splines: Aus f € S, 1 folgt
Df € S,—1 7. Fiir die Ableitung eines B-Splines mit ein-
fachen Knoten gilt

supp Db} C [1, Tjen] = Db = a;bj + 851 0

Die Konstanten lassen sich folgendermaBen bestimmen:
Zunachst folgt aus der Partition der Eins

SRS SRS SR
J J
und damit or; = —f3;. Die Marsden-Identitat liefert nun

(n— 1)t"2 Z¢ 0) Db’ (t
—§:% 1(0)) b 7H(E)

Vergleich mit
(=1 = (0= 1) Y08 )
ergibt
(n—1)¢77(0) n—1

VTP =0 T —T,

und schlieBlich
bn—l bn 11
Dbg&_(nn( {1_1‘ Al ) .

’Sj |S]—|—1
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Aufgrund der stetigen Abhangigkeit der B-Splines von den
Knoten ist diese Gleichung fiir beliebige Knotenfolgen giiltig
(sofern an den Knoten eine Ableitung definiert ist). Ist ei-
ner der Trager degeneriert, dann wird der entsprechende
Summand weggelassen.

Differenziation von Splines: Sei

ft) = Z b (t)p; € S

J

ein Spline der Ordnung n iliber T', dann ist
Df(t) = b~ (t)p
J

ein Spline der Ordnung n — 1 iiber T.
Fiir die Kontrollpunkte der Ableitung gilt

(n—1)p; —pji-1)

e

j p—

Die Knotenfolge der Ableitung kann reduziert werden, wenn
nur der Definitionsbereich D(T") betrachtet wird: Zun&chst
ist der erste und der letzte Knoten iiberfliissig, auBerdem
kann ein n-facher Knoten zu einem (n — 1)-fachen Knoten
reduziert werden. Es ist also Df € S,,_; pr mit

T=m1,...,7:30, ..., Tmin
DT =7, ....1:8(n—1), ... Tian1

Wenn T nicht entartet ist, dann ist auch DT nicht entar-
tet.
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Integration: Zur Integration eines Splines muss die Kno-
tenfolge erweitert werden, beispielsweise durch Verdopp-
lung des ersten und letzten Knotens:

—1
D T:7_177-17°"77-m+n77-m+n .

Es gilt
—11n t n |Sn‘ n
D 1bj (t) = / b (1) dr = —- ka(t)

o k>
und insbesondere

i ar = 2
mdr==10

Formel fiir Spline D! f(t) als Ubung.

Rekursion: Es gilt

(t . T)n _ Z b?_H( >¢n—|—1 Z bn wn
J

Substitution der Bézierdarstellung

gy T == T) 4 (5 = 7))

57|
ergibt
b
(t — T)”:Z<¢;z+1<7'><t—7']) wn—l—l( ><Tj+n_t)) %

zgjjwlm ( S B+ ww).

j+1‘
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Theorem: Rekursion
Mit

gilt die Rekursionsformel

b = x ([, 7j+1))

1
DT = wyi by + (1 —wjy,) by, .

Summanden mit leerem Trager werden weggelassen.

‘J/\ e

Tj Tj4+n+1

n

Da alle Gewichte w’

auf s7 nichtnegativ sind, folgt:

Theorem: Partition der Eins

Die B-Splines 07, ..., b bilden eine nichtnegative Par-
tition der Eins auf dem Intervall D(T).
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Fiir einen Spline f(t) = > . b} (t)p; gilt
()= () (wi~ (Opy + (1= wf = (8)pj-1) -

J

Halte ¢ = ¢, fest, dann stimmen die Splines f(¢) und

an ) (w (to)ps + (1 — wl ™' (to))pj—1)

an der Stelle t =ty uberein.

o f(t) = 2. Dj b?_l(t) ist ein Spline der Ordnung n — 1
tiber T

e Die neuen Kontrollpunkte
pj = wj(to)p; + (1 — wj ™ (to) )pj—1
sind Konvexkombinationen der alten Kontrollpunkte.

e Ist ) € |7}, Tk11), dann sind fiir den Spline f die Kon-

trollpunkte pg_ni1, ..., px relevant; fiir den Spline f
sind die Kontrollpunkte pi._,,19, ..., pi relevant;

e |teration ergibt ein Dreiecksschema analog zum de Cas-
teljau-Algorithmus.
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de Boor-Algorithmus: Auswertung des Splines f(t) =
>_;bj(t)p; der Ordnung n iiber T" an der Stelle t = 1, €
D(T).

e Bestimme Index & so, dass tg € |7y, Tri1).

e Initialisiere Dreiecksschema mit den Kontrollpunkten
P = [Pronits .-, Pi.
e Berechne rekursiv das Dreiecksschema

(n)
pk: n+1

(n) (n—1)
Pi_nio \ Pi_nio

(n) (n—1) (n—2)
Pi_ ny3 \ Pi_ni3 \ Pi_n+3 .

(n) (n—1) (n—2) | 1)

P, — Py — Py — 0 Py
Zur Berechnung des Punktes pﬁ-y) verwendet man das
Gewicht ,

v 0™ T]
w,(ty) =

Der Pfeil — steht fiir Multiplikation mit w?(to).
Der Pfeil ™\ steht fiir I\/Iultiplikation mit (1 —w}(to)).

Der Spline f")(t) = D p‘7 b”() der Ordnung v
stimmt mit f(¢) and der Stelle t =t tberein.

e Der gesuchte Wert ist f(ty) = pg).
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Beispiel: n =4, t; =2

T=0,0001,34,555
p=-216,4,0,8, —1

eEsgilt2¢[1,3) = k=05
e Die relevanten Kontrollpunkte sind p* = 16, 4, 0, 8.

e Das Dreiecksschema ist

e Der gesuchte Funktionswert ist f(2) = 3.

12

10
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Knoteneinfiigen: Sei T die Knotenfolge, die entsteht,
wenn in T" der Knoten 7 € |7}, T;11) eingefiigt wird,

(Tj furjgk

Tj =T fir g =k+1
Tj—1 fur]>/€+1

\

Seien IA)? die B-Splines iiber T, dann gilt wegen S, 7 C Sn,T

(- .
b3 firg <k—n
bi = q ab) + B,y firk—n<j<k
07 fir j > k.
Zur Bestimmung der V\
Konstanten «;, 3; sei == : .
zunachst  wieder T Tj Tj+l Tj+2 Tj+3
einfach, das allgemeine ) )
Resultat folgt dann aus b b1
Stetigkeitsgriinden. .
'fj 7A'j+l T ’fj+3 %j+4

Fir t € [7;,7j+1) gilt (siehe Seite 66)

b(E) = @l (t)/W(ry) . DI(E) = @l (t)V(7), B (t) =0
Daraus folgt fiir a; (und analog auch fiir 3;)

T—Tj

Qj = —=wji(T), fj=1—wi,(7).

Tjtn = Tj
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Fiir einen Spline f(t) = >, b} ({)p; ist

fit)=">" bitpi+ > bitpi+ > bi(t)p;

J<k—n j>k j=k—n+1
= > e+ > Bbp-
j<k—n j>k+1
k - A
F0 (@B + (1= (7)) By (1)
j=k—n+1
Es gilt
1 flirj=F—n+1
W(F) = QwiTHF) firk—n+1<j<k
0 firg=k+1
und damit
ft) = Z b (t)p; + Z b (t)pj1
J<k—n+1 >k
k: A
+ Y B B+ 0= e () p)
j=k—n-+2

Die neuen Kontrollpunkte stehen also in der zweiten Spalte
des de Boor-Dreiecks zur Auswertung von f an der Stelle
t=r.
lteration ergibt: Der de Boor-Algorithmus zur Auswertung
von f an der Stelle ¢ = 7 entspricht dem Einfiigen eines
(n — 1)-fachen Knotens 7. Insbesondere gilt

#ji=n—-2 = f(1;) =pj-1.
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siehe Seite 74

Beispiel:

16

7



Konvergenz: Wiederholt man das Knoteneinfiigen so,
dass der maximale Abstand zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Knoten klein wird, so konvergiert die Folge der
erzeugten Kontrollpolygone rasch gegen die definierte Spli-
nekurve.

Beispiel: n = 3, uniforme Knotenfolge, fiige jeweils in die
Mitte zwischen zwei Knoten einen neuen Knoten ein.

Knotenentfernen Das Enfernen von Knoten ist im All-
gemeinen nur naherungsweise moglich. Man kann analog
zur Gradreduktion bei Bézierkurven vorgehen. Soll ein Kno-
ten 7; entfernt weden, dann bestimmt man die neuen Kon-

trollpunkte p beziiglich der reduzierten Knotenfolge 1" so,
dass Einfiigen von 77 in T' eine minimale Abweichung von
den urspriinglich gegebenen Kontrollpunkten erzeugt.

Ist I die (n 4+ 1) x n-Matrix, die das Einfiigen von 7;
fiir die relevanten Knotrollpunkte beschreibt, dann ist die
n X (n + 1)-Matrix R fiir das Entfernen von 7; gegeben

durch
R:=(I''I".
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Geometrie von Splinekurven

Eine B-Splinekurve in R? hat die Form
f(t)=>» bt)p;, pj R

J

Das Kontrollpolygon p von f ist die stiickweise geradlinige
Verbindung der Kontrollpunkte.

n=4 n =4
_H'H T T | T T T : > _H'Hl T : : : : : >
n = 4, dreifacher Knoten n = 4, dreifacher Kontrollpunkt
——t—t+— 1+ 1

79



Wachsender Grad bei gleichbleibendem Kontrollpolygon
bewirkt eine zunehmende Glattung der Splinekurve. Im

Beispiel ist der erste und letzte Knoten jeweils n-fach, da-
zwischen ist die Unterteilung dquidistant.

54

n =12
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Da B-Splines eine nicht-negative Partition der Eins bilden,
haben B-Splinekurven unter anderem folgende Eigenschaf-
ten:

e Konvexe Hiille Die B-Splinekurve liegt in der kon-
vexen Hiille des Kontrollpolygons,

f(t) € conv(P), te D(T).

e Lokale konvexe Hiille Das Segment (|75, 7%11))
einer B-Splinekurve liegt in der konvexen Hiille der re-
levanten Kontrollpunkte,

f<t> = Conv(pk—n—i-la ce 7pk> , 1€ [Tka Tk—l—l) '

e Affine Invarianz Die affine Abbildung der Kurve
entspricht der affinen Abbildung der Kontrollpunkte,

Af(t +a—an (Ap; +a) .

konvexe H"ulle lokale konvexe H"ulle
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Lineare Prazision: Die Greville-Abszissen (" Mittel der
inneren Knoten") sind definiert durch

S

T, = (Tj1+ -+ Tjpn—1)/(n — 1) .
Damit gilt (siehe Aufgabe XX):

L= bi(t)r;

Skalare Kontrollpolygone: Im skalaren Fall d =
identifiziert man die Funktion f(¢) mit der Kurve |t, f(t )]

:Zb?(t)pj — [t,Zbg‘(t)p] an .0

Beispiel: Skalares Kontrollpolygon, de Boor-Algorithmus,
siche Seite XX.

15¢

10+
5¢ \

I i | - | | H—= |
-5 X X Y4 Y4 X X
XX X X %X X X X
~10} XX X XXX X X X
-1 0 1 2 3 4 5 6
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Verallgemeinerte Bézierkurven: Sei
_ (n) _(n)
T=.. T Ty s

dann sind alle Splinesegmente unabhangig voneinander.
Auf einem Intervall [a, B) := |7k, Tp11) sind genau die B-

Splines b;_, .1, ...,0; von Null verschieden. Diese stim-

men mit skalierten Bernsteinpolynomen b? liberein,

~

T — «
L= (525) . te ).

Folglich gilt fiir t € [, )

Z bk n+] pk—n+] Z by (t —~ a) Pk—n+j -

Das Splinesegment stimmt also (bis auf Umparametrisie-
rung) mit der Bézierkurve zu den relevanten Kontrollpunk-
ten iiberein.

Die Bézierdarstellung einer B-Splinekurve erhalt man, in-
dem man mit Hilfe des de Boor-Algorithmus alle Knoten
auf die Vielfachheit n bringt.
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Theorem: Variationsminderung

B-Splinekurven sind variationsmindernd. Das hei3t, fiir
jede Hyperebene h : xa' — d = 0 und eine Splinekurve
f = B"P gilt

LV ZW (fa' — d) < #VZW (Pa' — d) .

Beweis: Der de Boor-Algorithmus ist variationsmindernd,
da nur Konvexkombinationen benachbarter Kontrollpunk-
te durchgefiihrt werden. Folglich ist auch die Transforma-
tion einer Splinekurve auf Bézierdarstellung variationsmin-
dernd. Da Bézierkurven variationsmindernd sind, folgt die

Behauptung.

\

Lokale Kontrolle: Andert man den Wert eines einzel-
nen Kontrollpunkts p;, so andert sich der zugehérige Spline
der Ordnung n nur auf dem Intervall |7}, 7;,).
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Geschlossene Splinekurven: Geschlossene Kurven wer-
den durch periodische Funktionen dargestellt,

c(t)=c(t+1L).

Die kleinste positive Zahl L, fiir die diese Gleichung gilt,
heiBt Periode der Funktion. Alle Argumente, die sich um
ein Vielfaches von L unterscheiden, werden identifiziert:

ot —2Lb~t—L>~t~t+L~t+2L---, telR.
Das dadurch entstehende Definitionsgebiet ist R/ L.

geschlossene Kurve periodische Koordinatenfunktionen

h .
i 1

Fiir periodische Splines muss die Knotenfolge kompatibel
zu R/L sein. Dies ist der Fall, wenn das Definitionsgebiet
D(T) die Lange L hat und

Somit miissen fiir einen periodischen Spline nur die Knoten

Tn’ ¢ o o 77-m_|_1

angegeben werden. Die Periode L ist dann L = 7,1 — 7).




Periodische B-Splines der Ordnung n lassen sich sinnvoll
definieren, wenn m > 2n — 1 ist. Sie entstehen durch
periodische Fortsetzung, d.h. durch

2 :b]+k (m—n+1)"

keZ

Damit hat eine geschlossene B-Splinekurve die Form

Beispiel: 7' =10,0,1,2,3,5], n =14

periodische B — Splines

L
1 A

Sei m > 2n — 1. Der Raum der periodischen Splines iiber
der nichtentarteten Knotenfolge

=

T:Tn7°"77_m-|-1

hat die Dimension m + 1 — n, und die periodischen B-
Splines

n n
1y r»“Y“m+1—n

bilden eine Basis.
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Beispiel: Appproximation des Einheitskreises durch pe-
riodische uniforme Splines. Der Fehler err gibt die maxi-

male radiale Abweichung an.

n=3 er=12e-1

n=24 er =14e-2

>

(_

n=>5, emr=285e-4
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4. Multivariate Splines

Gesucht: Eine Verallgemeinerung des Splinebegriffs zur
Modellierung von Funktionen

f:R*— RY
insbesondere zur Modellierung von Flichen R? — RY.

Idee: Betrachte eine Schar von Splinekurven, deren Ko-
effizienten selbst wieder Splines sind,

Z bk (t)Pr(s Z bk (t (Z bf?(8>pj,k)-

Definition: Gegeben seien die Knotenfolgen

S O1y...-,0m1n
T Tl’...,Tm+n

fiir Splines der Ordnung n bzw. n. Ein bivariater Tensor-
produkt B-Spline (TPB-Spline) der Ordnung (72, n) ist de-

finiert durch )
bk (s, 1) = b ()b (t).
Ein Tensorproduktspline (TP-Spline) in B-Splineform ist

gegeben durch
Z b] ACRD) J¥

Die Koeffizienten p; helBen Kontrollpunkte, das kanoni-
sche Definitionsgebiet ist

D(S,T) = D(S) x D(T).
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Satz: Seien die Knotenfolgen S und 71" nichtentartet, dann
bilden die TPB-Splines eine linear unabhangige positive
Partition der Eins iiber dem Definitionsgebiet D(S,T).

Beweis: Lineare Unabhangigkeit:
0= 0 s e = > O (D b s)pi)
7.k k J

= Zby(s)p]k = 0 fir alle k&

J
= p,r =0 fiir alle 7,k

Partition der Eins:

N (s, 1) = S bt) (Z b;?(s)) ~ N ) =1
7.k k j k

TP-Splines sind stiickwei-
se polynomial iiber der
durch die Knotenfolgen S
und 1" definierten Partition

der Parameterebene. Der
Trager des TPB-Splines

nn -

bj,k ist

supp b?,? =

[Ujao'j+ﬁ] X | Thy Thgn)-
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Biquadratischer TPB - Spline

Bilinearer TPB - Spline

TPB - Spline, Grad (2,3)

Bikubischer TPB - Spline
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TP-Splineflichen: Durch bivariate TP-Splines in R?
lassen sich Flachen modellieren,

Zbyk S, 1)Pjks  Pik c R,

Die stiickweise geradllnlge Verbindung der Kontrollpunkte
heiBt Kontrollnetz.

TP-Splineflachen haben u.A. die folgenden Eigenschaften:

e Affine Invarianz Die affine Abbildung der Flache
entspricht der affinen Abbildung der Kontrollpunkte,

Af(s,t) +a= > by (s,t)(Apj + a).
5.k

e Konvexe Hiille Die Splineflache liegt in der konve-
xen Hiille der Kontrollpunkte,

f(D(S,T)) C conv(P) .

Lokale konvexe Hiille Ein Flichenstiick (" Patch”)
der Splineflache liegt in der konvexen Hiille der relevan-
ten Kontrollpunkte,

f([O'g, O‘g+1> XN[Tg,Tg+1>>C i
Conv({pj,kzé—ﬁ<j §€,€—n<k§€}).

e Parameterlinien: Kurven mit konstantem Parame-

ter t (bzw. s) sind Splinekurven der Ordnung 7 iiber
S (bzw. der Ordnung n iiber T').

e Bilder von Geraden Das Bild einer Geraden (at+
o, B1t+0y) ist eine Splinekurve der Ordnung (n+n—1).
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Beispiele:
a) Biquadratische Splineflache mit Knoten

T=5=1[0,00,1,23,4,5, 5,5 .

Kontrollnetz Splinefl"ache

b) Geschlossene uniforme bikubische Splineflache

Kontrollnetz Splinefl*ache
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Parametertransformation: Eine bijektive Splineflache
in R? kann als Parametertransformation aufgefasst werden.
Dies ist insbesondere niitzlich zur Modifikation von Bildern.
Sei ¢ := [0,1]> — R ein Bild und f := [0,1]* —
0, 1]* ein bijektiver TP-Spline, dann ist ¢ := c o f~! das
modifizierte Bild.

Kontrollpunkte modifizierte Kontrollpunkte

Identit"at Transformation

P
i, -

! -

l I
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Probleme:

e Knotenlinien durchlaufen das gesamte Definitionsge-
biet. Deshalb ist keine lokale Kontrolle der Knotendich-
te moglich.

Lésung: Hierarchische B-Splines.

e Die einzige geschlossene Splineflache, die sich mit TP-
Splines modellieren 13Bt, ist der Torus. Grund ist der
Eulersche Polyedersatz

#Flachen + #Ecken — #Kanten = const.

Lésung: Geometrische Glattheit, singuldre Parametri-
sierung.

Splineraume beliebiger Topologie

Es besteht die Notwendigkeit, Splinerdaume zu definieren,
bei denen die einzelnen Flachenstiicke nicht schachbrett-
artig zusammengesetzt sind. Es sollen sich also in einem
Flachenpunkt eine beliebige Anzahl NV von Flachenstiicken
gemeinsam sein konnen. Die Zahl N heiBt Ordnung eines
Punktes.

Ein Punkt der Ordnung

e 1 ist ein innerer Punkt.

e 2 ist ein Punkt auf einer Kante.

e 4 ist eine reguldre Ecke.

@ 3,5,0,... ist eine irreguliare Ecke.
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Beispiel: Mogliche Topologische Strukturen zur Model-
lierung einer geschlossenen Flache vom Geschlecht (. Die
Bilder oben zeigen nicht die Geometrie der zu erzeugenden
Flache, sondern sondern die Nachbarschaftsbeziehungen
zwischen einzelnen Flachenstiicken. Beachte: Beim Unter-
teilung jedes Segments in vier Teilsegmente andert sich die
Anzahl und Ordnung der irregularen Ecken nicht.

VA

VN
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Lerlege die gesuchte Splineflache in einzelne Bézierflachen
der Bi-Ordnung n,

£(s,t) = Z Py b} (s)0i(t) = (0"(s))" PTO"(2).

Dabei lauft £ in einer Indexmenge L, die alle Flachenstii-
cke zahlt, und P’ ist eine (n+1) x (n+1)-Matrix von Kon-
trollpunkten, die jeweils separat fiir die xyz-Koordinaten
auszuwerten ist.

Das Definitionsgebiet eines einzelnen Patches ist das Ein-
heitsquadrat

w = [0,1]%,
entsprechend ist das Definitionsgebiet der gesamten Spli-

neflache
:=wx L.

Die Splineflache hat also die Form
f:Q3 (s, t,0)— (s, t) = "(s)) PV (t) € R

\
/
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Das Definitionsgebiet wird zusatzlich mit einer Nachbar-
schaftsrelation versehen, die angibt, welche Kanten welcher
Flachenstiicke zusammengefiigt werden sollen.

Betrachte zwei Patches f¢ und f¢, die folgendermaBen zu-
sammengefiigt sind:

£00,u) = f'(u,0), wuel01]

Alle anderen moglichen Falle folgen aus Symmetriegriinden
analog.

f’ und f* erfiillen die Bedingung, wenn die Kontrollpunkte
entlang der gemeinsamen Kante iibereinstimmen,

( (
pO,k:pk,Ov k‘:O,...jn.

97



Die beiden Patches schlieBen parametrisch glatt aneinan-
der, wenn die transversalen partiellen Ableitungen entlang
der gemeinsamen Kante gegengleich sind,

Df'(0,u) = —Dyf'(u,0), we0,1].

Insbesondere erfiillen die Flachenstiicke von TP-Splineflachen
liber uniformen Knotenfolgen diese Bedingung.
Die entsprechende Bedingung fiir die Kontrollpunkte ist

¢ ¢ 0 ¢
P1r — Pok = Pro — Pk

bzw. , ; ,
pl,k+pk,1 — 2p0,k N k — O,...,TL.
Damit lassen sich die Kontrollpunkte entlang der Kanten

eindeutig aus den inneren Kontrollpunkten der einzelnen
Patches durch Mittelung berechnen.

Y
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Betrachte eine Ecke der Ordnung N und bezeichne die Ma-
trizen der Kontrollpunkte der angrenzenden Patches mit

PLP% ... P"
Gegeben sind die inneren Kontrollpunkte
Pln 1,1:n—1> gzla"'aNa
aus denen die Randkontrollpunkte
( i
P,., P

°)

berechnet werden sollen. Es gilt

Po. =Py = (Plr+pPii)/2 k=1...n-1L

Damit erhalt man

Poo— <P10+P€+1)/2: (P11 JFP11+P€+]L er2)/4
Da der Kontrollpunkt der Ecke fiir alle Patches derselbe

NP 41
ist, Poo = Poo . &ilt

P1 )+ p1 , + p€+1 1 pﬁQ _ P1 + p£+1 1 p£+2 n pg+3

(—1 (43
= P11 = P11 -

Die Folge p‘, ¢ € Z, ist also 4-periodisch, auBerdem ist sie
nach Konstruktion N-periodisch. Daraus folgt, dass der
regulare Fall N = 4 unproblematisch ist. Fiir N # 4 ist
die konstante Folge
N
p%,lz”':pl,l =- 1
die einzig sinnvolle Wahl. Dies ergibt
Pg,o = P?o = Pg,1 = P§,1 =m, (=1,...,N.

Es fallen also in jedem Patch vier Kontrollpunkte im Punkt
m zusammen.
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Fiir die partiellen Ableitungen gilt
D,f£4(0,0) = D,£(0,0) = 0.

Das Flichenstiick ist also im Punkt m = £%(0,0) singular
parametrisiert und im Allgemeinen nicht glatt. Bei geeigne-
ter Wahl der benachbarten Kontrollpunkte kann allerdings
Glattheit garantiert werden.

Satz: Sei
¢ o0 0
Poo = P1o = Po1 = P11 =1,

dann besitzt das Flichenstiick f* im Punkt m eine ste-
tig differenzierbare regulare Umparametrisierung, wenn die
Kontrollpunkte

0 0 0 i
m, Pso; P21, Po2) P12

koplanar sind und in der Darstellung

[pé,l - m] _ [0/ 51 [pé,o — m]
plo,—m| |7 & |pl,—m

die Koeffizienten (3, v positiv sind.

0o
o
o © 00 00 o o0 O
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Damit ergibt sich folgender Algorithmus zum erzeugen sin-
gularer Splines:

e Falls es ein Flachenstiick gibt, das zwei irregulare Ecken
enthalt, wird jedes Flachenstiick binar in vier separate
Teile geteilt.

e Jedem Flachenstiick werden vier Kontrollpunkte zuge-
wiesen.

e Fiir ein Flachenstiick ohne irregulare Ecken werden die
Kontrollpunkte als innere Bézierpunkte iibernommen
und die Bézierpunkte am Rand durch Mittelung mit
den Nachbarkontrollpunkten gewonnen.

e Fiir eine irregulare Ecke der Ordnung N miissen die
Kontrollpunkte

14 !/ /
P11, P215 P12
modifiziert werden:

— Ersetze Pli,1 durch das arithmetische Mittel

N
1 |
i .
ply — me= Y pl =1
7=1
— Projiziere die Punkte pg’l, p§72 in eine gemeinsame
Ebene h, die den Punkt m enthalt (z.B. Ausgleich-
sebene).
e Berechne alle restlichen Kontrollpunkte durch Mitte-
lung.
e Verifiziere die Positivitit der Koeffizienten 3¢, ~*.
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Singulare Splines sind ein einfaches Konstruktionsprinzip
zur Modellierung von C'!-Flichen, haben aber folgende
Nachteile:

e Der Polynomgrad (3, 3) ist nicht optimal.

e Die Flachenkriimmung ist in einer Umgebung des sin-
gularen Punktes nicht beschrankt.

e Die singuldare Parametrisierung bereitet u. U. techni-
sche Schwierigkeiten.

Geometrische Glattheit Betrachte nochmals den Kon-
takt zweier Flachenstilicke

f(s,t) = (0"(s))" PV"(t)

g(s,t) = (V"(s))" QU"(t)
entlang der gemeinsamen Kante

f(0,u) =g(u,0), uel0,1].
Notwendig und hinreichend fiir Stetigkeit ist, siehe oben,
Pok = Ao, k=0,...,n.
Die parametrische Glattheitsbedingung
D£(0,u) = —=Dyg(u,0), wu€|0,1]

ist allerdings nicht notwendig fiir Glattheit im differenzial-
geometrischen Sinn.
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Es reicht aus, wenn entlang der gemeinsamen Kante beide
Flachenstiicke einen gemeinsamen normierten Normalen-
vektor haben,

n(u) o D3f<0,u> X th(O,u) B l)tg(u7 O) X Dsg<u70>

 ID(0,u) x Df(0,u)]] || Dig(u,0) x Dyg(u,0)]|

Dies ist die geometrische Glattheitsbedingung.
Aufgrund der Stetigkeit gilt

Df(0,u) = Dg(u,0),

Die Glattheitsbedingung ist somit erfiillt, wenn die Vekto-
ren

Df(0,u) = Dsg(u,0), D,(0,u), Dig(u,0)
linear abhangig sind, wenn also gilt
det| Dyf (0, w), Dyf(0,u), Dyg(u,0)] =0, wel0,1].

Diese Glattheitsbedingung ist nichtlinear und 1aBt sich nicht
unmittelbar zu Konstruktionszwecken verwenden.

Eine dquivalente Bedingung ist: Es gibt Ubergangsfunktio-
nen ® und V¥, so dass

O(u)DsE (0, u)+V(u) Dt (0, u)+Dig(u,0) =0, u € [0,1].

Dabei fordert man zusatzlich & > 0, um sicherzustellen,
dass die beiden Flachenstiicke f und g nicht auf derselben
Seite der Randkurve liegen.
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Betrachte /N Flachenstiicke

fl £V

g e e ey )

die einen irreguldaren Punkt einschlieBen. Fiir die Kanten
gelte
£00,u) = £ (u,0), (€ Zy.

Aus Symmetriegriinden setzt man ®(u) = 1 und erhilt die
Glattheitsbedingung

D f£5(0, u)+V (u) DF0, u)+Df T u,0) =0, wel0,1].

Differenziert man die Stetigkeitsbedingung nach u und setzt
u = 0, so erhalt man das zyklische Gleichungssystem

D710, 0)+W(0)DAL(0,0)+D£110,0) =0, £ € Zy

fiir die Ableitungen D;f%(0,0).
In Matrizenschreibweise ist

o) 1 0... 0 17 [DfY0,0)
1 wO)1... 0 0| |Df£*0,0) 0
10 ... W(0) 1] | D,fN(0,0)

Mit diskreter Fouriertransformation kann man zeigen: Das
Gleichnugssystem hat genau dann nichttriviale /N-periodische
Losungen, wenn

U(0) = —2cos(2m/N)
ist. Die Losung hat dann die Form
D£%(0,0) = a cos(27¢/N) + b sin(27¢/N)

mit beliebigen Konstanten a und b.
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Betrachte nun den Punkt £/(0, 1) und nehme an, dass die
drei anderen Kanten, die sich dort treffen, parametrisch
glatt sind.

Dann kann man zeigen, dass dann

D.f40,1) = —D#£(1,0)
D,D£%(0,1) = =D Df71(1,0)

gilt. Setzt man die erste Gleichung in die Glattheitsbedin-
gung ein, dann erhalt man

W(1) = 0.

Setzt man die zweite Gleichung in die nach ¢ differenzierte
Glattheitsbedingung ein, dann erhalt man, sofern singulare
Parametrisierungen ausgeschlossen werden sollen,

V(1) = 0.

Folglich muss die Funktion W mindestens quadratisch sein.
Um zu vermeiden, dass die Kanten f(0,u) zu Geraden
degenerieren, muss D,f/(0, u) mindestens linear in u sein.
Daraus folgt, dass die Segmente f‘ mindestens kubisch
sind.

Eine Losung der optimalen Biordnung 3 kann man also nur
erhalten, wenn fiir weitere Kanten geometrische Glattheits-
bedingungen verwendet werden.
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Biquadratische G-Splines: Waihle n = 3.

e VVerwende fir die N Kanten, die sich in einem irre-
gularen Punkt der Ordnung N treffen, geometrische
Glattheitsbedingungen wie oben (G j-Bedingung).

e Fiir die 2N Kanten, die den irregularen Punkt um-
schlieBen, wird ein anderer, spezieller Typ geometri-
scher Glattheitsbedingungen verwendet (G ;-Bedingung),

O(u)DsF(0,u) + Dig(u,0) = 0.
Diese Bedingung ist insbesondere dann erfiillt, wenn
(Pl,o — Po,o)/’f = P11 — Po1 = P12 —Po2 =
= P00 — 90,1 = Po,1 — 91,1 = Po,2 — Y921,

denn dann variieren D f(0, u) und D;g(u,0) im selben
eindimensionalen Unterraum.

e Fiir alle anderen Kanten werden parametrische Glatt-
heitsbedingungen (C-Bedingungen) verwendet.
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Die Bézierpunkte in einer Umgebung eines irregularen Punk-
tes der Ordnung N seien wie folgt bezeichnet.

Es werden jeweils alle Punkte desselben Typs zu einem
Spaltenvektor zusammengefasst, also beispielsweise

A=A ... Ay
Die inneren Bézierpunkte
D F,J L

dienen als Kontrollpunkte, aus denen die iibrigen Bézier-
punkte berechnet werden.
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Satz: Setze

2
= 2m /N — .
a:=cos(2n/N), &k SR
Sei S der Shiftoperator, E die Einheitsmatrix und die (n —
3) X n-Matrix T" definiert durch

T cos(2mjk/N) fir2 <j<n/2
~ |sin(2mjk/N) firn/2<j<n-2.

Wenn die Kontrollpunkte die Bedingungen

D-F-J+L=0
(S—ED+F-S5ST=0
T(S+xE)D+(1—-kr)F)=0

erfiillen, dann erhalt man die Bézierpunkte der zugehorigen
biquadratischen G-Splineflache wie folgt:

e Die Punkte vom Typ A sind gegeben durch
A=(S+rE)D+ (1—-kr)F)/2.

e Der zentrale Punkt M ist das Mittel der Punkte A,
| N
M = — A,

e Alle anderen Punkte berechnen sich wie im Tensorpro-
duktfall durch einfache Mittelung.
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Da die Punkte D, F, J, L nicht frei wahlbar sind, sondern
Bedingungen unterliegen, bezeichnet man sie als Quasi-
kontrollpunkte. sind fiir rechnerische Zwecke problemlos
verwendbar, aber fiir interaktives Design unbrauchbar.
Aus beliebigen Kontrollpunkten lassen sich geeignete Qua-
sikontrollpunkte wie folgt berechnen:

Schreibe die Bedingungen in Matrixform,

[ F _E —EE| ?
S—F E —-S 0 J —: PX = 0.
TS+rT (1=r)T 0 0] |7

Zu gegebenen Kontrollpunkten x = [d, f,j,1] bestimmt
man die Quasikontrollpunkte X als Losung des Minimie-
rungsproblems

IX —x|| = min Y —x]|.

Beziiglich der Euklidischen Norm ist die Losung gegeben
durch
X = (F - P"P)x,

wobei P die Pseudoinverse der Matrix P ist.
Somit kann beliebig vorgegebenen Kontrollpunkten durch

eine lineare Abbildung eine G-Splineflache zugeordnet wer-
den. Diese Zuordnung ist allerdings nicht injektiv.
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