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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1 Mathematische Grundlagen

1.1 Aussagenlogik
Logische Verkniipfungen

Regeln

Quantoren

1.2 Mengen

Mengenoperationen

Regeln

Relation

Bezeichnung | Schreibweise Sprechweise
Negation -A nicht A
Konjunktion ANB Aund B
Disjunktion AV B A oder B
Antivalenz A#B entweder A oder B
Implikation A= B aus A folgt B
Aquivalenz A& B A aquivalent B

- (AAB)=(-A)V (-B) Morgansche Regeln

- (AV B)=(—A) A (—B)

(ANB)VC =(AVC)AN(BVC) Distributivgesetze
(AVB)ANC=(ANC)V (BAC)

AV-A=w AN—-A=f weitere Regeln
AVw=w ANw=A

AVf=A ANf=f

Existenzquantor: 3 (es gibt mindestens ein)
Allquantor: V (fiir alle)

Vereinigung: AU B

Durchschnitt: AN B

Differenz: A\B

symmetrische Differenz: AAB = (A\ B)U (B\ A)

C\(ANB)=(C\A)U(C\B) Morgansche Regeln
C\(AU B) = (C\4) N (C\B)

(AUB)NC =(ANC)u(BNC) Distributivgesetze
(ANB)UC=(AUC)N(BUC)

aRbe (a,)) e RCAXB

reflexiv: (a,a) € R

symmetrisch: (a,b) € R = (b,a) € R

antisymmetrisch: (a,b) € RA (b,a) e R=a=10
transitiv: (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R

total: (a,b) € RV (b,a) € R

Aquivalenzrelation: reflexiv, symmetrisch und transitiv
Halbordnung: reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
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1.3 Kombinatorik

Binomialkoeffizient

Regeln

Kombinationen

1.3 KOMBINATORIK

mit Reihenfolge ohne Reihenfolge

mit Wiederholungen

ohne Wiederholungen

G

nin—1)(n—k+1) (Z)
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.4 komplexe Zahlen

Betrag
Argument

Polarform

Euler-Moivre

2| =r = /a2 +y?

cosp =x/r und singp=y/r

r+iy=z=re¥

0|0 w/6 | w/4 | ©/3 | 7/2
x| 11V3/21v2/2] 1/2 | 0
y 0] 1/2 [V2/2|V3/2| 1

€Y = cos p +isinp

1 .
Division S —— 21722 = (r1/72) ellp1=%2)
Zy |z
Whurzel Zl/n — rl/neigo/n€27rik/n
Mittelsenkrechte |z —a] = |z =
Kreisgleichung z—a|l=s]z=bl & |z —w|=r
1 s ; s b—al
w = a— r=——=1\b—a
1—s2 1—s2"’ 11— s?|
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2 Vektorrechnung

2.1 Vektoren

Betrag |@| = v/a} + a3 + a3
Dreiecksungleichung |67+ 5| < |5| + |g|
Skalarprodukt a-b= a1b; + agby + azbs = |c_i| |g‘ Cos
. a2b3 — a3b2 .
Vektorprodukt axb=| asb; —aibs , |a X b| = |a‘ |b‘ sin @
a1by — asby
Grassmann-Identitit (@xb)yxé= @ b—(b-3a
Lagrange-Identitét @xb)-(@xd) =@ &b-d)—(@-d)b-a)
Spatprodukt [FL, b, 5] =da- (I; X @) = det (c?, b, E)

zyklische Vertauschung: [@, b7 = [b, ¢, d] = [, @, ]

Vektor in ONB {#, 5,w} &= (Z-a@)i+ (%

Polarkoordinaten T =17Ccosp
y=rsingp,

Zylinderkoordinaten T = 0COS
y=esinp
z=z

Kugelkoordinaten x =1 cospsind

y = rsinpsind
z=rcost

]

D)7+ (T - D)

r>0,¢p¢€(—m,mn|

0=>0
()06(_77-77[-]
zeR
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KAPITEL 2. VEKTORRECHNUNG

2.2 Geraden und Ebenen

Gerade Parameterform: @ = p'+ \u
Momentenform: (& — p) x & = 0

Ebene Parameterform: ¥ = p'+ A\ + pt'
Hesse-Normalform: -7 = h

Abstand Punkt-Gerade d= W
L l@-p.aq)

Abstand windschiefer —
|t x ]

Geraden

Abstand Punkt-Ebene d=|p-7n— hl/|f]

2.3 Ellipse , Parabel, Hyperbel

Ellipse Summe der Absténde zu zwei Brennpunkten Fy = (4 f,0) konstant
—_— —_—
‘PF_’ + ‘PF_|_’ = 20/
oy 2 2 2
? 4+ = = 1, b =a — f
2 b

T 1 (f/a)?cos?(p)

r

Parabel Gleicher Abstand von Brennpunkt F' = (0, f) und einer Leitgeraden g : y = — f
Afy = 2°
_Af sin(ep)
~ cos?(yp)

Hyperbel Differenz der Abstéinde zu zwei Brennpunkten Fy = (4f,0) konstant
— —_—
|PF_| — |PF,| = +2a
Z y o 2 _ 2 2
? — b_2 = 1, b° = f —a
2 _ _ b
1 —(f/a)?cos? ¢

r
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3 Analysis einer Verdnderlichen

3.1 Funktionen
Exponentialfunktion y=b"er=logy, y=e" S r=Iny
ettt = e%eV
b = eaclnb

Logarithmen In1=0, lne=1
In(zy) =lnz+1Iny
In(z") =nlnx
log,y =Iny/Ina

Trigonometrische Funktionen

x |0 7/6 | /4| w/3 |7/ 2
sinz | 0| 2 1./2 %\/3 1
cosx | 1 %\/g %\/ﬁ % 0
tanz | 0 %x/ﬁ 1 V3 -

sinz 4+ cos?z =1

2
sin(z £ y) =sinzcosy + sinycosx
cos(r £ y) = cosxcosy Fsinzsiny

tan z + tan
tan(z £ y) = Y
1 Ftanztany
) ) et — e T et + e ®
Hyperbelfunktionen sinhy = ————, coshz = —

cosh? z — sinh®z = 1
sinh(z £+ y) = sinh x coshy & sinh y cosh x
cosh(z £ y) = cosh x cosh y + sinh z sinh y

3.2 Folgen und Reihen

Konvergenz Ve>03n.eN: Vn>n. |a,—a|l<e

a heiit Grenzwert von a,,: a = nhig an,
Konvergenz-Ordnung p lans1 — an| < cla, — al?
Cauchy-Kriterium Ve>03dn.eN: Vnm>n. |a,—an| <e
Monotonie-Kriterium beschréankte, monotone Folgen sind konvergent
Vergleichs-Kriterium a, <b,<c,, a,—aundc, —a=0b,—a

H\% http://www.mathematik-online.org/
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KAPITEL 3. ANALYSIS EINER VERANDERLICHEN

Spezielle Grenzwerte (1+2)" — e Un o — 1
(n — o0) Ya — 1 (a>0) | Ynl — oo
LInt — 1 o= 0
no, o 0 (a>1)
a"n®* — 0 (la|<1)
Notw. Kriterium fir lim a, =0
Konvergenz bei Reihen e
Majorantenkriterium la,| < b, und »_ b, konvergiert
Quotientenkriterium ) <g <1
Wurzelkriterium Vlan] < g <1
Vergleichskriterium Apy by >0, ay /by, — ¢ >0
= a,, b, haben gleiches Konvergenzverhalten
Integral-Kriterium a, = f(n) und f(z) monoton fallend
= [ f(x)dx und Y a, haben gleiches Konvergenzverhalten
Leibniz-Kriterium a, alterniert und |a,| ist monotone Nullfolge
Spezielle Reihen ];1 ko=~ Z k2 = Dntl@ntl)
n _$n+1
>t o= gt Z$ = 5 (2I<1)
> Ik x O_O $
S k;2k+1 . 0 ;
k;) ((lz)kT)' = sinx Z ) = CcoszT
Harmonische Reihe S e » konvergent fiir v > 1, divergent fiir a <1
k=0
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3.3 Differentiation

Linearitat

Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

Umkehrfunktion

Logarithmische
Ableitung

Leibniz-Regel
Wichtige Ableitungen

3.3 DIFFERENTIATION

(rf(z) +s9(x)) =7 f'(x) +s9'(x)

(f9) =fg+fd

([)’: flg—1g
g 92

(fog)'(z) = f'(9(x)) g'()

k=0
[ 7(2) /@) 7'(2)
c 0 z" nx" !
e’ e’ sin cos T
a® (a > 0) a®lna CoS & —sinx
In |z| 1/x tan x 1/ cos’z
arcsinz (|z] <1) 1/v1—a? sinh cosh
arccosz (|z] < 1) —1/v1— 22 cosh z sinh z
arctan x 1/(1+2?) tanh 1/ cosh®x
arsinh x 1/vV1+2? |arcoshz (x >1) 1/va?—1
artanhzx (Jz| <1) 1/(1—z?%)

H\% http://www.mathematik-online.org/
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KAPITEL 3. ANALYSIS EINER VERANDERLICHEN

Mittelwertsatz

Verallgemeinerter
Mittelwertsatz

Regel von ’'Hospital

Satz von Taylor

Newton-Verfahren

Leibniz-Regel

B ) B fa)
flz)=fla)+ fl(a)(x —a)+ ...+ o (x—a)"+ R,
L)
" (n+1)!

n

b(t) b(t)
° (f) f(z,t) dz = (f) fe(z, 1) dz +0'(t) f(b(¢), 1) — a'(t) f(a(t),?)

Extremum notwendig: f'(z) =0
hinreichend fiir Minimum (Maximum): zusétzlich f”(x) > 0 (< 0)
Wendepunkt notwendig: f”(x) = 0; hinreichend: zusétzlich f”(z) # 0
16 H\% http://www.mathematik-online.org/



3.4 Integration

Hauptsatz

partielle Integration
Substitution

wichtige Substitutionen

Stammfunktionen

Volumen
Rotationskorper

Mantelfliche
Rotationskorper

Bogenlange

Trapez-Regel

3.4 INTEGRATION

[ ['(@)g(x) = f(2)g(z) - [ f(x)g'(x) dx

b g9(b)
[ fg(x)) g (x) dz = (f) fdy,  y=glz),dy=g'(z)dz
a g(a
va? —z?  Subst.. x =asint
va?+ 2  Subst.: x =asinht
R(sinz,cosx) Subst.. t=tan$, dv= 2z dt
sinz = 245, cosx = L’r—g
f(z) F(x) flz)  F(x)
2" (n#-1) 2" /(n+1)| 1/z In |z|
e’ e’ Inx zhhz—=x
sin @ —COST coS T sin @
tan z —In(cosz) | 7 arctanz
11_I2 arcsin x

b
Rotation um z-Achse: V = [ f?(z)dx

Rotation um y-Achse (fiir f monoton wachsend):
b

V=2 [x(f(b) - f(z))dx

0

M =27 fbf(x)\/1+f’(x)2dx

L:fb\/l—f—f’(x)?dx, L:f\/x’(t)2+y’(t)2dt

b

[ f(x)dz =h(f(a)/2+ fla+h)+ ...+

Ry = —t=2 (&) h?, € € (a,b)

f(o—h)+ f(b)/2) + Ry

H\% http://www.mathematik-online.org/
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KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA

4 Lineare Algebra

4.1 Grundlegende Strukturen

Gruppe

abelsche Gruppe

Korper

Vektorraum

Skalarprodukt

orthogonale Basis

Cauchy-Schwarz

Norm

Lineare Abbildung

Bild und Kern

Assoziativgesetz: a o (boc) = (aob)oc
Neutrales Element: ave=¢c¢coa=a
Inverses Element: aca ' =aloa=c¢

kommutativ: acb=5b¢a

(K, +) ist abelsche Gruppe
(K\{0},-) ist abelsche Gruppe
Distributivgesetz: a - (b+c¢) =a-b+a-c

abelsche Gruppe (V,+) iiber Skalarkorper K
<>\1+)\2)'U:)\1'U+/\2'U

)\'(Ul—l—vg) :/\-v1+)\-vg

()\1)\2)"[):)\1' ()\2"0)

l-v=v

[{u, )| < Jullv]; [ul = v/(u, u)

[v] >0, v#0
[Av[l = IA] [Jol]
lu+ o] < flufl + ]

Additivitat:  L(vy +v2) = L(v1) + L(v2)
Homogenitdt: L(Av) = A\ L(v)

Bild(L) ={w €W : Jv €V mit L(v) = w}
ker(L) ={veV : L(v) =0}
dim V = dim ker(L) + dim Bild(L)

18
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4.2 Matrizen

Matrix-Multiplikation

Kommutator

Rang

Spur

hermitesch (symmetrisch)

unitér (orthogonal)

4.2 MATRIZEN

Cij = > ikbrj
k=1
A(BC) = (AB)C, (AB)"'=B"1'A"' (AB)*= B*A*
[A,B] = AB — BA
Anzahl linear unabhéngiger Zeilen / Spalten
Rang A = Rang A*
Rang (BAC) = Rang (A), (B, C invertierbar)

Summe der Diagonalelemente: Spur A = > agg
k=1
Spur (AB) = Spur(BA)
A=A (A'=A)
nur reelle Eigenwerte, es gibt ONB aus Eigenvektoren
A* = A—l (At — A—l)
|det A| = 1, Spalten bilden ONB

normal AA* = A*A
& unitér diagonalisierbar
Drehmatrix A orthogonal und det A =1
Drehachse ist Eigenvektor zum Eigenwert 1
Drehwinkel: cos v = 3(Spur A — 1)
) " dd"
Spiegelung Ebene F: d'x =0 M:E—Z@
vt
Gerade G: x=XM: M=2—-FE
vt
H\% http://www.mathematik-online.org/ 19



KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA

Eigenwerte / -vektoren Av=Xv, v#0 < det(A— AE) =0
YA =SpurA, [[lh=detA

A" hat Eigenwert A

A~! hat Eigenvektor v und Eigenwert 1/)

A" hat Eigenvektor v und Eigenwert A"
Q'AQ hat Eigenvektor Q'v und Eigenwert A

Diagonalisierung fiir alle Eigenwerte: algebr. = geometr. Vielfachheit
B7'AB = diag(\y, ..., \n)
B = (by,...,b,) Basis aus Eigenvektoren

Jordan-Form Blockdiagonalmatrix J = B™'AB = diag(Jy, ..., J)
Blocke haben Eigenwert A auf der Diagonale,
1 auf der oberen Nebendiagonale

Matrix-Potenzen A=Q71JQ = A"=Q'J"Q

Singuldrwertzerlegung U*AV = diag(si, sg2,...), U,V unitar
singuldre Werte s; > s9 > -+ > s, > 0, k = Rang A
s; sind Wurzeln der Eigenwerte von A*A
Spalten von V' sind Eigenvektoren von A*A
Spalten von U sind Eigenvektoren von AA*

20 H\% http://www.mathematik-online.org/



4.3 DETERMINANTEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

4.3 Determinanten und lineare Gleichungssysteme

Determinante det A' =det A, det(AB) =det A det B
det A1 = (det A)™",  det A" = (det A)"
Vertauschung zweier Spalten (Zeilen) &ndert Vorzeichen.
Addition eines Vielfachen einer Spalte (Zeile) zu einer anderen
andert den Wert der Determinante nicht.

3

Entwicklung det A = > (—1)"*qy; det A ; (Entwicklung nach Zeile k)
=1

(—1)*a,; det fli,l (Entwicklung nach Spalte 1)

NgER®

=1

det A=0 < 0 ist Eigenwert
< Ax = b hat keine eindeutige Losung
< A hat nicht vollen Rang
& A ist nicht invertierbar

Lineare Gleichungssysteme besitzen entweder genau eine, keine oder unendlich viele
Losungen

GauB-Transformationen Die Losungsmenge eines LGS &ndert sich nicht bei:
Vertauschen zweier Gleichungen
Multiplikation einer Gleichung mit r # 0
Addition zweier Gleichungen

det cey i1, 0,040, .
Cramersche Regel T = € (ala y Ai—1,0, A1, 7an)
det(ay, ..., a,)
Ausgleichsproblem |Az — b| — min < A*Az = A%
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KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA

: t t _ i_ [ |t
Q: xAr+20'x+c=0, A_(T‘T)

kegelige Quadrik: Rang A = Rang A
Mittelpunktsquadrik: Rang A = Rang A + 1
parabolische Quadrik: Rang A = Rang A + 2

4.4 Quadriken

Grobeinteilung

Mittelpunkt

Normalformen

Kegelige Quadriken

Mittelpunktsquadriken

Parabolische Quadriken

Am = —b

2 2 2
L2y

a b2 2

22 P

@
Y 2

2 2 2
22

(Doppel-)Kegel

schneidende Ebenen

zweischaliges Hyperboloid

einschaliges Hyperboloid

Ellipsoid

hyperbolischer Zylinder

elliptischer Zylinder

parallele Ebenen

elliptisches Paraboloid

hyperbolisches Paraboloid

parabolischer Zylinder
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5 Analysis mehrerer Verinderlicher

5.1 Differentiation

Gradient

Jacobi-Matrix

Hesse-Matrix

Kettenregel

Taylor-Entwicklung

Tangential-Ebene

Richtungsableitung
Implizite Funktionen

Umkehrfunktion

kritische Punkte

Lagrange-
Multiplikatoren

Kuhn-Tucker
Bedingung

t
B B
gradf:<6—£,...,%)

of o
ox1 te Oxn
fr'=Jf= : :
Ofm Ofm
oz T Oy
0101 f 010, f
Hf= : :

h(z) =g(y), y = f(x): h'(z)=47'(y) f'(z)

('T_’_h) Z\a|<n ;laa ( )ha+R
Restglied R =}, _ Lo“f(x + Oh)h® fiir ein 0 € [0, 1]
Ordnung 2:
flz+h) = f(z)

Flache f(z,y,2) = ¢ bzw. (u,v) — p(u,v)
Normalenvektor n = grad f bzw. n = p, X p,

Ou f(x) = (grad f)'v
det fo (x4, y.) # 0= f(x,y) = 0 auflésbar nach z

=n+1 a'

+ (grad f(z))" h + sh'H f(z)h + O(|n]?)

f ist lokal umkehrbar, wenn det f'(xy) # 0
(') = (@)™, y=flz)

grad f(z) =
elliptisch: Alle Eigenwerte von H haben das gleiche Vorzeichen
— lokales Extremum
hyperbolisch: Es gibt Eigenwerte mit verschiedenem Vorzeichen
— Sattelpunkt
parabolisch: Mindestens ein Eigenwert ist Null, und alle anderen
Eigenwerte haben das gleiche Vorzeichen.

fir ¢ =~ xg

Extremwert x, unter Nebenbedingungen g;(z) = 0
= f'(w:) = Ag'(2)

Extremwert x, unter Nebenbedingungen g;(z) > 0
= f(z.) = N/ (2.), Ag(z,) =0
Minimum: A; > 0, Maximum: A\; < 0
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KAPITEL 5. ANALYSIS MEHRERER VERANDERLICHER

5.2 Integration
Substitution

ebenes Flachenelement

Volumenelement

Kurvenintegral

Flachenelement

Schwerpunkt
Tragheitsmoment
Hauptsatz

1. Greenscher Satz

2. Greenscher Satz

J fg(x))[det g'(x)|dz = [ f(y)dy

U g(U)

kartesische Koordinaten: dA = dxdy
Polarkoordinaten: dA = rdrdp

kartesische Koordinaten: dV = dxdydz
Zylinderkoordinaten: dV = o dodydz
Kugelkoordinaten: dV = r?sin drdddyp

b
(j;f = [ fle(t)|d(t)| dt
parametrisiert: dS = |s, X s,| dudv

Funktion z(x,y) : dS = /1 + 22+ 22 dxdy

Zylindermantel: dS = o dpdz
Kugeloberfliche: dS = r?sin 9 dpdd

rg == [zo(x)dV
v
I = [dist(z, g)%0(z)dV
v
Jegrad f = [ fn°
v av

Jf5 = [gradf-(gradg)' + f Ag
ov 174

J(F5E—9%)
ov

J (fAg —gAf)
\%
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6 Differentialgleichungen

6.1 spezielle Differentialgleichungen

Lineare DGL 1. Ordnung
y =p(x)y+q(x)

Bernoulli DGL

Y +p(x)y = q(z)y*
Separable DGL

Y = p(z) g(y)

Homogene DGL
y = fly/x)

Exakte DGL
p(z,y) +q(z,y)y =0

Konstante Koeflizienten
u" +pu' +qu=0

Gedampfte harmonische
Schwingung

u” 4 2ru’ + wiu = ¢ cos(wt)

Y=Y+ Yn

= c e (P@)=Pla)). = [ e (P@)=Pl)als)ds

o

mit P Stammfunktion von p und y(zo) =yo = ¢=yo

Substitution u = y'=*
1

nul = —p(z)u+ q(x)

Trennung der Verdnderlichen
dy /
—— = [ p(z)dx

/ 9(y) )

Substlitution rz(x) = y(x)
7 ==(f(z) - 2)

X

notwendig fiir Exaktheit: p, = ¢,
implizite Losung F(x,y) = ¢ mit F, = p und F, = ¢

Nullstellen Aq, Ay des charakteristischen Polynoms:
zwei reelle: up, = aexp(Ait) + bexp(Aqt)
eine doppelte: u, = aexp(At) + btexp(At)
konjugiert komplex mit A\ o = p £ oi:

uy, = exp(ut) (acos(ot) + bsin(ot))

starke Dampfung: 72 > w2

kritische Dampfung: r* = w?

schwache Dampfung: r? < w2

u, = ¢cos(wt + ) mit & = ¢// (W — w?)? + (2rw)?
und § = arg(wi — w? —i2rw)

Resonanz: w? = wg — 212

6.2 spezielle Anséitze fiir partikuldre Losungen

1. Ordnung
y' =py+q(z)

n n

gz) =)l — y,=> da’

j=0 §=0
C
d(z) = cexp(h). A £ p =y = 3 exp(Aa)

q(z) = cexp(pr) — y, = crexp(px)
q(x) = acos(wz) 4+ bsin(wx) — y, = ccos(wz) + dsin(wr)
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KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2. Ordnung f(t) = chtj — Uy = Zujtj, falls ¢ A0, p#£0

u +pu' + qu = f(t) =0 =0
f(t) =exp(At) — wu, = cexp(M), falls A2+ pA+q#0
Ist A eine einfache (doppelte) Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, muss ¢ durch ct (ct?) ersetzt werden.

f(t) = exp(at) (asin(wt) + beos(wt))

— u, = exp(at) (csin(wt) + d cos(wt))

Sind « + iw Nullstellen des charakteristischen Polynoms, muss
u, mit ¢ multipliziert werden.

Allgemein Bestimmung der Koeffizienten von w, durch Einsetzen.

Allgemeine Losung ist y = yp, + y, bzw. © = up + up.
Bei gemischten Féllen Superposition der einzelnen Ansétze.

6.3 Allgemeine Theorie

Satz von Peano f stetig: Anfangswertproblem besitzt mindestens eine stetig diffe-
u = f(t,u),u(ty) = uo renzierbare Losung
f Lipschitz-stetig bzgl. u: Losung des Anfangswertproblems ist ein-
deutig
t
Picard-Iteration u () = g +/ f(maf () dr, u°(t) = uo
to
Abhéngigkeit von lu(t) — w(t)] < |v(to) — w(to)] exp (L(t —to))
Anfangsbedingungen mit L Lipschitz-Konstante von f bzgl. u

Abhéngigkeit von rechter u' = f(t,u), v = g(t v), mit u(ty) = v(ty)

Seite lu(t) — v(t)| < e(t —to) exp (L(t — to)) mit
e = Joax [f(s;w) = g(s,w)]

d
Reduktion der Ordnung  Substitution «’ = v(u) liefert v d_v = f(u,v)

o = fu.u) u
Stabilitat Kritischer Punkt u,: f(u,) =0
u = f(u) Linearisierung: v' = f’(u,) v mit v = u — w,

stabil: 1tlim u(t) = ue,u(0) R u, <= ReX; <0V\
nicht stabil < d\;: Re\; >0
mit \; den Eigenwerten von f'(u.)
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6.4 LINEARE SYSTEME

6.4 Lineare Systeme

Wronski-Determinante
=A@l

Variation der
Konstanten
u = A(t)u + b(t)

Konstante Koeflizienten

u'(t) = Ault)

Jordan-Form
uw'(t) = Au(t) + b(t)

Euler-
Differentialgleichung

Stabilitit
u = Au

I Fundamentalmatrix

(det ") = Spur A(t)(det I') ,

Lt ) bt )
u(t) = up(t) + up(t) = T(t) [r 1y

Ansatz u, = I'c ergibt ¢/ =1~
ds]

o) + Jj, T

Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, dann ist u(t) = exp(At)v
Losung.

Bei komplexem Eigenwert A = o + ip zu Eigenvektor a + ib sind
Re éexp()\t) v; = exp(ot) éa cos(ot) — bsin(ot)) und

Im (exp(At) v) = exp(ot)(asin(ot) + beos(ot)) reelle Losungen.

Q'AQ = J: Substitution u = Qu ergibt das System v’ = Jv +
Q~'b, das sukzessive komponentenweise geldst werden kann.
Entkoppeltes System v} = \v; + (Q~'b); bei diagonalem J

Substitution t = e®, wv(s) = u(t) ergibt lineare Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten fiir v(s)

stabil: tlim lu(t)] =0< ReA; <OV
fiir (2 x 2)-Matrix: det A > 0 A Spur < 0

neutral stabil: u(t) beschrankt und es gibt Anfangswerte,
fiir die |u(t)| nicht gegen 0 konvergiert

instabil: tlim lu(t)] = 0o <= 3N\, : ReX; >0

6.5 Laplace-Transformation

Laplace-Transformation

Inverse Transformation

U=_Lu, / u(t) exp(—st) dt
0
b+ico
/ U(s)exp(st)d
27?1
b—ico
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KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Linearitét au(t) + bu(t) £, aU(s) + bV (s)

Differentiation u™ () £, s"U(s) — 8" Mu(0) — 8" 20/ (0) — - - - — u®1(0)
tru(t) s (=1)PUM(s)

t o}
Integration /u(T)dT £, Uts) ,ou(t)/t £, /U(T)dT
s
0 s
Verschiebung u(t —a) £, exp(—as)U(s), wu(t)=0furt<0

exp(at)u(t) £, U(s —a)

T
T-periodische Funktion  u(t) £, / u(t) exp(—st) dt
1—exp(—Ts) exp(—
: c 1
Skalierung u(at) — —=U(s/a)
a
¢
Faltung (u*v)(t) = / wr)v(t—1)dr = U(s)V(s)
0
Spezielle u(t) Ul(s) u(t) Ul(s)
Funktionen 1 1/s " n!/s" 1
n!
at " at
‘ s—a ‘ (s —a)ntt
s , w
COS(wt) m Sln((ﬂt) m
—a s+a —at - w
(& t COS(CUt) m e t sm(wt) m
Anfangswertproblem U/® —u(0) = F mit &(s) =1/(s+ p)
1. Ordnung
uv+pu=f,peR nach Riicktransformation u = ¢ * f + u(0)p mit p = e~ ?*
Anfangswertproblem U/®— (s+ p)u(0) — u/(0) = F mit ®(s) = 1/(s* + ps + q)
2. Ordnung

u' +pu +qu=f, p,qg € R nach Riicktransformation u = ¢ x f + u(0)¢" + (u(0)p + u'(0))¢
A # o Nullstellen von 1/® = ¢ = (eM — e2) /(X — 9)
A doppelte Nullstelle von 1/® = ¢ = teM
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6.6 STURM-LIOUVILLE-PROBLEME

6.6 Sturm-Liouville-Probleme

Selbstadjungierter
Differentialoperator

Transformation auf
selbstadjungierte Form

Eigenwertproblem

Selbstadjungiertes
Eigenwertproblem

Lu=—(pu') +qu

av" +bu' +cu=f, a(x)#£0

Multiplikation mit —p/a ergibt —(pu')’ 4+ qu = g mit
p(z) = exp (f e dw) :

q(z) = —c(z)p(z)/a(z) ,

9(x) = —f(z)p(z)/a(z).

Ly = Aoy mit Randbedingungen

ag(a) + ary’(a) = 0, Bop(b) + B19'(b) = 0
1 heifit Eigenfunktion, \ Eigenwert

Eigenwerte sind reell

Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert sind linear abhéngig
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind p-orthogonal
Eigenwerte bilden streng monotone Folge A\ < Ay < ...
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KAPITEL 7. VEKTORANALYSIS

7 Vektoranalysis

7.1 Differentiation

Gradient

Divergenz

Rotation

Laplace-Operator

Rechenregeln

gradU = (0,U, 0,U,0,U)"
grad F' = (grad F,, grad F,, grad F,)*

div F = 9,F, + 0,F, + 0.F.

~ oy F, — 0. F, .
rot '= | 0.F, —0,F, |, <rot F) =
0. F, — 0, F, ‘

ebener Fall: rot F' = 0. F, — 0,F,
AU = div(gradU) = 02U + 9;U + 02U

alle Operatoren sind linear

rot(grad U) = 0

div(rot F) = 0

rot(rot F') = grad(div F) — AF
grad(UV) =U gradV +V gradU
grad(F - G) = (grad F)'G + (grad G)'F
div(UF) =U divF + F - grad U

div(F x G) = G -rot F — F - 1ot G
rot(UF) = U rot F — F x gradU

3
Z €ijk @Fk

jk=1

30
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7.1 DIFFERENTIATION

Zylinderkoordinaten (x,y,2) = (0cosp, psinp, z), ¢ € [0,2n)
coS ¢ —sing 0
€= | sinp |, €, = CoS ,e=10
0 0 1

U(z,y,2) = ®(0, ¢, 2)

—

F(z,y,z) =V,e, +V,e,+ V. €,

1
gradU = 0,9¢, + —0,9¢, + 0,P¢,
0
1 1
AU = =0,(00,%) + 5020 + 2P
0 Y

1 1
div F' = —0,(0Y,) + —0,¥, + 0.V,
Y 0

—

1
tot = (-0, = 0.0, )&, + (0.9, - 0,%.)7,
o

1 5
+E (69(9\1'90) - 8%7\1/9)62

Axialsymmetrische ® bzw. ¥ hiangen nur von o = y/x? + 92 ab
Felder grad ® = 0,P¢,

Ad = 20,(00,0)
0

1
div(Ve,) = 589(9\11)
rot(We,) = 0
div(¥e,) =0
1
rot(Ve,) = —d,(0V) €,
%
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KAPITEL 7. VEKTORANALYSIS

Kugelkoordinaten (x,y,2) = (rcosgsind, rsinpsind, rcosv), ¢ € [0,27), J € [0, 7]
cos p sin ¢ Ccos p cos ¥ —sinp
e = | sinpsind |, ég=| sinpcosd |, €, = cos
cos —sind 0

Ulz,y,z) = d(r, 9, p)
F(x Y,z ):\I’ €r+qf§5§+qf é;o

1
grad U = 0,Pé, + &9@619 —i— —0,%é,

sing *?
AU—~£8(28¢) L pes L g, (sinva,0)
o2 O r251n VAR r2sim9 S v

—

. 1 1 :
div F = T—QBT(TQ\I/T) + 719819(51n IWy)

1 rsinz?a‘p v
rot F' = m (819(Sin 79qu> — @;‘I’g)é}
1

+m (8@\117, — sin ﬁ@r(r\lf‘p)) €y

1
—f—; (&(rlllﬁ) - (‘319\1!7«)5@

Radialsymmetrische ® bzw. ¥ hiangen nur von r = /22 + y? + 22 ab
Felder grad ® = 0, Pe,

A@:%@wa@
div(Ve,) = : 0,(r*W)

rot(Ve,) =0
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7.2 INTEGRATION

7.2 Integration

Parametrisierung Kurve C: [a,b] 5t 7(t)
Flache S: D 3 (u,v) — 7 (u,v)

b
Kurvenintegral / / ) |7 (t)] dt
Arbeitsintegral / dr = / A F ) dt

Fléchenintegral // UdS // Ni(u,v)|dudv, it = 0,F x O,F

D
Flussintegral // F- // cf(u,v)dudv, T = 0, X OpF
D

Fluss durch //ﬁdgz // —F0,f — F,0,f + F.dxdy, z= f(x,y)
Funktionsgraph S ()
27 Zmax
Fluss durch 0=o0(p): / / Fo,0— F,0,0dzdy
Zylindermantel 0 Ao
2m Zmax
0=o0(2): / / Foo— F.00.0dzdyp
0 Zmin
speziell 2ma(zmax — 2min) f (@) fir F' = f(p)é, mit o =a
Fluss durch //Fﬂf sin ¥ dpdy mit r = a
Kugeloberflache

speziell 4ra?f(a) fir F = f(r)é,
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KAPITEL 7. VEKTORANALYSIS

vektorielle
Kurvenintegrale

vektorielle
Fléchenintegrale

Satz von Gaufl

Satz von Green

Satz von Stokes

[ 7= [f s [ s //w)
/S/szs /mnd

[ffwar- s
Jff v ffve
///rothV— //des
Z/dldeA:c/der, ACR?

//(UgradW dS = /// gradU - grad W + UAW) dV
// Ugrad W — WgradU dS = ///UAW WAU)dV

//(rotﬁ)-dﬁz/ﬁ-df
// grad U) de /Udr
//rothA / - dr, ACR?

34
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7.2 INTEGRATION

Skalares Potential Skalarfeld U mit grad U = F .
notwendige Bedingung fiir Existenz: rot F = 0, hinreichend auf
einfach zusammenhéngenden Gebieten D

C' ein beliebiger, in D von A nach B verlaufender Weg:

/ F-di = U(B) — U(A) = Wegunabhingigkeit des Integrals
c
Vektorpotential Vektorfeld A mit rot A = F

notwendige Bedingung fiir Existenz: div F = 0, hinreichend auf
einfach zusammenhéngenden Gebieten
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KAPITEL 8. KOMPLEXE ANALYSIS

8 Komplexe

Analysis

8.1 Grundfunktionen

Komplexe Funktion

Mobius-Transformation

Exponentialfunktion

Komplexer Logarithmus

Potenzfunktion

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

az+b
+d

w = f(2)

T w)

cCw — a

B —dw + b

z=x+iy =re¥

Geraden / Kreise werden auf Geraden / Kreise abgebildet

Festlegung durch d

rei Punkte (z;, w;) :

w — Way ) wl—wg_Z—ZQ . 21 — k2
w—ws W —ws Z—23 2 — 23
e = e” (cosy + isiny)
Lnz=Inr+i(p+27k), keZ

Zp/q — :rp/q exp (p((p —+ 271'])1/(]) ) ]

0,...

7q_1

8.2 komplexe Differenzierbarkeit und konforme Abbildungen

Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen

konjugiert harmonische
Funktion

Isotropie
und Winkeltreue

elementare Abbildungen

f komplex differenzi

f'(2) = fa(2) = —ify(2)

= Au=Av=0

erbar:

S Uy =y,

Au = 0 auf D einfach zusammenhéngend
= Fv: Av =0 und f = u + iv komplex differenzierbar

Abbildung z +— w(z)

dreht Richtungen um Winkel arg f'(2)
streckt Léangen um Faktor |f/(z)]
Orthogonalitdt krummliniger Gitter bleibt erhalten

Uy = —Vy

Abbildung Urbild Bild
w =z Sektor 0 < argz <~ | Sektor 0 < argw < ya
z+1
w = - "
'1z —! Einheitskreisscheibe obere Halbebene
w + 1
= - lz| < 1 Imw >0
w—1
w=e Streifen 0 < Im z < Sektor 0 < ar <
o 2= Lnw eife z <7 ekto argw < 1y

36
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8.3 Integration

Kurvenintegral

Stammfunktion

Singularitaten

Cauchys Theorem

Cauchysche
Integralformel

Integralformel fiir
Ableitungen

Mittelwerteigenschaft

Maximumprinzip

8.3 INTEGRATION

/fdz—/f(z(t))z’(t)dt, C:twz(t), t€la,l]

f im Gebiet D komplex differenzierbar, C' ein in D verlaufender
Weg von 2, nach z;:

/ fldz = f(21) — fz0) = ]2

schwache Singularitit: lim(z —a)f(z) =0

Pol n-ter Ordnung: |z — a|"|f(2)| — oo fiir 2 — a, (2 — a)"f(2)
beschrénkt fiir z — a
wesentliche Singularitit: (z — a)” f(2) fiir kein n beschrénkt

f analytisch in D bis auf endlich viele schwache Singularititen,
C C D geschlossene Kurve, homotop zu einem Punkt:

/f(z) dz = 0

—
O
=
=

~<
—
B
[«

=
=

Q

N

I
—_

n!

3|
A—
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KAPITEL 8. KOMPLEXE ANALYSIS

8.4 Residuenkalkiil

Residuum

Residuensatz

Trigonometrische
Integranden

Rationale
Integranden

Transzendente
Integranden

Algebraische
Integranden

f analytisch in D\ {a},
C C D entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufener Kreis um a
1
pum = - d
Resf(2) = Resf = 5= [ £()ds
C
einfache Polstelle: Resf = lim(z — a) f(2)

zZ—a

. 1 d n—1 .
Pol n-ter Ordnung: Raesf = ll_I)IClL m (E) ((Z —a) f(Z))

C entgegen dem Uhrzeigersinn orientierter Rand eines beschrankten
Gebietes D, a; Singularitéten von f in D:

/f(z) dz = 27i Zf({le_sf
c i

27

/ r(cost,sint) dt geht mit der Substitution z = €' iiber in
0
1 1 1 1 1
d — — - il _ _
[ 1@ ma=r(5(:+1) 5 (1)) 2
|z]=1

f rational ohne reelle Polstellen, Zahlergrad mindestens um 2 klei-
ner als Nennergrad:

/f(l’)d]?—Q?Ti Z Raesf
o Ima>0

f rational ohne reelle Polstellen, Zéhlergrad kleiner als Nennergrad:

/ f(x)e™ de = 27i Z Raes (f(z)e™), AeR*t

Ima>0

f rational ohne Polstellen auf der positiven reellen Achse, hochstens
einfacher Pol bei 0, Z&hlergrad mindestens um 2 kleiner als Nenner-
grad:

2mi

/f(ﬁ)madleim ;Raes(f(z)za), O<ca<l
0 a

— e2
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8.5 Potenzreihen

Taylor-Polynom

Taylor-Reihe

Laurent-Reihe

8.5 POTENZREIHEN

10 =) = | 5 [ ey do | o

f analytischin D : |z —a| <7r

f(z) = ch(z —a)", ¢, =

n=0
Konvergenzradius r: Abstand zur néchsten Singularitét

_ -1
r= <lim |cn|1/">
n—oo
fanalytischin D : r; < |z —a| <7y
(o]

=3 al-ar a=-ge [

n=—oo

f™(a)

n!

c
Konvergenzgebiet: maximaler Kreisring um a ohne Singularitéiten,
r1,72: Abstand der begrenzenden Singularititen zu a

- - 1
ri= lim |c,|7Y", ry= <,}L120’C"|1/n>

n——oo
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KAPITEL 8. KOMPLEXE ANALYSIS

8.6 Differentialgleichungen

Regulédrer Punkt

Singulérer Punkt

Die Differentialgleichung r(z)u"(z) + q(2)u'(2) + p(z)u(z) = 0 ist
bei a reguldr, wenn ¢/r und p/r analytisch in einer Umgebung von

a sind.
[o@)

Entwicklung: u = Y u,(z — a)”
n=0
Rekursion: u,, = f,(tuy_1,Up_9,...,Ug), 7 > 2
mit durch Anfangsbedingungen ug = u(a) und u; = u/(a) eindeutig
bestimmten Koeffizienten u,,

Die Differentialgleichung r(2)u”(z) + q(2)u'(2) + p(z)u(z) = 0 hat
bei a einen reguliren singuldren Punkt, wenn ¢/r = qo/(2—a)+0(1)
und p/r =po/(z —a)> + O(1/(z — a)).
Charakteristische Gleichung: p(A) = A(A —1) + goA +po =0
Entwicklung: u = (2 — a)* 3 u,(z —a)™, up # 0

n=0
Rekursion: (A + n)u, = fu(tp_1,Up_2,...,up), n > 1
Differenz der Nullstellen ganzzahlig: eine Losung zur Nullstelle mit
grofftem Realteil, zweite Losung mit Variation der Konstanten

Hypergegmetr'ische 2(1—2)u"(2) + (c— (a+ b+ 1)2)u'(2) — abu(z) =0, —c ¢ Ny
Differentialgleichung u(z) = F(a,b,c, 2) nio: Z)):Ef () =t(t+1)---(t+n—1)
Bessel- 2u"(2) + 20/ (2) + (22 — aPu(2) =0, a ¢ Z
Differentialgleichung linear unabhéngige Losungen:
ta X2 —1)" 2n
Jra = <§> ; n! F(i(oz —12 n+1) <§>
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9 Fourier-Analysis

9.1 Fourier-Reihen

Reelle Fourier-Reihe + Z (ak cos(kx) + by sm(kx)) mit

k=1

2 [\D|o

ak——/ft)cos(kt)dt, k>0
7r

_ %/f(t) sin(kt)dt, k> 1

~ 1 [ |
Komplexe Fourier-Reihe  f(x) ~ Z e mit ¢ = — / F(t)e * dt
2m

Umrechnungsformeln fiir ag = 2¢o, ax=cr+cg, bp=1i(cp —c_y) firk>1
Fourier-Koeffizienten co=ao/2, cx=(ar—1iby)/2, c_p=(ar+1ibg)/2 firk>1

2
Symmetrien f gerade: by =0, ap=— / f(t)cos(kt)dt, cp=c_g
7T

2
f ungerade: a, =0, b= —/f(t) sin(kt)dt, cx=—c_
T

Skalarprodukt, Norm (£, g)ar — % / F@a@dz . I3 = (f, flan

Fourier-Projektion (pnf)(z) = Z (f,e*)greh®

[k|<n

1 [sin((n+1/2)(x - 1))

= t)dt
27 sin ((z —t)/2) f@)
Konvergenzrate 1f = pafllar < (4 1)7F || F®)||on
Parseval-Identitiit IfI2 = = / FORd =Y el
keZ

2

_ao - 2
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KAPITEL 9. FOURIER-ANALYSIS

9.2 Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Matrizen wg'o wg(n—l)
W, = : : . wy, = exp(2mi/n)
'gn—l) wgn—l)(n—l)
1
Wn —1 —— W*
(W) ' == W
1 1 1 1
1 i =1 —i
Wa=11 1 1 4
1 -1 -1 i
Diskrete =W & f;= Zwy ¢, Jj=0,. -1
Fourier-Transformation
1 1 n—1
Inverse diskrete c=-Wrf & ¢ =— Zw;kj fi, k=0,...,n—-1
Fourier-Transformation =
9.3 Fourier-Transformation
Fourier-Transformation f Ff, f / f(z)e ™ dx
17 1 7 iz
Inverse f=F"f, flr)=— f(y)e Ydy
. . 2
Fourier-Transformation B
Transformationsregeln
Linearitét af(z) +bg(z) - af(y) +bg(y)
Symmetrie ) A 2rf(—x)
Konjugation f(x) 7, f(—y)
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Skalierung

Verschiebung

Differentiation

Faltung

Spezielle Funktionen

Satz von Plancherel

Poisson-
Summationsformel

Heisenbergs
Unschérfeprinzip

Rekonstruktionssatz

9.3 FOURIER-TRANSFORMATION

flaz) L5 F(y/a)/la|

f(x—a) L e‘i“yf(y)
e f(r) T fly—a)

~

f f
1 2716 (y)
1 fir z € [—a,a], 0 sonst | 2asinc(ay)
sign() 2/(iy)
e—alzl 2&/(&2 + y2)
e—ax? me—y2/(4a)

— (F.3), Varllfl = (/I 20@)

TG =Y fenl)

JEL leZ

~ 1 ~
lz Ay FIE = S I

Hat f Bandbreite h, d.h. f(y) = 0 fiir |y| > h, dann gilt
= f(jm/h)sinc(hx — jr).

JjEZ
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KAPITEL 9. FOURIER-ANALYSIS

9.4 Multivariate Fourier-Transformation

Fourier-Transformation  f = Ff, ]?(y) = / f@)e ¥ de, yeR"
Rn
Inverse f=F1f flx)= (2%)"/]?@)613’ “dy, xeR"
Fourier-Transformation R
Transformationsregeln
Linearitét af(z) +bg(z) 2 af(y) + bgly)
Symmetrie ) = @orf(-z)
Transformation F(Az) L5 | det(A)| 1 (A D)ty),  det(A) # 0
Verschiebung flz —v) Z, exp(—iv'y) A(y)
exp(ivtz)f = fly—v)
Differentiation 0% f(x) L el fy), a=(a,... o)
wf(z) 5 190 f(y)
Faltung (f*9) (@) == Jw)a)
Spezielle Funktionen f f
1 fiir x € [—a,a]™, 0 sonst | (2a)"sinc(ay;) - - - sinc(ayy,)
2" D/20((n 4 1) /2
exp(—a) (it )72)
(1+ Jy*)¢
exp(—|z[*/2) (2m)"/2e /2
/2
Norminvarianz )" 2| f|l = ( /\f 2dy)
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