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Kapitel 1

Topologische Vektorraume

1.1 Metrische Riaume

1.1.1 Metrische Raume

Eine Menge M heifit metrischer Raum, wenn auf M eine Abstandsfunktion d mit folgenden
Eigenschaften definiert ist:
e Positivitit
d(x,y) > 0 und d(x,y) = 0 genau dann, wenn = =y

e Symmetrie

d(z,y) = d(y, )

e Dreiecksungleichung
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

fiir alle x,y,2z € M.
Die Funktion d wird auch als Metrik von M bezeichnet.
Durch die Metrik wird in kanonischer Weise eine Topologie auf M definiert. Dazu bezeichnet

man mit
B(zo;r) ={xz € M : d(z,z9) <1}

die offene Kugel um zy mit Radius r. Eine Teilmenge U C M heifit dann offen, wenn es zu
jedem x € U einen Radius r > 0 gibt, so dafl

B(z;r) CU

ist.

Beispiel:

Endliche Folgen aus 0 und 1 nennt man in der Kodierungstheorie (Binér-)Worter. Der
Hamming-Abstand zweier n-stelliger Worter z und y

dy(x,y) = Anzahl der k mit x) # yy

ist eine Metrik auf der Menge der n-stelligen Bindrworter.
Beispielsweise ist fiir n = 3
d(011,110) =2

% http://www.mathematik-online.org/ 9



KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

und die (offene) Kugel B(101;2) um = = 101 mit Radius 2 enthélt die Elemente
001, 111, 100.

Die Elemente, die sich von 101 an zwei Stellen unterscheiden, gehoren nicht dazu, da der
Abstand kleiner als zwei sein muss.

Die Positivitdt und Symmetrie sind offensichtlich. Die Dreiecksungleichung folgt aus der dqui-
valenten Definition

di(z,y) =Y |v; —yl
j=1
und der Dreiecksungleichung fiir Betrige

75 = 2l = o5 — i +u — 2| < oy =yl 4y — 2l

1.1.2 Konvergenz in metrischen Raumen

Eine Folge (z,) in einem metrischen Raum M heifit konvergent gegen x € M, wenn

lim d(z,,z) =0

n—o0

gilt.
Das Element z heit Grenzwert der Folge (z,) und ist eindeutig.

Beweis:

Strebt (x,) gegen = und gegen y, so gilt
d(z,y) < d(2p, 7) + d(20,y)

fiir alle n, und da
lim d(z,,z) = lim d(z,,y) =0

n—oo n—oo

ist, muf} auch
d(xz,y) =0

und damit x = y gelten, d. h. der Grenzwert ist eindeutig.

1.1.3 Cauchy-Folgen in metrischen Rdumen

Eine Folge (x,) in einem metrischen Raum M heifit Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes r > 0
einen Index ng gibt, so daf fiir alle m,n > nyg

d(Tpm, xy) <71

gilt. Insbesondere ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge.
Besitzt jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum M einen Grenzwert in M, so heifit M
vollstandig.

10 % http://www.mathematik-online.org/



1.1. METRISCHE RAUME

Beweis:

Sei (z,,) in M eine konvergente Folge mit dem Grenzwert x € M. Zu jedem r > 0 gibt es einen
Index ng, so daf fiir alle n > ng

d(x,,x) <r/2

gilt. Dann folgt nach der Dreiecksungleichung
d(Tm, ) < d(Tp,x) +d(z,2,) <T/247T/2 =T

fiir alle m,n > ng. Folglich ist jede in M konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge.

1.1.4 Vervollstindigung eines metrischen Raumes

Ist die Abstandsfunktion d eines metrischen Raumes M auf einer Obermenge M> M definiert,
die alle Grenzwerte von Cauchy-Folgen in M enthilt, so wird der Abschluss M C M beziiglich
d als Vervollstandigung von M bezeichnet.

Allgemein kann die Vervollstindigung ohne Einbettung vom M in eine Obermenge definiert
werden. Man identifiziert dazu M mit Aquivalenzklassen konvergenter Folgen.

Die Vervollstandigung spielt bei der Analyse stetiger Abbildungen eine wichtige Rolle. Eigen-
schaften, die auf M gelten, lassen sich durch Grenzwert-Bildung auf den Abschlufi M iibertra-
gen. Insbesondere ist eine stetige Abbildung durch ihre Werte auf M bereits eindeutig festge-
legt.

1.1.5 Norm

Eine Norm auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
I-1:V—-R

mit den folgenden Eigenschaften:

e Positivitit:
lv]] >0 fir v#0

e Homogenitit:
Al = Al

e Dreiecksungleichung:
[Ju+vf] < flufl + vl

Dabei sind u, v beliebige Vektoren und A ein beliebiger Skalar.
Mit Hilfe einer Norm kann durch

d(u,v) = [u =]

ein Abstand zwischen zwei Vektoren definiert werden.

% http://www.mathematik-online.org/ 11



KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

1.1.6 Halbnorm

Eine Halbnorm auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
p:V-R
mit den folgenden Eigenschaften:

e Nichtnegativitét:
p(v) =0

e Homogenitit:

p(Av) = [Alp(v)

e Dreiecksungleichung:
p(u+v) < p(u) + p(v)

fiir alle u,v € V und Skalare \.

Eine Halbnorm ist genau dann eine Norm, wenn p(z) = 0 nur fiir z = 0 gilt.

Fiir die Definition der Halbnorm geniigen die beiden letztgenannten Eigenschaften. Die Nicht-
negativitat &8t sich aus diesen herleiten.

Beweis:

Aus der Homogenitét folgt direkt

und mit der Dreiecksungleichung

0=p(0) =p(z+ (—2)) < p(z) + p(—z) = p(z) + | — 1|p(x) = 2p(x),

d. h. die Nichtnegativitét

fir alle z € V.

Beispiel:

Gilt fiir eine Folge von Halbnormen (py) auf einem Vektorraum V'
pk(v) =0, keN=0v=0

fiir alle v € V, so induzieren die Halbnormen eine Metrik. Die kanonische Abstandsfunktion ist

iQ k pku_v)

- 1+ pk U — U)
Beziiglich dieser Metrik konvergiert eine Folge (v,,) genau dann gegen v, wenn

lim pg(v, —v) =0

n—oo

12 % http://www.mathematik-online.org/



1.1. METRISCHE RAUME

fiir alle k € N gilt.
Diese Aussagen werden nun bewiesen.
Von den Axiomen fiir eine Metrik ist lediglich die Dreiecksungleichung nicht trivial. Es gilt

pr(u — w) o 1 - 1
1+ pr(u—w) 1+ pp(u—w) — 1+ pr(u—v) + pp(v —w)
pr(u —v) pr(v —w)
_1+pk(u—v) 1—|—pk(v—w)

und damit ist
d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

Fiir die Konvergenz wird zunéchst angenommen, dafl
lim d(v,,v) =0

gilt und es ein k gibt, so dafl
lim pg(v, —v) =0
nicht gilt. Damit existiert aber eine Teilfolge (v,,) fiir die immer
Pr(Vn; —v) >e>0
und deshalb -
d(vy,,v) > ok >0
! 1+¢

gilt, was ein Widerspruch ist.
Sei nun andererseits € > 0 und es gelte

lim pg(v, —v) =0

fiir alle k. Dann existiert ein kg, so dafl
o)
et — )

£
> 2 5
1+pk(vn—v) 2

k=ko+1
gilt. Weiterhin folgt aus der Konvergenz beziiglich der Halbnormen, daf} es fiir jedes k zwischen

1 und kg ein ny gibt, so daf fiir alle n > ny,

gilt. Setzt man nun
ng = max my,

so gilt fiir alle n > ng

B ko L pk(vn — U) >
d(vy,,v) 22 )+ _20: 2 1+ pr(vn —v)

k=1
fo 2kl e € ¢
< ;2 k—0€+§:§+§:€,

was die Konvergenz beziiglich der Metrik beweist.

13
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KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

1.1.7 Epsilon-Netz

Ein e-Netz fiir eine Teilmenge K eines metrischen Raumes M ist eine Uberdeckung, die aus
endlich vielen Kugeln
B(xy;¢€),. .., B(zn; )

besteht. Der minimale Radius ¢,(K), der bei optimaler Wahl von n Mittelpunkten z; zur
Uberdeckung von M ausreicht, wird als e-Entropie bezeichnet.
Existiert zu einer Teilmenge K fiir alle € > 0 ein e-Netz, so heifit K total beschrankt.

1.1.8 Kompakte und relativ kompakte Mengen in metrischen
Raumen

Kompakte Teilmengen K eines metrischen Raumes M koénnen auf drei dquivalente Arten cha-
rakterisiert werden.

e Jede Uberdeckung von K mit offenen Mengen besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
e Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.
e [ ist total beschrankt und vollstandig.

Man beachte, dass die dritte Bedingung der im R"™ geltenden Charakterisierung kompakter
Mengen als beschrénkt und abgeschlossen entspricht.

Eine Teilmenge R eines metrischen Raumes M wird als relativ kompakt bezeichnet, wenn der
AbschluB R kompakt ist, oder #quivalent dazu, wenn jede Folge in R eine konvergente Teilfolge
besitzt.

Beispiel:
Als Beispiel werden verschiedene Teilmengen der rellen Zahlen betrachtet.

e Das Intervall [0, 1] ist eine kompakte (und damit auch relativ kompakte) Teilmenge von
R, da es abgeschlossen und beschréankt ist.

e Das Intervall (0, 1] ist keine kompakte Teilmenge von R, da z. B. der Grenzwert der Folge
1/n, n € N, nicht enthalten ist. Da (0,1] = [0, 1] ist, ist das halboffene Intervall jedoch
relativ kompakt.

e Das Intervall [0, 00) ist keine kompakte Teilmenge von R, da es zwar von den offenen Men-
gen (n —1,n+ 1), n € Ny, iiberdeckt wird, es aber dazu keine endliche Teiliiberdeckung
gibt. Das halbunendliche Intervall ist ebenfalls nicht relativ kompakt, da z. B. die Folge
1,2, ... der natiirlichen Zahlen keine konvergente Teilfolge besitzt.

1.1.9 Stetige Funktionen auf einem Gebiet

Fiir ein Gebiet D C R? sei
K1CK2CK3C"'CD

eine das Gebiet ausschopfende Folge kompakter Mengen. Dann wird auf dem Raum C(D) der
(reell- oder komplexwertigen) stetigen Funktionen auf D durch die Halbnormen

|£1; = max|f ()]

14 % http://www.mathematik-online.org/



1.2. BANACH-RAUME

eine Metrik induziert mit

— o, |f—4l;
d(f,q) = i =9
)= L2 o

Konvergenz beziiglich dieser Metrik entspricht gleichméfliger Konvergenz auf beliebigen kom-
pakten Teilmengen K C D. Damit folgt die Vollstandigkeit, denn Stetigkeit bleibt bei

gleichméfliger Konvergenz erhalten.
Mit Cy(D) wird die Menge der stetigen Funktionen auf D mit kompaktem Triager bezeichnet.

1.1.10 Testfunktionen

Fiir ein Gebiet D C R? ist C*°(D) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen
auf D. Der Unterraum der Funktionen, die auflerhalb einer kompakten Teilmenge K C D
verschwinden, wird mit C§°(D) oder als Raum der Testfunktionen D bezeichnet. Dieser Raum,
der von Schwartz eingefiihrt wurde, spielt bei der Behandlung partieller Differentialgleichungen
und in der Distributionentheorie eine wichtige Rolle.

1.1.11 Schwache Ableitung

Mit Hilfe von partieller Integration léasst sich der klassische Ableitungsbegriff verallgemeinern.
Man bezeichnet eine Funktion

O, aa:H(ai) v

v

als schwache Ableitung einer auf einem Gebiet D definierten Funktion f, wenn

[ s@gt@)de = (-0 [ f@arg(a)da, vy e CD)

mit @ = (v, ..., ), |a| = oy + -+ a,, gilt. Dabei wird vorausgesetzt, dafi beide Integrale fur
alle Testfunktionen g existieren. Dies ist z. B. der Fall, wenn 0%f und f auf jeder kompakten
Teilmenge von D absolut integrierbar sind.

1.2 Banach-Riaume

1.2.1 Banach-Raum

Ein normierter Vektorraum V heifit Banach-Raum, wenn er beziiglich der durch die Norm
induzierten Metrik vollsténdig ist, d. h. wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in V' besitzt.
Jeder abgeschlossene Untervektorraum U C V ist ebenfalls ein Banach-Raum. Insbesondere
sind endlich dimensionale normierte Vektorrdume Banach-R&aume.

1.2.2 Stetige Funktionen auf einer kompakten Menge

Der Raum C(K) der stetigen (reell- oder komplexwertigen) Funktionen auf einer kompakten
Teilmenge K C R" ist ein Banach-Raum beziiglich der durch

]
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KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

definierten Norm. Die Vollstéandigkeit folgt, da Stetigkeit bei gleichméfliger Konvergenz erhalten
bleibt.

Die Kompaktheit des Definitionsbereichs ist wesentlich. Stetige Funktionen auf offenen oder
unbeschrénkten Mengen miissen kein Maximum besitzen, haben daher unter Umsténden keine
endliche Norm.

1.2.3 Differenzierbare Funktionen auf einer kompakten Menge

Der Raum C™(K') der m-mal stetig differenzierbaren (reell- oder komplexwertigen) Funktionen
auf einer kompakten Teilmenge K C R" ist ein Banach-Raum beziiglich der durch

1 koo = D 10°Flloo

|| <k

definierten Norm. Die Vollstdndigkeit folgt, da stetige Differenzierbarkeit der partiellen Ablei-
tungen 0°f, a = (aq, ..., qy,), bei gleichméBiger Konvergenz erhalten bleibt.

Die Kompaktheit des Definitionsbereichs ist wesentlich. Stetige Funktionen auf offenen oder
unbeschrinkten Mengen miissen kein Maximum besitzen, haben daher unter Umsténden keine
endliche Norm.

1.2.4 p-integrierbare Funktionen

Fiir ein Gebiet D C R"™ bezeichnet LP(D), 1 < p < oo, den Banach-Raum der Funktionen, die

beziiglich der Norm
1/p
I, = | [ 1
D

durch stetige Funktionen mit kompaktem Trédger approximierbar sind, d. h. LP(D) ist der
Abschlul von Cy(D) beziiglich || - ||,

Funktionen f € LP(D) sind punktweise nur bis auf Mengen vom Maf Null definiert. Man
schreibt

f =g f. i (fast iiberall) bzw. a. e. (almost everywhere)

fiir Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden und identifiziert solche Funk-
tionen. Genauer betrachet man die Aquivalenzklasse, fiir die f oder g ein Repriisentant ist.
Mit Hilfe des Lebesgue-Integrals kann LP(D) allgemein fiir beliebige Lebesgue-mefbare Mengen
definiert werden. Zur Approximation werden dann, analog zum Riemann-Integral, Treppenfunk-
tionen verwendet, die auf Lebesgue-mefibaren Teilmengen von D konstant sind.

1.2.5 Beschrankte Funktionen

Fiir ein Gebiet D C R™ bezeichnet L*°(D) den Banach-Raum der Lebesgue-mefbaren Funk-
tionen f, die bis auf eine Nullmenge beschréankt sind, d. h.

|f(x)] <ec< oo
fast iiberall. Die kleinste Schranke ¢ wird mit

[f]loc = ess sup|f(z)|
rzeD
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1.2. BANACH-RAUME

bezeichnet.
Der Raum L*>(D) ist ein echter Teilraum des Raumes aller fast tiberall beschriankten Funktio-
nen auf D. Beide Rédume lassen sich beziiglich | - ||oo nicht durch Approximation mit stetigen

Funktionen konstruieren. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu den Réumen LP(D) der p-
integrierbaren Funktionen.

1.2.6 Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und
geometrischen Mittel

Fiir positive relle Zahlen aq,...,a, ist das arithmetische nicht kleiner als das geometrische

Mittel:
aq + . + A,

n

> ay ... ay.
Allgemeiner gilt fiir positive Gewichte \; mit Y " A\ =1
Aag + -+ A\pay 2@1\1--@2”.

Die Gleichheit gilt genau dann wenn a; = - -+ = a,.

Beweis:

Mit @ = >, \ia; und b = Ina erhélt man nach Logarithmieren die zur der gewichteten Unglei-

Zx\ilnai <Ilna.

chung dquivalente Behauptung

Nutzt man aus, dass, wie in der Abbildung illustriert ist, die Tangente
1
g: y=b+-(zr-a

oberhalb des Graphen des Logarithmus liegt, so folgt wegen Y . \; =1

ZkilnaiSZAi<b+é(ai )_b+ (ZAaz—CL):

wie behauptet.
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1.2.7 Holdersche Ungleichung fiir Integrale

Essei f € LP(D)und g € LY9(D) mit 1 < p <oound 1/p+1/¢ = 1. Dann ist fg € L*(D) und
es gilt die Holdersche Ungleichung

1/p
/!f ) ds < /!f I da D/\gmrqu

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn eine der Funktionen |f|P, |g|? fast {iberall ein Vielfaches
der anderen ist.
Fiir den Grenzfall p = 00, ¢ =1 (bzw. p =1, ¢ = oo mit f und ¢ vertauscht) gilt

/!f 7)) dz < HfHoo/\g do

Fiir p = ¢ = 2 wird diese Ungleichung auch als Cauchy-Schwarzsche Ungleichung bezeichnet.

1/q

Beweis:

Es wird nur der nicht-triviale fall 1 < p < oo betrachtet. Des weiteren kann o. B. d. A.
angenommen werden, dafl die Integrale

L= [ |f(z)Pdeund I, = [ |g(z)|?dx
/ /

positiv Sind Wire z. B. I} = 0, so wiirde |f|? und damit f fast {iberall verschwinden, d. h.
f |f(x)g(z)]dx = 0 und die Ungleichung wére trivialerweise erfiillt. Da die Ungleichung ge-

genuber Skaherungen f —rf, g — sg invariant ist, kann dariiberhinaus [y = [, = 1 angenom-
men werden.
Nach der Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und geometrischen Mittel gilt

1 1
[fal = (LFP)2 (gl < =|F17 + =g
p q
Damit ist fg € L'(D) und nach Integration folgt

1 1
/|f Dldr<ineln -1

1.2.8 Minkowskische Ungleichung fiir Integrale
Fiir zwei Funktionen f und ¢ in LP(D) mit 1 < p < oo gilt die Minkowskische Ungleichung

/\f(x)+g(x)\pdx Ups /|f(x>!pda: 1/p+ /\g(x)|pdx

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn eine der Funktionen f, g fast iiberall ein nichtnegatives
Vielfaches der anderen ist.

1/p
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Beweis:

Da der Fall p = 1 trivial ist, wird im folgenden p > 1 angenommen. Des Weiteren sei 1/p+1/q =
1 und das Integral

1= [15@) + g do
D
sei 0. B. d. A. positiv. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung

1= / @)+ g@)|1f(@) + g(a) P de

< [1r@lis@) + P do+ [ lg@l15w) + gla)p da.

D
Mit der Holderschen Ungleichung und (p — 1)g = p lésst sich diese Summe durch
1/p 1/q

< / (@) da / (@) + g(x)[* da

1/p 1/q

+ /Ig(ir)lpdrt /If(x)+g(x)|<p—1>q da

1/p

1/p
- / f@)Pde|  + / gopde | | v
D D

abschétzen. Nach Division durch I/ erhélt man die Minkowskische Ungleichung.

1.2.9 Sobolev-Raume
Fir ein Gebiet D C R"™ bezeichnet
W*P(D), keNy, 1<p<oo,

den Banach-Raum der Funktionen mit schwachen partiellen Ableitungen der Ordnung < k in
LP(D) und

1/p

1w = | S / O f@)pPde | 1<p<oo

le|<k
bzw.

— 0 fllo = o
11 = max |97 o = max ess suplo” f (z)

die zugehorige Norm. Die zugehorige Halbnorm
1/p

=3 / O f@)Pde| , 1<p<oo
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bzw.

| flk,00 = max||0° f||c = max ess sup|0® f(x)]
|a|=F lol=k  zeD

verwendet nur die Ableitungen der hochsten Ordnung.

Insbesondere ist
W°?(D) = L*(D).

Beispiel:

Als Beispiel wird die Funktion
f(z) =1z|*, s#0,

auf der n-dimensionalen Einheitskugel
D={zeR": |z]<1}

betachtet. Fiir s > —n ist f integrierbar, denn mit Kugelkoordinaten (r = |z|) erhédlt man

1
HfHO,l :/’x‘sdx = Cn/?“srnl dr
0

D

wobei ¢, das n — 1-dimensionale Volumen der Einheitssphére ist. Desweiteren ist
o, f(z) = s|z|* 2z,

eine integrierbare schwache Ableitung von f fiir s > 1 —n, trotz der Singularitdt im Ursprung.
In Kugelkoordinaten erhélt man

13, = [15@P dz+ Y [ 1.5 do
D v=l1p
1
= const. / (7“23 + 527“25’2) " dr
0

mit 7 = |z|. Damit ist f € W2 fir s > 1 — n/2. Da fiir n > 2 auch negative Exponenten s
auftreten konnen, folgt daraus, dass quadrat-integrierbare Ableitungen nicht notwendigerweise
beschriankt sind. Schwache Ableitbarkeit impliziert nicht Stetigkeit.

Betrachtet man dieselbe Funktion auf dem Gebiet

D={zecR": |z|>1}

so ist f quadratintegrierbar fiir s < —n/2 und die schwachen Ableitungen sind quadratinte-
grierbar fiir s < 1 —n/2, was sich wiederum mit Kugelkoordinaten

Z/|auf($)‘2d,]] = COHSt/r232Tn1 dr
b 1

v=1 %

verifizieren 1aft.
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Beispiel:

Schwache Ableitung verallgemeinert zwar den klassischen Ableitungsbegriff, es sind jedoch keine
zu starken Singularitéiten zuléssig. Als Beispiel wird die Funktion

ﬂwz{L ne

0, sonst

auf dem n-dimensionale Intervall
D= (-1,1)"

betrachtet. Die Funktion f ist unstetig an der Hyperebene
S={reR":x; =0}

und besitzt keine quadrat-integrierbare schwache Ableitung g = 0, f € L*(D), d. h. die Glei-
chung

[s@e@ s =~ [ s@onels) ds

ist fiir kein g fir alle ¢ € C§°(D) erfillbar. Um dies zu zeigen, wihlt man eine Testfunktion

o(x) =@(x,z9,...,2,) >0, ¢(0)>0,

und dazu fir 1 > >0

@ (x

)= o(z1/e, 29, ..., x,), T1 € (—€,€)
0, sonst

Damit ergibt sich in obiger Gleichung fiir die rechte Seite

_/f(x)al%(x) dv = — / O1pe(x) dz

x1>0

= / 0 (0,29, ..., x,) dxy . .. dx,

(_171)71—1
= / ©(0,x9,...,x,)dxs ... dx, = const > 0

(—1,1)n1

wahrend die linke Seite nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1/2

[o@eras| <lglls | [1otofesn.. s

D
1/2

= /|w(y1ay27"'7yn)‘2€dy :O(El/z)
D

mit € gegen 0 geht.
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1.2.10 Sobolevscher Einbettungssatz

Fiir ein Lipschitz-Gebiet D C R™ gelten fiir die Sobolev-Rédume die Inklusionen

k1
W (D) c W(D), q>p, — >

n

)

D | =
< |

wobei fiir ¢ = oo genauer eine Einbettung nach W5°(D) N C'(D) besteht.
Fiir beschréinkte Gebiete sind die Einbettungen kompakt, d. h. beschriinkte Mengen in W"?(D)
besitzen konvergente Teilfolgen in W4(D).

Beispiel:

Als Beispiel wird die Inklusion
Wh? c W = L1

anhand der Funktion
flx)=|z|°, s#0

auf der n-dimensionalen Einheitskugel
D={zxeR": |z|<1}

betrachtet. Die Funktion ist g-integrierbar fir s > —n/q, denn mit Kugelkoordinaten (r = |z|)

erhalt man
1

1115, = [ latrde = o [ roantar,
D

0

wobei ¢, das (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphére ist. Desweiteren ist
O, f(x) = s|z|* 2z,

eine schwache Ableitung von f, die p-integrierbar fiir s > 1 — n/p ist. Dies 18t sich wiederum
mit Kugelkoordinaten verifizieren

1

sz <isp [re-mtar,

D 0

wobel

p/2
|xu|p < <Z|Il/‘2> =P
14
verwendet wurde. Nach dem Einbettungssatz ist WP C W%4, falls

>

n (1 1) < 1)
l——=n(—-——=-)>n(—
p nop q

gilt, was mit obigen Bedingungen an s konsistent ist.

S|

"=
|
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1.2.11 Banachscher Fixpunktsatz

Ist g eine kontrahierende Abbildung, die eine nichtleere, abgeschlossene Menge D C R" in sich
abbildet, d.h. gilt

e D=D
exeD=gx)eD

o |lg(z) —gW)l| < cllz —yl| Vr,yeD

mit ¢ < 1, dann besitzt ¢g einen eindeutigen Fixpunkt z, = g(z.) € D. Ausgehend von zq € D
kann z, durch die Iterationsfolge

xg, 1 = g(T0), T2 = g(x1), ...

approximiert werden. Fiir den Fehler gilt

k

|z = 2il] < 37— llz1 — o

— C

d.h. die Iterationsfolge konvergiert fiir jeden Startwert linear.

Der Fixpunktsatz gilt allgemein in vollstdndigen metrischen Rdumen. Da die Translationsinva-
rianz und Homogenitit der Norm nicht benotigt wird, kann man ||z — y|| durch eine allgemeine
Abstandfunktion d(z,y) ersetzen.

Beweis:
Da g(D) C D, gilt xy € D fiir alle £ > 0, und aus der Kontraktionsbedingung folgt
o1 — 2| = llg(ze) — g(xea)[| < cllze — 2o
Die Iteration dieser Ungleichung ergibt
lzesr — @l < ¢l — 2o

Fiir j > ¢ folgt aus der Dreiecksungleichung

l2; — x|l < oy — xjall + (|21 — 252 + A lzes =zl
- J
< (M Bl — ol = S5 | — o]
<

10—,[6“%1 —170||,

und damit die Cauchy-Konvergenz der Folge x, gegen einen Grenzwert z,. Geht man in der
Ungleichung

lg(z.) = 2l < llg(ze) = gzl + llg(z;) — wall < el = 25 + [ — 2.

zum Grenzwert 7 — oo iiber, so sieht man, dass z, ein Fixpunkt von g ist. Dies ist auch der
einzige Fixpunkt. Nimmt man nédmlich an, es gidbe einen weiteren Fixpunkt Z, # z., so folgt
aus der Kontraktionsbedingung der Widerspruch

12+ = zull = llg(Z.) — gz )| < cf| T — 2]

Die Abschitzung fiir den Fehler folgt aus der Ungleichung fiir ||2;—x,|| ebenfalls durch Ubergang
zum Grenzwert j — 00.
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Beispiel:
Als elementares Beispiel wird die Abbildung

v gla) =1+ Va

betrachtet. Wahlt man
D =1,00),

so sind zwei Voraussetzungen offensichtlich erfiillt: D ist abgeschlossen, und ¢g(D) C D, da
g(x) > 1 fir z > 1.
Zum Nachweis der Kontraktionbedingung schreibt man

[z —yl
9(z) —g9(y)| = Ve = Vyl = —=——~.
Ve VI + /Yy
Da der Nenner fiir z,y € D grofier oder gleich 2 ist, kann ¢ = 1/2 < 1 gewahlt werden.
Wird die Iteration mit o = 1, 21 = 2 gestartet, so folgt

|z, — x| <2-27°.
Eine Genauigkeit von 107% wird damit erreicht, wenn
217 < 107" &  1-¢<-61d(10) ~ —19.931,
d.h. nach hochstens 21 Schritten.

Beispiel:
Als typische Anwendung wird ein leicht gestortes lineares System betrachtet:
Ax+cf(z) =10

mit einer quadratischen Matrix A. Fiir hinreichend kleines € dominiert der lineare Anteil, und
das System kann mit der Iteration

v glx) = A7 (b—cf(z))
gelost werden. Dabei wird angenommen, dass A invertierbar und die Funktion f Lipschitz-stetig

mit Konstante cy ist.
Zur Uberpriifung der Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes wahlt man

D={y: ly—pll<r}, p=A""D.
Fiir beliebiges x € D ist dann
lg(x) = pll = e A7 f2)]| < el|A7Y| max [|f ()]

Wahlt man ,
9 S )
A= maxyep || f(y)]
so ist g(x) € D, d.h. g bildet in D ab. Eine Abschétzung fiir die Kontraktionskonstante ¢ folgt
aus

lg() = g)ll = ell A7 (f (@) = F)Il < ell A7 leg fl — i
———

C

mit ¢y der Lipschitz-Konstanten von f. Man erhélt ¢ < 1, wenn
_ 1
8 —
[ A ley

gefordert wird. Beide Bedingungen sind offensichtlich fiir hinreichend kleines ¢ erfiillt.
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1.3 Hilbert-Raume

1.3.1 Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
(,):VxV=C
mit folgenden Eigenschaften:

e Positivitit:
(v,v) >0 fiir v #0

e Schiefsymmetrie:

(u,v) = (v, u)

e Linearitat:
(A + 00, w) = M, w) + o{v, w)

Dabei sind u,v,w € V und A, p € C beliebige Vektoren bzw. Skalare.
Aufgrund der Schiefsymmetrie ist ein komplexes Skalarprodukt bzgl. der zweiten Variablen
nicht linear:

(u, \v + ow) = Mu,v) + 2(u, w) .

Lediglich fiir reelle Skalare ist die komplexe Konjugation ohne Bedeutung.

1.3.2 Hilbert-Raum

Ein Hilbert-Raum H ist ein vollstandiger normierter (reeller oder komplexer) Vektorraum, bei
dem die Norm durch ein Skalarprodukt definiert ist:

[0l = v/ (v, v) .
Insbesondere gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[{u, v} < Jlull[lv]]
sowie die Parallelogramm-Identitét
lu+ol* + flu = v]* = 2[Jull* + 2[]v]*.
Man bezeichnet einen Hilbert-Raum als separabel, wenn eine abzéhlbare orthonormale Basis
er,e2,..., (e,ej) =0;j,

existiert. In diesem Fall besitzt jedes v € H die Fourier-Entwicklung

v = <U76k>€k )

00
k=1

die bzgl. obiger Norm konvergiert.
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1.3.3 Quadratsummierbare Folgen

Die quadratsummierbaren Folgen
C1,Coy ..., CZ‘G(C

bilden den Hilbert-Raum [? bzgl. des Skalarprodukts

(c,d) = Z crdy .
k=1

Der Raum [? ist der Prototyp eines separablen Hilbert-Raums H, denn jedes Element

o0
v = chek €EH
k=1

kann mit den Koeffizienten ¢, einer orthonormalen Basis identifiziert werden. Dabei gilt
[l = el

d. h. die Réume H und [? sind isomorph.

1.3.4 Quadratintegrierbare Funktionen
Fiir ein Gebiet D C R" bezeichnet L?(D) den Raum der Funktionen f: D — C mit

Jlr@Pds <o

und der durch das Skalarprodukt

induzierten Norm || - ||o.
Alternativ kann L?*(D) auch als Abschluss der glatten Funktionen definiert werden, d.h. jede
quadratintegrierbare Funktion ldsst sich durch eine Folge unendlich oft differenzierbarer Funk-
tionen f, approximieren:

If = full =0, n—o0.

Beispiel:

Als Beispiel wird die Funktion
flx) = |z°

auf der n-dimensionalen Einheitskugel
D={zeR":|z] <1}

betrachtet.
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Mit Kugelkoordinaten (r = |x|) erhalt man

1

7.25-1—71 1
/|f(:v)|2d:17 =c /rzsr”_l dr =c {28 +”}0 )

D 0

d.h. f ist quadratintegrierbar fiir 2s > —n.
Betrachtet man dieselbe Funktion auf dem Gebiet

D={zcR": |z| > 1},

so erhélt man wiederum mit Kugelkoordinaten

[e.9]
fla= [ |z|*de=c [ r**r"'dr,
2
D 1

d.h. f ist quadratintegrierbar fiir 2s < —n.

1.3.5 Sobolev-Raum der quadratintegrierbaren Funktionen

Fiir ein Gebiet D C R" bezeichnet H*(D) = W"2(D) den Hilbert-Raum der (reell- oder
komplexwertigen) Funktionen mit quadratintegrierbaren schwachen partiellen Ableitungen der
Ordnung < k mit der durch das Skalarprodukt

(frghes = /aa 2390
|a|<kD

induzierten Norm || - || 2. Die zugehorige Halbnorm
1/2

| flk2 = Z/\aaf(m)\2dx

la|=k T

verwendet nur die Ableitungen héchster Ordnung.

Beispiel:

Die Fourier-Reihe

f(m) _ cheikx

kEZ
ist auf D = [—m, 7] quadratintegrierbar, falls
D el < o0,
kEZ
denn

/|f |2dx—/che cje ‘”dx—27r2|ck|

k€L kez

aufgrund der Orthogonalitit der Fourier-Basis e'**.
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Die Ableitung
f(z) = Zikckeikx

keZ

Zk2,ck|2 < 00,

kEZ

ist quadratintegrierbar, falls

denn

/\f )P dx = — /Z kepel® jee I dy = —2W2k2]0k|2

o GkeL keZ

Da die zweite Bedingung die erste implziert, ist f € H* fiir > k?|cx|* < oo.
keZ

1.3.6 Hardy-Lebesgue-Raum
Der Hardy-Lebesgue-Raum H L besteht aus allen auf der Einheitskreisscheibe

D={zeC:|z| <1}
holomorphen Funktionen
=3
k=0
mit

||f||%{L =(f, flur = ch@< 0.
k=0

1.3.7 Fourier-Projektion in Hilbert-Riumen

Die Fourier-Projektion eines Vektors v in einem separablen Hilbert-Raum H mit Orthonormal-

system ey, es, .. .,
n

Dn¥ = chek, ek = (v, ex)

k=1

ist die beste Approximation zu v in der durch das Skalarprodukt (-, ) induzierten Norm || - || ,
d. h.
[v=pnoll = min  [jv—gqg|.
q:k21 diek

Beweis:

Man bemerkt zunéchst, dafl
(v—puo,e) =0, 1<j<n.

Dies folgt unmittelbar aus der Orthonormalitit der {e;}, denn

n
(pnv, ;) ch €k, €5) chékﬁj =c;, 1<j5j<n.
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Fiir eine beliebige Approximation ¢ = Y dye;, gilt
k=1
lv =gl = lv = pav + pav — q|”
= |lv = puv[* + (v = pav, pav—q )+ pav =g v = pav) + [lpav — gl”
—— ——

M=

n
> (cx—di)ek (cr—di)ex
k=1

k

1

= llv = puvll* + Ipav — glf*,

d. h. der Fehler wird minimal, wenn ¢ die Fourier-Projektion p,v ist.

1.3.8 Beste Approximation von konvexen Mengen in Hilbert-
Riaumen

Fiir eine abgeschlossene konvexe Teilmenge K eines Hilbert-Raums H existiert zu jedem v € H
eine eindeutige beste Approximation v € K mit

|lu— o] = inf ||u—w]|.
weK

Die beste Approximation ist dabei eindeutig durch
(u—v,w—wv) <0, firaleweK

charakterisiert, d. h. der Winkel zwischen den Vektoren v — v und w — v ist stumpf.
Insbesondere existieren eindeutige beste Approximationen von abgeschlossenen linearen Un-
terrdumen U. In diesem Fall ist das obige Skalarprodukt Null, d. h. der Fehler u — v ist ortho-
gonal zu U.

Beweis:

Setzt man
d= inf ||u—w||
weK

und wihlt eine Folge (u,) in K mit

|lu —upl| = d, n— o0,
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so gilt wegen der Konvexitat von K
1

und weiter
120 — (up + up)||* > 4d>.

Mit der Parallelogramm-Identitéit folgt

1w = wn) = (u = ) [* = {20l = wnl* + 2[w = wn [} = (e = wn) + (u = ) |
< {2llu = wall* + 2flu — u||*} — 4d*.

Da der Ausdruck in geschweiften Klammern gegen 4d? strebt, ist

m |ty — u,||* =0

n,m—00

und (u,,) eine Cauchy-Folge in H, d. h. es existiert ein v € K mit

lim w, =vund ||u—v|| =d.
n—oo
Der Grenzwert ist eindeutig, denn gébe es ein w € K mit |[u — w|| = d, so wiirde die Folge
v, w,v,w, ... wie oben konvergieren, und es mufl
v=w

gelten.

1.3.9 Orthogonales Komplement in Hilbert-Riumen

Zu jedem abgeschlossenen Unterraum U eines Hilbert-Raums H existiert ein orthogonales Kom-
plement, d. h. ein abgeschlossener Unterraum

Ut={veH:{uv)=0, YuecU},

mit

H=UpU".

Beweis:

Dafl U+ ein Unterrraum von H ist folgt direkt aus den Eigenschaften des Skalarprodukts (u, v),
und durch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt die Abgeschlossenheit.
Falls u € U und u € U~ gilt (u,u) = 0 und damit u = 0 bzw.

UnuU* = {0}.
Da U konvex ist, existiert fiir w € H eine beste Approximation u € U, die die Norm
Jw — ul
minimiert. Setzt man v = w — u, so gilt fiir alle w € U und alle «

I”

[o]l* < llv = aal* = [Jv]|* — @(v, @) — e, v) + oa||alf*.
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Mit . N
o= (v:u), bzw. @ = (u:v>
@] [ af[?
folgt )
2 s [{a,v)]
[[o]|* < [[v]] THE
und damit

(@l,v) =0 bzw. v € U™.

Daw=wu+wvist
H=UaoU*

gezeigt.

1.3.10 Bessel-Ungleichung in Hilbert-Riumen

Fiir die orthonormale Basis e, e, ...in einem separablen Hilbert-Raum H gilt

oo
Y lven)® < Jlolf?
k=1

fir alle v € H.

Beweis:

Mit ¢ = (v, ex) folgt aus der Orthonormalitit der e,

2

n n

0< U—chek = ||v||2—ch<ek, ) — ch v, ey, +Z|ck|2
k=1 k=1 k=1
n
= [ol> = > [{v,en)]” + Z (v, ex) — cil’
k=1 =1

=0
Die resultierende Ungleichung
n
v, ex)]* < [lv])®
k=1

bleibt auch beim Grenziibergang n — oo erhalten.

1.3.11 Parseval-Identitiat in Hilbert-Riumen

Fiir einen separablen Hilbert-Raum H gilt
D e =ol’, veH,
k=1

d.h. die Norm von v stimmt mit der /2-Norm der Basis-Koeffizienten iiberein.
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Beweis:

Es ist nach der Stetigkeit des Skalarprodukts

<v — Z(v,ek>ek,e]~> = nh_)rgo <U — Z<U7€k>6k>€j> = (v,¢e5) — (v,¢;) =0

k=1 k=1

fiir alle e;, d. h.

k=1
Daraus folgt
n 2 n oo
o] = tim | S weder| = lim S lw,edl? = [{v.e0)
k=1 =1 k=1

d. h. die Parseval-Identitat.
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Kapitel 2

Lineare Operatoren

2.1 Lineare Funktionale

2.1.1 Stetiges lineares Funktional

Ein stetiges lineares Funktinal A auf einem reellen (komplexen) topologischen Vektorraum V'
ist eine stetige lineare Abbildung von V' nach R (C).

In einem normierten Vektorraum ist Stetigkeit von A #dquivalent zu der Beschranktheit des
Bildes der Einheitskugel um Null. Man definiert in diesem Fall

[Al = sup [Av]

[[ofl=1

als die Norm des linearen Funktionals.
Aufgrund der Homogenitét der Norm, sind ebenfalls die dquivalenten Definitionen

A
1AL = sup 29— up (A
w0 vl <t

moglich.

Beweis:

Um zu zeigen, daf} die Stetigkeit die Beschrinktheit impliziert, wird angenommen, dal A auf
einem normierten Vektorraum stetig ist, das Bild der Einheitskugel um Null aber unbeschréankt
ist, d. h. fiir jedes n € N existiert ein v,, in V mit

|vn]l < 1 und [Av,| >n.

Setzt man .
Up = —Up,
n
so erhalt man .
unl < —,
n

d. h. u, — 0 fiir n — oo und aufgrund der Stetigkeit des Funktionals folgt damit A(u,,) — A(0).
Mit der Linearitdat des Funktionals gilt

AO=A(0-v) =0Av=0
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fiir alle v € V und damit |Au,| — 0. Andererseits ist
1
|Au,| = —|Av,| > 1,
n

was einen Widerspruch darstellt.
Umgekehrt folgt aus der Beschréanktheit die Stetigkeit, wenn man annimmt, daf

|Au| < ¢

fiir alle u aus der Einheitskugel um Null. Hat man nun eine beliebige Folge (v,,) in V' mit v,, — v
und v,, # v fiir alle n, so erhélt man

[Avy, = Av| = [A(vy = v)] = [lon — 2]

A(—‘H)] < J[vn = vllc >0,

v, — v

d. h. die Stetigkeit des Funktionals.

Beispiel:

Als Beispiel wird das lineare Funktional

Af=rQ)
fir f € C0, 1] betrachtet.
Mit der Maximumsnorm auf C0, 1],
1 £lloo = max f ()]

ergibt sich

Al = sup [f(1)[ < sup [[flloo=1,
[ fllo=1 I flloe=1

d. h. das Funktional ist stetig. Mit der Funktion f(z) =1 fiir alle 2 € [0, 1] ergibt sich fiir die
Norm des Funktionals
[Al=1.

Verwendet man stattdessen die L2-Norm auf C'[0, 1],

1/2

1
Iflla={ [ If@)Pdz]
/

und betrachtet die Funktionenfolge
folx) =V2n+12", neN,

so erhalt man
1

1ull2 = / (2n + D da = 1.,

0

fol) =V2n+ 1

wéchst unbeschrankt, d. h. das Funktional ist nicht stetig.

aber
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2.1.2 Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

Zu jedem stetigen linearen Funktional A auf einem Unterraum U eines normierten Vektorraums
V' existiert eine normtreue Fortsetzung, d. h. es gibt ein stetiges lineares Funktional A auf V|
mit

Au=Au, welU

und . )
sup  [Av| = [[A = [[All = sup [Au].

veV|lv[=1 uel,||luf=1

Beispiel:

Als Beispiel wird das lineare Funktional

Af = f(0)
auf dem Unterraum
U = span{1, z, 2%}
von L?(—1,1) mit der zugehorigen Norm

1/2

1l = / (@) da

betrachtet.
Eine Funktion

f=a+ bz + cz?
aus U hat die Norm

1

2 4 2
I718= [ bo+ca?)?do =202 + 35+ e+ 2

-1

Somit folgt fiir die Norm von A auf U

IA]o]]? = max AP s o .
0£7€U || f[13 (abo#0.00) 2a2 + 202 + 2ac + 22

Bei festem a wird der Nenner minimal fiir b = 0, ¢ = —g a, d. h.

a? 3
A =/ =-V2.
IAlel = ) 5 = V2

Offensichtlich sind Auswertungs-Funktionale auf L? nicht stetig. Um eine Fortsetzung fiir A zu
gewinnen, macht man den Ansatz

1
Af = /Sa%—ﬁx%—vz%f(a:)dx
1

p(z)
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und bestimmt die Koeffizienten «, (3,7 aus der Forderung, dafl A mit A auf einer Basis von U
iibereinstimmen muf

1 200+ 3 1 (1
Ay = = 26 =< 0 p=A<¢ =z
? 2a+ 2y 0 x?
Daraus folgt
9 15
a=g, B=0, v 3
Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
Af < Npllallf1l2

also ||A| < ||p|l2. Da p € U gilt ebenfalls

- 1
|Ap| _ f_l p(x)]* da
[F2IE [pll2

. 9\ 2 49/ 15
Al = — 22 S e
Al = lIpll2 \/ (8) +0+38( 8)

d. h. A ist eine normtreue Fortsetzung von A.

1ALy =

= [Ipll2-

Folglich ist

2/ 15\% 3
2 =) =29
+5< 8) V2,

2.1.3 Dualraum

Der Dualraum V' eines normierten Vektorraums V' besteht aus den stetigen linearen Funktio-
nalen A auf V. Versehen mit der Norm

Al = sup [Av]

l[ofl=1

ist V' ein Banach-Raum.

Beweis:

Es ist direkt zu sehen, dafl V' ein normierter Vektorraum ist. Zu zeigen bleibt die Vollstdndigkeit
von V’. Sei nun (A,,) eine Cauchy-Folge in V', d. h. fiir alle € > 0 existiert ein ng, so daf§ fur

alle n,m > nyg
A, — Al < e

gilt. Fiir jedes v € V gilt dann
[Anv = Aol = [[(An = Am)ol| < [[An = A]l]o] < €fv]

d. h. (A,v) ist eine skalare Cauchy-Folge, besitzt also einen Grenzwert lim A,v. Die durch

n—oo

Av = lim A,v definierte Abbildung ist linear und durch die Stetigkeit der Norm folgt aus

n—oo

obiger Abschéatzung fiir m — oo
(A = A)o[| < elv]
fiir n > ngy. Daraus folgt, dal A,,, — A und damit auch A = (A — A,,,) — A, stetig sind, und

HAn - AH <e
fiir n > ng gilt, d. h.
lim A,, = A.
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2.1.4 Bidualraum

Der Bidualraum V" eines normierten Vektorraums V' ist der Dualraum von V’. Da jedes Element

v € V vermoge
A—Av, AeV’

ein stetiges lineares Funktional auf V'’ induziert, kann V' mit einem Unterraum von V" identi-
fiziert werden. Gilt

V=V,
so bezeichnet man V' als reflexiv.

Reflexive Banach-Raume sind beispielsweise die Raume LP(D), 1 < p < 0o, sowie jeder endlich-
dimensionale Vektorraum. L*(D) und C0, 1] sind Beispiele nicht-reflexiver Banach-Rédume.

2.1.5 Dualraum der p-integrierbaren Funktionen

fiir ein Gebiet D C R™ und 1 < p < o0 ist

11
[P(D) = LYD), —+4+-=1.
(D) (D) e

Beweis:
Es wird nur die Inklusion L?(D) C LP(D)’ bewiesen.
Zu jedem g € L1(D) wird durch

A fHAf:/f(x)g(a:)dx, Vf e LP(D),

ein stetiges lineares Funktional auf LP(D) definiert, denn nach der Holderschen Ungleichung
fiir Integrale ist
1/q

1/p
/ F(@)g(x)] da < / @) d / g(@)7de | = 1l llglle < o0

mit Il) + % = 1. Daraus folgt
[Al = sup [Af]<1lglly-

\f p=1
Fiir f = sign(g)|g|?~! ist die Ungleichung scharf, d. h. man erhlt
A= llgllq -

2.1.6 Darstellungssatz von Riesz

Fiir einen Hilbertraum H und ein festes v € H wird durch
A u— Au=(u,v), Yue H
ein stetiges lineares Funktional auf H mit
[A[] = o]

definiert.
Umgekehrt gibt es zu jedem stetigen linearen Funktional A € H' genau ein v € H, so dafl obige
Gleichung gilt.
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Beispiel:
Als Beispiel wird der Raum der quadratsummierbaren Folgen [? betrachtet. Sei A € (I?), dann
existiert genau eine Folge d = (dy, dy, ...) in [ mit
Ac = {c,d) = chd_k, Veel?.
k=1

Durch die eindeutige Zuordnung von d zu A 148t sich der Raum [? mit seinem Dualraum (%)’
identifizieren.

Beispiel:

Als Beispiel wird der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen L?(D) auf einem Gebiet
D C R™ betrachtet. Sei A € L?(D)’, dann existiert genau eine Funktion g € L?(D) mit

A =(f.g) = / f(2)g(@) e, Vf € (D).

Durch die eindeutige Zuordnung von g zu A 1i8t sich der Raum L? mit seinem Dualraum (L?)’
identifizieren.

2.1.7 Schwache Konvergenz

Eine Folge (v,,) in einem normierten Vektorraum V' konvergiert schwach gegen v,
Uy =V,

wenn

Awv, —v) =0, VAeV'.
Aufgrund der Stetigkeit von A ist jede konvergente Folge

v & loa—of =0

auch schwach konvergent. Die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht.

Beispiel:

Als Beispiel werden im Raum der quadratsummierbaren Folgen 12 die Folgen

e=(0,0,0,...)
e' =(1,0,0,...)
e =(0,1,0,...)

betrachtet. Da sich jedes stetige lineare Funktional A auf /2 nach dem Darstellungssatz von
Riesz als

Ac = (c,d) = chd_k
k=1
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mit festem d € [? schreiben lifit, folgt
A" —e) = (" d) =d, — 0, n— oo,
da d quadratsummierbar ist, d. h.
e —e, n— o0.
Allerdings ist
e —ell = 1.

d. h
e" Soe.

2.2 Fundamentale Satze

2.2.1 Beschriankte lineare Operatoren

Eine lineare Abbildung
L: VW

zwischen zwei normierten Vektorrdumen heifit beschrankter linearer Operator, wenn die Ope-
ratornorm
|L|| = sup || Lv]

l[ofl=1

endlich ist. Die Beschranktheit ist gleichbedeutend mit der Stetigkeit von L.

Man verwendet die Bezeichnung linearer Operator an Stelle der in der linearen Algebra iiblichen
Bezeichnung lineare Abbildung, um den unendlich-dimensionalen Kontext hervorzuheben.
Der Raum aller beschrénkter linearer Operatoren von V' nach W wird mit £(V, W) bezeichnet.
Er ist ein Banach-Raum, wenn W ein Banach-Raum ist.

Beispiel:

Fiir eine Funktion
K: DxD>3(zy)— K(z,y) €eR, DCR",

wird durch

(Lf)(x) = / K (2, 9)(y) dy

ein linearer Operator definiert. Die geeignete Wahl der Urbild- und Bildrdume V' und W héngt
dabei von den Eigenschaften der sogenannten Kernfunktion K ab.

Im folgenden sind einige Beispiele solcher Integraloperatoren angegeben, sowie jeweils die zu-
gehorige Operatornorm.

e K stetig auf D x D, D beschrinkt,

L: o) — o)

IL]l = max / K ()| dy
xeD
D
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e K € L*(D x D)
L: L*D)— L*(D)

L] < / / K (2, y)P de dy
D

D

1/2

e K(z,y)=9p(r—y), D=R"
— L7(D)

L: L”(D)
IL|| = / o(2) dz

2.2.2 Konvergenz linearer Operatoren

Fiir Folgen beschréankter linearer Operatoren verwendet man die folgenden beiden Konvergenz-
begriffe.

e Punktweise Konvergenz
Eine Folge L,, € L(V, W) konvergiert punktweise gegen einen Operator L, wenn
L,v— Lv, YvelV.

o Gleichméflige Konvergenz
Eine Folge L,, € L(V, W) konvergiert gleichméflig gegen einen Operator L, wenn
|L, — L|| = sup || L,v— Lv|| — 0.

f[oll=1

Aus der gleichméfiigen Konvergenz folgt die punktweise Konvergenz, die Umkehrung gilt jedoch
im allgemeinen nicht.

2.2.3 Prinzip der gleichmifligen Beschrianktheit

Gilt fiir eine Folge beschriankter linearer Operatoren (L,) eines Banach-Raums V' in einen
normierten Vektorraum W
sup ||[Lyv]| <o Yo eV,
n

dann folgt
sup || L, || < o0,

d. h. die gleichméfige Beschrinktheit der Operator-Normen.

2.2.4 Satz von Banach-Steinhaus

Seien V, W Banach-Rdume und U eine dichte Teilmenge von V. Dann konvergiert eine Folge
L, € L(V,W) genau dann punktweise gegen einen beschriankten linearen Operator L,

L,y — Lv, YveV,
wenn

o [L,u konvergiert Vu € U,

e sup||L,| < .
n
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Beweis:

Es seien beide Bedingungen erfiillt und v eine beliebiger Vektor aus V. Da U in V dicht ist,

existiert fiir € > 0 ein u € U, so dafl

lu— o] < —— .
3sup || Ly
n

Die Folge (L, u) konvergiert nach Voraussetzung, also existiert ein Index ng, so daf fiir m, n > ng
€
||Lmu — LnuH < g

gilt. Daraus folgt

| Lmv — Lpv|| < ||[Limv — Lu|| + || Linu — Lyu|| + || Lnu — Lyo||
€

< sup||L, .
sup 1Ll 3sup|Lall -

€ £
s+ 5 tsup|L,
sl T3t [ Ll

d. h. (L,v) ist eine Cauchy-Folge in W. Da W vollstandig ist existiert der Grenzwert
lim L,v =LveW.

Die Beschrinktheit und Linearitdt von L folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Norm.
Fiir die Umkehrung ist nur die zweite Bedingung zu zeigen. Diese folgt aus dem Prinzip der
gleichméfligen Beschrénktheit, denn

lim L,v = Lv

n—oo

impliziert, dafl sup || L, v|| fir alle v endlich ist.

Beispiel:
Seien .
Snf - ijﬂf(xjv”)
j=1
Néherungen fiir das Integral

sf:/lf(:v)dx.

Sind die Gewichte w;,, positiv und ist s,, exakt fiir Polynome vom Grad < n, so folgt
sf= lim s,f
fur f € C[0,1].
Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz von Banach-Steinhaus, angewandt auf s, €
L(C[0,1],R) und den Raum der Polynome als dichte Teilmenge von C0,1]. Die Konvergenz

von s,p fiir Polynome p ist offensichtlich, da s,p = sp fiir n > Grad p.
Um die gleichméfige Beschrénktheit zu zeigen, bemerkt man, dafl

n
E wm = 1,
Jj=1

da s, exakt fiir konstante Funktionen f(x) = ¢ ist. Damit folgt

Isnll = sup s f| = L.
I flloe=1
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2.2.5 Kompakte Operatoren

Ein Operator L € L(V, W) zwischen Banach-Réumen ist kompakt, wenn das Bild der Einheits-
kugel B von V in W relativ kompakt ist, d. h. wenn fiir jede Folge (v,) in B die Folge (Lv,)
eine konvergente Teilfolge besitzt.

Beispiel:

Als Beispiele werden zwei Operatoren in £(V, W) mit V = W = [? betrachtet.

e Der Operator

L: (c1,¢0,¢3...)— (c1,¢0,C53...)
ist nicht kompakt, da z. B. die Folge der Folgen

61:[161:(1,0,0,...)
BQZLGQZ(O,I,O,...)

in B keine konvergente Teilfolge besitzt.
Der Operator
L: (Cj):(01,02,03,...)P—>(Cl,C2/2703/3,...):<5j), éj:Cj/j

hingegen ist kompakt. Dazu sei (¢,) eine beliebige Folge von Folgen in B. Dann stellt
man zunéachst fest, dafl offenbar fiir jedes Element

Cn = (Cn1s Cnoy Cngy - -)
dieser Folge alle Stellen ¢, ; beschrénkt sind
lengl < 1.
Betrachtet man von dieser Folge jeweils nur die erste Stelle

(Cn,1>

aller Folgenelemente, so 1éft sich aufgrund der Beschranktheit eine Teilfolge (¢, 1)) finden,
fiir die die erste Stelle konvergiert. Betrachtet man von dieser Teilfolge nun von jedem
Element die ersten beiden Stellen

(an(1)717 an(1),2)7

so laBt sich wiederum aufgrund der Beschrénktheit eine Teilfolge (cp, (2)) finden, fiir die
die ersten beiden Stellen konvergieren. Dieser Vorgang 143t sich beliebig weiter fortsetzen,
d. h. man wéhlt sukzessive weitere Teilfolgen (cy,(3)), (Cny4)), - - .. Fiir die Diagonalfolge

(dk) = (an(k)>7 keN

konvergiert dann fiir jedes feste J der Vektor (d.1,...,d s) der ersten J Stellen. Um zu
zeigen, daB (dy) die gewiinschte Teilfolge ist, wird fiir ein beliebiges € > 0 ein Index K so

bestimmt, daf3
= 4
> 5 <

j=K+1 J

DO ™

42
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gilt. Da die Teilfolge (dy) nach dem obigen Kostruktionsprinzip fiir die ersten K Stellen
konvergiert, existiert ein Index N, so daf} fiir k,1 > N

3 kg — digl” _ €
= 2
gilt. Damit ist fiir k&, > N
<4
———
K 2 o 2
o N kg — diyl |y —diy|° e e
PR L LT S (NS

j=1 J=K+1

2.2.6 Satz iiber offene Abbildungen

Ein surjektiver bechrankter linearer Operator L zwischen Banach-R&umen bildet offene Mengen
auf offene Mengen ab.
Ist L ebenfalls injektiv, so folgt die Beschrinktheit von L~!. Damit existieren reelle Zahlen a, b
mit

allol[ < |[Lo]] < bjv]]

fiir alle v aus dem Urbildraum von L, wobei die zweite Ungleichung bereits aus der Be-
schranktheit von L folgt.

Beispiel:

In diesem Beispiel wird gezeigt, dass man im Satz iiber offene Abbildungen nicht auf die Vor-
aussetzung verzichten kann, dafl L zwischen Banach-Raumen operiert. Dazu wird die Identitét
L € L(V,W) betrachtet, wobei V = [! versehen mit der Norm

[e.e]
ol = fual
k=1

und der Bildraum W mit der Norm
|w]|oo = sup |wy]
keN

versehen wird. Wegen
[olloe < vl

ist die Identitdt L ein bijektiver beschréankter linearer Operator, aber da

n
D
k=1

=1

(e}

und

=N

n
D
k=1

mit e; = (1,0,0,...),e5 = (0,1,0,...),..., ist L1 unbeschrénkt.

1
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2.2.7 Satz vom abgeschlossenen Graphen

Ist der Graph eines linearen Operators L : V — W zwischen Banch-Raumen abgeschlossen,
d. h. folgt aus

v, — v und w,, = Lv,, — w

dafl w = Lo ist, so ist L beschréinkt.

Beispiel:

In diesem Beispiel wird gezeigt, dass man im Satz vom abgeschlossenen Graphen nicht auf
die Voraussetzung verzichten kann, daf§ L zwischen Banach-Raumen operiert. Dazu wird der
Differentialoperator

LVW)SL: [ f

betrachtet, wobei V' = ([0, 1] versehen mit der Supremumsnorm || - | und W = C[0,1],
ebenfalls mit der Supremumsnorm ist. L ist ein linearer Operator, aber weil fiir f(z) = 2"

[fllo =1, LSl =n

gilt, ist L nicht beschréankt. Der Graph von L ist jedoch abgeschlossen, da fiir eine Folge (f,,)
inVmitf, - feV,Lf, —geW gilt

fn — [ gleichmiBlig, f/ — g gleichméfig.
Daraus folgt, dal f differenzierbar ist, und
=y

gilt.

2.3 Operatoren auf Hilbert-Riumen

2.3.1 Matrix eines linearen Operators im Hilbert-Raum

Ein linearer Operator

L: H—H
auf einem separablen Hilbert-Raum mit Orthonormalbasis eq, e, . .. 1a8t sich durch die Matrix
(@) : ajr = (Lek, ;)

beschreiben. Es gilt

o
w=Lv e w; = E aj |V 5
k=1

wobei u; = (u, ¢;) die Basis-Koeffizienten bezeichnen.
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Beweis:
Aufgrund der Konvergenz der Fourier-Projektion und der Linearitét von L gilt
w; = <LU,€j> = < lim kaL6k7€j> .
k=1

Vertauscht man Grenzwert und Summe mit dem Skalarprodukt, so erhédlt man die Matrix-
Darstellung von L.

Beispiel:
Als Beispiele werden fiir eine stetige 2m-periodische Funktion
o= wwer, ex(r)=e"
k=—o00

zwei lineare Operatoren auf L3 betrachtet.
(i) Multiplikation L : f — ¢f: Nach Definition der Fourier-Koeffizienten erhélt man fiir die
Matrix-Eintrége

1 f i(k—j)z
Qjk = %/SO(ZU)G(k Do de = g

Mit anderen Worten entspricht die Multiplikation von f mit ¢ einer diskreten Faltung der
Fourier-Koeffizienten von f und ¢.
(ii) Faltung L : f — ¢ % f: Substituiert man in der Definition der Matrix-Eintréige

] T . '
ajp = %//go(x — 1)l =92) dt dx:

—T —T

= x — t, so ergibt wegen
ei(ktsz) _ ei((lcfj):v)efiky

die Integration iiber y

T

aj = /Sﬁkei(k_j)x dx = 2mpydjy, -

—T
Die Faltungsmatrix ist also diagonal; die Fourier-Koeffizienten von f werden mit dem 27-fachen
der Fourier-Koeffizienten von ¢ multipliziert.

2.3.2 Adjungierter Operator

Fiir einen beschrankten linearen Operator L auf einem separablen Hilbert-Raum H wird durch
(Lv,w) = (v, L*w), v,w € H,
der sogenannte adjungierte Operator L* mit der Matrix
(@) = (aky)

definiert. Gilt L* = L, so bezeichnet man L als selbstadjungiert oder hermitesch.
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Beispiel:

Als Beispiel wird ein Integraloperator auf L?(D) betrachtet. Sei K eine Kernfunktion mit
// |K(z,y)|*drdy < oo,
D D

dann wird durch

(Lf)(x) = / K (. 9)(y) dy

fiir jedes f € L*(D) ein linearer Operator definiert. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
fiir Integrale folgt

[1wn@re < [ [ix@yPayds [ 11wk .

d. h. L ist ein beschrinkter linearer Operator auf L?(D) mit

1/2

IL] < / / K (2, )| dy do
D

D

Der zugehorige adjungierte Operator L* wird durch
L9)(e) = [ Klgalaty)dy
D

definiert, d. h. L ist genau dann selbstadjungiert, wenn fast iiberall

K(z,y) = K(y,z)

gilt.

2.3.3 Unitérer Operator

Ein beschrénkter linearer Operator () : H — H in einem Hilbert-Raum ist unitér, falls
Q" =1=Q"Q,

wobei [ die Identitdt bezeichnet.
Aquivalente Charakterisierungen unitérer Operatoren sind

e (Qu,Quw) = (v,w), wv,w€ H,
o |Quf =[], veH,

wobei jeweils die Surjektivitdt von () vorausgesetzt wird.
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Beweis:
Falls @ unitér ist, folgt sofort, daff () surjektiv ist und
(Qu,Qu) = (v, @"Qu) = (v,w), v,w € H,

da @*Q = I, d. h. Eigenschaft a).
Es ist leicht zu sehen, dass aus Eigenschaft a) mit v = w sofort b) folgt.
Schliefllich folgt aus b)

(Q"Qu,v) = (Qu,Qu) = |Qu|I* = |[v]* = (v,v), veH
Mit L = Q*Q) — I = L* ergibt sich daraus
(Lv,v) =0
fiir alle v € H, bzw.

0= (L(v+w),v+w)=(Lv,v) + (Lv,w) + (Lw,v) + (Lw,w)
= (Lv,w) + (w, Lv) = (Lv,w) + (Lv, w)
= 2Re(Lv, w)

fiir alle v,w € H. Setzt man speziell w = Lv so ergibt sich
Re(Lv, Lv) = (Lv, Lv) = || Lv||* =0
und damit Lv = 0 fiir alle v € H, also L = 0 bzw.

Q=1

Beispiel:

Als Beispiel wird die skalierte Fourier-Transformation auf L*(R") mit

@ﬂ@Z@WW/NWWW%yew

betrachtet. Da ||Lf]| = || f]|, ist L unitér, und der adjungierte Operator ist durch die, entspre-
chend skalierte, inverse Fourier-Transformation gegeben:

Lo)e) = 2m) " [ @)y, w R,

2.3.4 Eigenwerte eines linearen Operators
Gilt fiir einen linearen Operator L eines Vektorraums V' in sich
Lv=MXM, v#0, NeC,

so bezeichnet man \ als Eigenwert und v als Eigenvektor (bzw. Eigenfunktion fiir einen Funk-

tionenraum V'). Der Raum
Ex={veV:Lv= X}

heiflt Eigenraum und m, = dim E, die Vielfachheit des Eigenwertes.
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Beispiel:

Als Beispiele werden fiir eine stetige nicht-konstante 27-periodische Funktion

p(x) = Y ppe™
k=—o00
zwei lineare Operaotren auf L3 betrachtet.
(i) Der Multiplikationsoperator
L: feof

besitzt keine Eigenwerte, denn aus Lf = \f wiirde p(z) = A, x € (—m, ), folgen.
(ii) Der Faltungsoperator

Lo fe [el-of@a

besitzt die Exponentialfunktionen e;(z) = €% als Eigenfunktionen. Es gilt

™

(Lej)(x) = on / MG At =y " o (2m) 0™ = 2mpje4(x)
K K

—Tr

d. h. 2mp; sind die entsprechenden Eigenwerte.

2.3.5 Eigenwerte hermitescher Operatoren

Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators L : H — H sind reell und Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis:

Falls L hermitesch ist, gilt

(Lv,v)y = (v, Lv) = (Lv,v),

d. h. (Lwv,v) ist reell fiir alle v € H. Sei nun v # 0 ein Eigenvektor von L zum Eigenwert A, so
ist
(Lv,v) = (Av,v) = A (v, v)
£0

bzw.

reell.
Ist nun w # 0 ein Eigenvektor von L zum Eigenwert u, so gilt

Mo, w) = (Lv,w) = (v, Lw) = p{v, w)

und mit A # p
(v,w) =0.
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Distributionen

3.1 Definition und Eigenschaften

3.1.1 Schnell abfallende Testfunktionen

Der Raum der schnell abfallenden Testfunktionen & enthélt die komplexwertigen Funktionen
f e C®(R™) mit
s = sup [a70° (&) < o
T€R"”

fiir alle Multiindizes «, 3.
Die Halbnorm | |, g definiert eine Metrik auf S. Fiir eine beliebige fest gewihlte Folge (o, Gx)
der Multiindexpaare setzt man

_ |f|ak76k
Qk(f) 1 + |f|akﬂk

und definiert

d(f,9)=> 2"*o(f —g)

als kanonische Abstandsfunktion.
Der Raum D = C§° (R™) der Testfunktionen von Schwartz ist ein dichter Unterraum von S.
Bei der Analysis stetiger Abbildungen auf S kann man sich deshalb auf Testfunktionen mit
kompaktem Tréger beschranken.

Beispiel:

Typische Beispiele fiir schnell abfallende Funktionen sind Funktionen mit einem exponentiellen
Abklingverhalten, wie z. B.

f(@) = p(x) exp(—|z[),

wobei p ein beliebiges Polynom ist.

Die Funktion
1
oy = { (o) <

0 sonst

ist ein Beispiel fiir eine Funktion in D. Ebenso gehort gh mit h € C*°(R"™) zu D und damit zu
S.

Die Funktion f(x) = exp(—|z|) klingt zwar geniigend schnell ab, ist jedoch im Ursprung nicht
stetig differenzierbar und gehért damit nicht zu S.
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3.1.2 Temperierte Distributionen

Temperierte Distributionen bilden den Dualraum &’ zum Raum S der schnell abfallenden Test-
funktionen. Eine temperierte Distribution A ist also ein lineares Funktional, das jeder Funktion
f mit

[fla,s = sup |27 f(x)| < o0

xeR?
eine komplexe Zahl Af zuordnet und der Abschétzung
Afl<e D0 [ flas

lal,[Bl<n

fiir hinreichend grofles n(A) geniigt.

Beispiel:

Im folgenden sind zwei typische Beispiele temperierter Distributionen beschrieben.

(i) schwach wachsende Funktionen:
Gilt fiir ein k € N

<
/|90 1+|x| )k/2 o0
so definiert

A@f=¥¢f, fes,

eine temperierte Distribution. Wegen

L+]aP)2 <e 3 ],

lal<k

188t sich namlich |A, f| durch

C/<1+|ZL‘| 2\k/2 Zlaf| <CZ|f|a0
R™

la|<k la|<k

abschétzen
(ii) Linearkombination von Ableitungen:
Jede gewichtete Summe von Ableitungen

Af = an(?af(:c)

definiert eine temperierte Distribution. Offensichtlich gilt
Af < (maxfeal) 3 1flo
(03

Beispiele fiir lineare Funktionale auf Testfunktionen die auf § nicht stetig sind, sind

Af = [exp(a®) o) da

Af = fj F9 (k)
k=1

und
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3.1.3 Ableitung von temperierten Distributionen

Die partielle Ableitung einer Distribution A € &’ ist die durch
fre (@A) f=(=DA@f), fes,

definierte Distribution. Diese Definition verallgemeinert das Konzept der schwachen Ableitung
und stimmt fiir

Mof = [ela)f@)de, e CRD).
D
mit dem {iblichen Ableitungsbegriff iiberein:
8QA¢ - Aaaw .

Definitionsgeméa$ ist jede temperierte Distribution unendlich oft differenzierbar.

3.1.4 Dirac- und Heavyside-Funktional

Das Heaviside-Funktional H ist die Distribution, die durch die Funktion

b 1 x>0
v 0 x<0

induziert wird, d.h.

Hf:]of.
0

Fiir die Ableitung H' ergibt sich
fro g =) = [ = (Jim f(a) - 70)) = 10 =7
0
wobei 0 das Dirac-Funktional ist.

3.1.5 Multiplikation von temperierten Distributionen

Das Produkt einer schwach wachsenden Funktion ¢ € C°(R™) mit einer temperierten Distri-
bution A € &’ ist die durch

(A f=A(ef), €S,

definierte temperierte Distribution (pA). Schwach wachsend heifit, dass

sup ‘ (1+ \x|2)_s/2 0%p| <

fiir alle Multiindizes o und s(«) > 0. Diese Bedingung ist insbesondere fiir alle Polynome
erfiillt.
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3.1.6 Faltung von temperierten Distributionen

Fiir eine temperierte Distribution A € &’ und eine schnell abfallende Testfunktion ¢ € S ist
durch

(Ax ) (z) = Ap(z — )

eine Faltung definiert.

Die Funktion A x ¢ ist unendlich oft differenzierbar und schwach wachsend, kann also mit einer
temperierten Distribution identifiziert werden.

Ist A = Ay mit ) € D, so ist

(Axg) (z) = / o(@ — y)o(y) dy,

Rn

die Faltung mit Distributionen verallgemeinert also die iibliche Definition fiir Funktionen.

3.1.7 Approximierende Identitit

v =0, /90—1

Rn

Sei p € D eine Testfunktion mit

und p.(z) = e "p(z/e), dann gilt

limp.+f=f, fel’(R").

Pe

.

X

Die Abbildung zeigt . fiir e = 1,.75,.5,.25,.125 und ¢ = cexp(1/(2? — 1)),z € R.
Die Faltung kann zur Glattung von Funktionen verwendet werden, denn

p.x fE€IPNC™.

Mit Hilfe dieses Approximations-Prozesses geniigt es beispielsweise, Identitdten fiir stetige li-
neare Operatoren nur fiir glatte Funktionen zu beweisen.
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3.2 Fourier-Transformation

3.2.1 Fourier-Transformation schnell abfallender Testfunktionen

Die Fourier-Transformation

f— fy) = / £() exp(—izy) de

und die inverse Fourier-Transformation

e [ s esplion) dy

]Rn

9= g(x) =
sind stetige lineare Operatoren auf dem Raum S der schnell abfallenden Testfunktionen.

Beweis:

Bis auf einen Normierungsfaktor sind die Fourier-Transformation und die inverse Fourier-
Transformation Isometrien auf L?(R"), die zueinander invers sind. Da & C L? (R") bleibt
die Stetigkeit in der Topologie von S zu zeigen.

Nach den Regeln fiir Fourier-Transformationen gilt

(0 fw)| = | [0 (~i0)"1(w) exp(~iay) dy

< [ P) (U a)" 0 (o7 ) da
RTL
Da [ (1+|z*)™" dx < oo, lésst sich die rechte Seite durch die Halbnormen von S abschétzen.

R
Fiir die inverse Fourier-Transformation verfahrt man analog.

3.2.2 Fourier-Transformation einer temperierten Distribution

Die Fourier-Transformation einer temperierten Distribution A € &’ ist durch
Ap=Ap, ¢eS

definiert und ein stetiger linearer Operator auf S.
Die Distribution A kann in vielen Féllen durch

berechnet werden. Fiir allgemeine temperierte Distributionen A muss diese Identitét jedoch mit
Hilfe eines Approximations-Prozesses interpretiert werden, da e™¥ keine zulissige Testfunktion
ist.

Fiir Funktionen ¢ € § ergibt sich die klassische Definition der Fouriertransformation, d.h.

A = i .
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3.2.3 Regeln fiir die Fourier-Transformation von temperierten Dis-
tributionen

Analog zur Fourier-Transformation von Funktionen gelten die folgenden Identitédten fiir schnell
abfallende Testfunktionen ¢ € S und temperierte Distributionen A € S’:
e Differentiation und Multiplikation:
Fiir ein Polynom p(y) = > a,y® gilt

p(fi@\)/\:pf\.

Dabei ist p(—id) = Y aq(—i)*0% . Insbesondere entspricht also der partiellen Ableitung
—i0, die Multiplikation mit g, (hierbei ist p(y) = v,).
Entsprechend gilt . A

pA = p(i0)A.

e Faltung:
Axp=pA.
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