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Kapitel 1

Klassifikation

1.1 Partielle Differentialgleichung

Eine partielle Differentialgleichung fiir eine skalare Funktion u auf einem Gebiet D,

wz,y,...), (x,y,...)€ D,

ist eine Beziehung zwischen den partiellen Ableitungen:

F, Y, U Uy Uy, oy Uy Uy ooy o) =0

Im allgemeinen ist u reell und D C R”. Es konnen jedoch auch komplexe partielle Differential-
gleichungen betrachtet werden.

Die Ordnung einer partiellen Differentialgleichung ist die héchste Ordnung der auftretenden
partiellen Ableitungen.

Beispiel:

Im folgenden werden einige Beispiele partieller Differentialgleichungen verschiedener Ordnung
gegeben.
Burgers Gleichung,

ug +uu, =0,

hat die Ordnung 1. Sie modelliert beispielsweise die Verkehrsdichte u(z,t) auf einer Strafe.
Die Schrodinger-Gleichung,

h
ihu; + —Au—Vu =0,
2m
hat die Ordnung 2. Sie resultiert aus der quantenmechanischen Beschreibung der Bewegung
eines Teilchens mit Masse m in einem Potential V. Dabei bezeichnet 27h die Plancksche Kon-

stante.
Die Korteweg-DeVries-Gleichung,

U + culy + Uppe = 0,

ist eine Gleichung der Ordnung 3, die zuerst bei der Beobachtung von Wasserwellen entdeckt
wurde.

% http://www.mathematik-online.org/ 9



KAPITEL 1. KLASSIFIKATION

Beispiel:
Die partielle Differentialgleichung
Ulgy + Ugtly —x =0
hat die Ordnung 2. Schreibt man sie in der Form
(u?)ey = 22,
so erhélt man die allgemeine Losung durch zweifache Integration:
(W), = 2uy+ p(s)
w' = 2Py+(x) + V(y)

mit beliebigen Funktionen ®(z) = [ ¢(x) dx und .

1.2 System partieller Differentialgleichungen

Ein System partieller Differentialgleichungen besteht aus mehreren partiellen Differentialglei-
chungen fiir eine oder mehrere Funktionen

F@,y, o U Uy, Uy, o Uy Ugyyy <oy .) = 0,

mit f = (f1,..., fm) und u = (uy,...,u,). Insbesondere entspricht der Spezialfall m =n =1
einer partiellen Differentialgleichung fiir eine skalare Funktion.

Die Ordnung eines Systems partieller Differentialgleichungen ist die héchste Ordnung der auf-
tretenden partiellen Ableitungen.

Beispiel:

Im folgenden werden einige Beispiele von Systemen partieller Differentialgleichungen verschie-
dener Ordnung gegeben.
Die Navier-Stokes-Gleichungen,

1
u; + (wgrad)u — yAu = ——gradp
o

divu = 0,

beschreiben die viskose Stromung eines inkompressiblen Fluids. Dabei bezeichnen u =
(u1,ug,uz)® das Stromungsfeld, p den Druck und die Konstanten g, v die Dichte bzw. die
Viskositéat des Fluids. Das System besteht aus 4 Differentialgleichungen und hat die Ordnung
2.

Fiir ein kompressibles Fluid gelten die Euler-Gleichungen

ot +div(ou) =0
(ou); + div(puu) + gradp = 0
E, +div(u(E +p)) =0,

mit ¢ der (variablen) Dichte und E der totalen Energie. Dieses System hat die Ordnung 1.
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1.3. LINEARE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG

1.3 Lineare partielle Differentialgleichung

Eine lineare partielle Differentialgleichung der Ordnung m fiir eine skalare Funktion
u(zy, ..., x,) hat die Form

Lu = Z ao(z) 0% = f(x) .

laj<m

Héngen die Koeffizienten a, und die rechte Seite f nicht nur von der Variablen z sondern auch
von partiellen Ableitungen niedrigerer Ordnung ab,

Lu = Z ao(z;0%u, | 3| < m)0%u = f(x;0%, |8] <m) ,

laj=m

so spricht man von einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung.

Beispiel:

Im folgenden werden einige Beispiele linearer partieller Differentialgleichungen verschiedener
Ordnung gegeben.

Die Poisson-Gleichung,
—A'LL - f )

ist die wohl wichtigste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Fiir f = 0 werden ihre
Losungen auch als Potentiale oder harmonische Funktionen bezeichnet.

Die Wiarmeleitungsgleichung,
u—kAu=0 (k>0),

beschreibt die Warmeausbreitung in einem Koérper konstanter Dichte.
Die Wellengleichung,
uy — Au=0 (c>0),

beschreibt die Ausbreitung von Schallwellen in Rohren (n = 1), Oberflichenwellen in flachem
Wasser (n = 2) und die Ausbreitung von Schall- und Lichtwellen (n = 3).

Die Plattengleichung,
Au=f,

beschreibt die Auslenkung einer am Rand eingespannten Platte. Dabei bezeichnet f die Dichte
einer senkrecht auf die Platte wirkenden Kraft.

1.4 Separationsansatz
Fiir eine partielle Differentialgleichung der Form
Lxu(gja y) = LyU(I‘, y)

mit L, (L,) einem Differentialoperator, der nur auf die z- (y-) Variable wirkt, konnen spezielle
Losungen mit Hilfe des Ansatzes

u(z,y) = v(z)w(y)
konstruiert werden. Durch die Produktform werden die Variablen getrennt:
Lo() _ Lyuwly)
v(x) w(y)

(Lyv)w =v(Lyw) <
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KAPITEL 1. KLASSIFIKATION

fiir u # 0. Da man in den Quotienten die Variablen z und y unabhéngig voneinander variieren
kann, miissen beide Quotienten konstant sein. Bezeichnet man diese sogenannte Separations-
konstante mit A, so erhdlt man die Eigenwertprobleme

Lyv=Xv, Lyw=w.

Analog kann man fiir lineare partielle Differentialgleichungen in mehr als zwei Variablen vor-
gehen.

Beispiel:

Fiir die Wellengleichung
U (1, 1) = gy (2, 1)

liefert der Separationsansatz u(x,t) = v(z)w(t)
w' =X w, &' =M.
Je nach Vorzeichen von A € R sind mehrere Fille zu unterscheiden.

(i) A= 0*>0:
w=cre? 4 coe”? | v = diel)T 4 dye(e/)

(ii)) A =0:
U}:C1+02t, U:dl—i‘dglC
(ii)) A=—¢*<0:
B . B 0 0
w = ¢ cos(ot) + cosin(pt) , v = d; cos <— :U) + dy sin (— x) )
c c

Durch Einsetzen verifiziert man, dass die so konstruierten Losungen tatséchlich die Wellenglei-
chung erfiillen.

Beispiel:
Fiir die elliptische Differentialgleichung
Ugg + Uyy + 2uy —u =0
fithrt der Separationsansatz
u(z, y) = v(r)w(y)

auf
1 1 !
Vw + vw” — 2ow —ovw = 0.

Schlieft man die triviale Losung v = 0 aus, so folgt nach Division durch vw

4 w" 2’
— =+
(% w w

—1=\.

Je nach Vorzeichen der Separationskonstanten A sind mehrere Félle zu unterscheiden. Fiir
zusétzlich gestellte Randbedingungen

w(0,y) =u(m,y) =0 = v(0)=v(r)=0
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1.5. LINEARES SYSTEM PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ergibt sich folgendes. Nur fiir A = —n? < 0 existieren nichttriviale Losungen
v(x) =csin(nz) , n€N.

Damit folgt
w’ — 2w + (1 —nHw =0

mit der allgemeinen Losung
w(y) = dye™ ™Y 4 dyet=™Y

1.5 Lineares System partieller Differentialgleichungen

Ein lineares System von [ partiellen Differentialgleichungen der Ordnung m fiir eine Funktion

uw(x) = (ur(x), ..., u,(z))

hat die Form
Lu = Z Ay(x) 0% = f(x)

la|<m

mit (Ixn)—Matrizen A,.
Héngen die Koeffizienten A, und die rechte Seite f nicht nur von der Variablen x sondern auch
von partiellen Ableitungen niedrigerer Ordnung ab,

Lu= Y Ay(z;0%, |8 <m)0®u= f(x;0%, |8 <m),

|a|=m

so spricht man von einem quasilinearen System partieller Differentialgleichungen.

Beispiel:

Im folgenden werden einige Beispiele von Systemen linearer partieller Differentialgleichungen
verschiedener Ordnung gegeben.
Die Cauchy-Riemann-Gleichungen,

Uy = Vy, Uy = —Vy,

sind ein lineares System erster Ordnung. Die Losungen dieses Systems sind sogenannte konju-
giert harmonische Funktionen u und v, die Real- und Imaginérteil einer komplex differenzier-
baren Funktion

@) =u(z,y) +iv(z,y), z=z+ly,
bilden.

Die Navier-Lamé-Gleichungen

0%, 0

05 = ndui + () -(dive) , i=1,2,3,

beschreiben Schwingungen in einem elastischen Material. Es handelt sich hierbei um ein Diffe-
rentialgleichungssystem zweiter Ordnung, wobei u;(x1, zo, x3,t) die Komponenten des Verschie-
bungsvektors, g die Dichte und A, o die Lamé Konstanten des elastischen Materials bezeichnen.
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KAPITEL 1. KLASSIFIKATION

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum,

el —rotH = 0
pwHy +10t E = 0
div FE=divH = 0,

eines elektrischen Feldes F = (E, Ey, F3)" und magnetischen Feldes H = (Hy, Hs, H3)" bilden
ein System von 6 Gleichungen erster Ordnung.

1.6 Typ einer linearen partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung

Eine partielle Differentialgleichung

n

Z a;;0;0;u(z) + Zn:biaiu(x) +cu(z) = f(x), ze€DCR"
i=1

ij=1
mit konstanten Koeffizienten A = (a;;) heifit
e clliptisch, wenn alle Eigenwerte von A gleiches Vorzeichen haben

e parabolisch, wenn mindestens ein Eigenwert von A null ist, und die von Null verschiedenen
Eigenwerte gleiches Vorzeichen haben

e hyperbolisch, wenn A Eigenwerte mit verschiedenen Vorzeichen besitzt.

Héngen die Koeffizienten a;; von x ab, so muss die entsprechende Bedingung fiir alle x € D
erfiillt sein. Ist dies nicht der Fall, so spricht man von einer partiellen Differentialgleichung
gemischten Typs.

Beispiel:

Fiir die Wellengleichung u,, = c*u,, ist

sie ist also hyperbolisch.
Die Laplace-Gleichung gz, + u,, = 0 ist elliptisch, denn

(39).

Die Warmeleitungsgleichung u, — u,, = 0 mit

()

ist parabolisch.
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Kapitel 2

Partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung

2.1 Charakteristiken einer linearen partiellen Differen-
tialgleichung erster Ordnung

Fiir die partielle Differentialgleichung
u; +a' grad, u = au + f

mit stetig differenzierbaren Funktionen a, ,«, f von n + 1 Variablen (x4, ..., x,,t) bezeichnet
man die durch das System gewdohnlicher Differentialgleichungen

definierten Kurven t — &(t) als Charakteristiken. Entlang dieser Kurven geniigt eine stetig
differenzierbare Losung

p(t) = u(&(t), 1)

der linearen gewohnlichen Differentialgleichung

P(t) = a(&(t), t)p(t) + f(E(1), 1),

d.h. sie kann aus einem Anfangswert p(ty) an der Stelle (£(%o), tp) durch Integration berechnet
werden.

Ist sowohl « als auch f gleich 0, so ist die Losung entlang der Charakteristiken konstant. Es
muf} dann nur das System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir £(¢) gelost werden.

Beweis:

Fiir eine stetig differenzierbare Losung w ist nach der Kettenregel
p =+ & grad, u=u; +a(& t) grad, u,

was aufgrund der partiellen Differentialgleichung mit der rechten Seite der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung fiir p iibereinstimmt.

% http://www.mathematik-online.org/ 15



KAPITEL 2. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

Beispiel:

Fiir die Gleichung
u+cu, =0 (c>0)

sind die Charakteristiken Geraden:

Da die Differentialgleichung homogen ist, gilt

d

= Zulg().t) =0,

()
d.h. die Losung ist entlang einer charakteristischen Geraden konstant:

U(&(t),t) = u( §<O> 70) = QO(ZL' - Ct) .
N~ N2

x x — ct

Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph der Anfangswerte ¢ mit Geschwindigkeit ¢ nach
rechts wandert.

Beispiel:

Im Fall konstanter Koeffizienten (a, € R) sind die Charakteristiken Geraden. Beispielsweise
folgt fiir

Up — 2Uy — 3uy — ety
dass
=2 = =&
n=-3 = nt)=mn—3t
und
1
p,(t) — pbo—2ttmo—3t p(t) =pg — g efot+no—>ot
mit po = ¢(&o,m0) dem Wert der Losung an der Stelle (&g, 70, 0) .
Damit gilt
1

bzw.

1
u(w,y, 1) = @l + 2ty +3t) — oty

mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Funktion ¢.
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2.2. EULERS PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG

Beispiel:
Fiir die partielle Differentialgleichung
U + xu, = —u + xt
lautet die Differentialgleichung fiir die Charakteristiken:
¢=¢.

Folglich ist £(t) = &e', und fiir die Losung p(t) = u(£(t),t) entlang einer charakteristischen
Kurve gilt

p=—p+&e't,

p(t) = <—% - %t) el + (po + %) et

mit po = ¢(£(0)) dem Wert von u an der Stelle (£(to), %) = (&o,0) .

Die allgemeine Losung hat also die Form

u(&oe',t) = (_% + %t) e'+ <90<§0) + %) et e ulx,t)= —%—i—%t—i— (go(xe*t) + Zeft) et

d.h.

mit ¢ einer beliebigen stetig differenzierbaren Funktion.

2.2 Eulers partielle Differentialgleichung

Eulers partielle Differentialgleichung
rigradu =ou, a#0,

charakterisiert die homogenen Funktionen der Ordnung «, d.h. die Losungen u(zy,...,z,)
erfiillen die Funktionalgleichung

u(re) =ru(z), x#0,r>0,

sind also insbesondere durch ihre Werte auf der Einheitssphére S : |z| = 1 eindeutig festgelegt.

Beweis:

Definiert man fiir Eulers Differentialgleichung Charakteristiken durch
§t)=¢(@),
so gilt fiir p(t) = u(&(t))
p'(t) = grad u(£(1)) £'(t) = au(é(t)) = ap(t).
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist
§(t) =¢(0)e" . p(t) =p(0)e™.
Mit = £(0) und r = €' folgt daraus

u(rz) = p(t) = r*p(0) = ru(z).
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KAPITEL 2. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

2.3 Cauchy-Problem fiir eine lineare partielle Differen-
tialgleichung erster Ordnung

Das Cauchy-Problem
ug + a'(z,t) grad, u = a(z, t)u + f(x,t), u(z,0) = ()

mit stetig differenzierbaren Funktionen a,,a, f von n + 1 Variablen (z1,...,z,,t) besitzt in
der Umgebung jedes Punktes (z,0) eine eindeutige Losung. Entlang der von (z,0) ausgehenden
Charakteristik kann sie durch Integration der charakteristischen Differentialgleichungen

My
—~
~
~—
I
S
—~
Iy
—~
~
~—
~
~—
~ M

—~

(==}

~
I
S

Beispiel:

Fiir das Cauchy-Problem
up + tu, = zu, u(x,0)=1

lauten die charakteristischen Differentialgleichungen

¢ =t, &0)=u
2 Ep, p(0) =

1.

Damit folgt

() =z + %t2 p(t) = exp <It + %t?’)
d.h.
u(é,t) = exp<(§ — %ﬂ) t+ ét3> =exp (&t —t°/3) .
X

Nach Umbenennung der Variablen kann man die Giiltigkeit der Differentialgleichung durch eine
Probe bestétigen:

u, = Oyexp(at —t°/3) = (z —t*)u
Oyexp(wt —t3/3) =ttu

tuy,

Addition der beiden Terme ergibt die rechte Seite xu .

Beispiel:
Fiir das Cauchy-Problem

w+ (v —y)u, + (x+y)u, =0, u(x,y,0)=2xy
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2.4. CHARAKTERISTISCHE KURVEN EINER QUASI-LINEAREN PARTIELLEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG

lauten die charakteristischen Differentialgleichungen

5/25_77 ) 5(0):‘7;
=&+, n0)=y
0 ,  p(0) ==y

,’7/
p/
mit der Losung
E(t) = e'(xcost —ysint)
n(t) = e'(ycost+ xsint)
p(t) = wy.

Aus p(t) = u(&(t),n(t),t) = zy folgt dann durch Auflésen der Gleichungen fiir & und 7 nach z
und y

u(é,n,t) = (e "(Ecost+nsint))(e (—Esint + neost))
e 2 ((n? — €*) costsint + En(cos® t — sin®t)) .

2.4 Charakteristische Kurven einer quasi-linearen parti-
ellen Differentialgleichung erster Ordnung

Fiir die partielle Differentialgleichung
ug + a'(x, t,u)grad, u = f(x,t, u)

fiir u(xy, ..., x,,t) mit stetig differenzierbaren Funktionen a, und f bezeichnet man die durch
das System gewohnlicher Differentialgleichungen

§'(t) = a(€t),t,p(t), P'(t) = f(E(t).L,p(t))

definierten Kurven ¢ +— (£(t),t,p(t)) als charakteristische Kurven. Sie liegen auf dem Graph
einer stetig differenzierbaren Losung. Entlang dieser Kurven kann p(t) = u(£(t),t) aus einem
Anfangswert p(to) durch Integration berechnet werden.

Ist f = 0 und héngt a nur von u ab, so sind die charakteristischen Kurven Geraden, entlang
derer u = p einen konstanten Wert hat.

2.5 Cauchy-Problem fiir quasi-lineare partielle Differen-
tialgleichung erster Ordnung

Das Cauchy-Problem
ug + a(z, t,u) grad, u = f(z,t,u), u(z,0)= o),

mit stetig differenzierbaren Funktionen a und f besitzt in der Umgebung jedes Punktes (x,0)
eine eindeutige Losung, die durch Integration der charakteristischen Differentialgleichungen

) = alt),t,p), &0)==z
pt) = fE@),t,p(t), p0)=e(x)

bestimmt werden kann: u(£(t),t) = p(t).

% http://www.mathematik-online.org/ 19



KAPITEL 2. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

2.6 Burgers Gleichung

Die Losung des Cauchy-Problems
w+uu, =0, u(z,0)=¢p(r), zeR,
ist entlang der charakteristischen Geraden
t— (x4 p(2)t, 1)

konstant:
u(§,t) =u(z), {=z+ ().

Sie existiert fiir stetig differenzierbare Anfangswerte ¢ im klassischen Sinne fiir
< —1/inf ¢’
0<t<-1/inf ¢'(z)

und ist in impliziter Form durch

u(8,t) = (€ —tu(§,1))
gegeben.

Beweis:

Die Differentialgleichung fiir die charakteristischen Geraden ¢ +— (£(t), ) hat die Form

§t) =p(z), £0)=z.

Daraus ergibt sich unmittelbar
E=x+p(x)t.

Da die Losung entlang der charakteristischen Geraden konstant ist, u(§,t) = ¢(x), erhélt man
durch Auflésen nach x

u+ (@)t t) =) < u(lt) =€ — 1))

Schlieflich fithrt ein Schnittpunkt charakteristischer Geraden zu einem Widerspruch bei der
Losungsdarstellung:

Ein Schnittpunkt existiert genau dann, wenn ¢ nicht monoton wachsend ist, d.h., wenn

6 — %0(%) - <P(951) <0
To — I

fiir zwei Punkte ;. Man erhélt dann aus
x1 + tp(xy) = x9 + to(zs)

t = —1/s als zweite Koordinate des Schnittpunktes. Eine glatte Losung existiert also nur auf
dem Streifen
D: 0<t<—1/inf ¢'(x).

z€eR

Man kann den Losungsbegrift erweitern, so dass eine globale, sogenannte schwache Losung
existiert. Dies erfordert jedoch eine Reihe zusétzlicher Uberlegungen.
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Kapitel 3

Poisson-Gleichung

3.1 Fundamentall6sung der Poisson-Gleichung in der
Ebene

Die Funktion

1
—Inr, r=|(z1,x)]
27

ist eine Fundamentallosung der Poisson-Gleichung
Au(z) = f(z), zeR?,

d.h. es gilt

1
A2—lnr:0, r#0,

™

und
(@) = o / / |z — ylf(y) dy
RQ

fiir jede glatte Funktion v mit kompaktem Tréger.

Beweis:

Fiir eine radial symmetrische Funktion v(z) = ¢(r) hat der Laplace-Operator die Form

1

r

1
Av (7“907«)7« = Qrr + ;Spr .

Damit folgt Alnr = 0 fiir » > 0.

Zum Beweis der Integralformel sei B eine Kreisscheibe um z mit Radius ¢ und S = 9B der
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KAPITEL 3. POISSON-GLEICHUNG

Rand von B mit aulerer Einheitsnormalen n = (y — z)/|y — x|.

Mit partieller Integration erhélt man fiir das 27-fache des Doppelintegrals in der Formel fiir

[/mu_yu@my+[/mu—yu@my

R2\B

= [ wle—sliwdy+ [l —sl-naradutr) dy - [ E=L araduy) dy
I =

R2\ B
= L+ L+

da f = divgradu und grad Inr = %er mit e, dem radialen Einheitsvektor. Nochmalige partielle

Integration ergibt
(y—x)'
I3 = —/ —n)u(y) dy
’ sy —37|2< July)

wegen
. y—x
leym :Ayln|y—x| =0.

Fiir o — 0 streben I; und I, gegen Null:
0
|I;] < const / Inrrdr, |Is] < const glnp,
0

und

1
13:/—U(?J) dy
s 0

konvergiert gegen 27mu(x).

3.2 Poisson-Formel fiir eine Kreisscheibe

Eine auf einer Kreisscheibe
B:r=|(zy)| <R
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3.2. POISSON-FORMEL FUR EINE KREISSCHEIBE

harmonische und auf B stetige Funktion w lisst sich in Polarkoordinaten in eine Fourier-Reihe
= P\
u(r, ) = kZ Ck, (E> e

entwickeln. Die Koeflizienten erhalt man aus den Randwerten:
1 27

Cp = —
2m Jo

u(R, e " dy' .

Somit ergibt sich in Polarkoordinaten die Integraldarstellung

(r, ) = 1/% il (R, o) dy/
W= on 0 RQ—QTRCOS(¢—¢’)+TZU A

Als Spezialfall erhélt man fiir » = 0 die sogenannte Mittelwerteigenschaft harmonischer Funk-

tionen:
1

2
u(0,0) = %/ u(R, @) dy" .
0

Aus der Poisson-Formel folgt, dass harmonische Funktionen im Inneren ihres Definitionsgebietes
unendlich oft differenzierbar sind. Desweiteren gilt das Maximumprinzip:

u(r, )| < m;}XIU(R, @)l

Beweis:

Der Laplace-Operator hat in Polarkoordinaten die Form

1 1

A=02+-0,+ 0.

r r

Angewandt auf die Basisfunktionen 7/*le'*% erhilt man
k|—2 ik Lo k=1 ik Lo
[EI([k| = 1)rF2e™ 4 —[k|rF ™ — — k%™ = 0.
r r

Formal erfiillt also die Reihe die Laplace-Gleichung. Ebenfalls formal ergibt sich die
Ubereinstimmung mit den Randwerten fiir » = R nach Definition der Fourier-Koeffizienten.
Zum Beweis der Integraldarstellung muss gezeigt werden, dass

Uil =3 (%)M e
R? —2rRcos(p — ¢') + 12 i R

=—00

Mit © = ¢ — ¢’ und der Formel fiir eine geometrische Reihe erhélt man fiir die rechte Seite

LS
1—%6_i® 1—%616.

Vereinfachung dieses Ausdrucks ergibt die linke Seite.
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KAPITEL 3. POISSON-GLEICHUNG

3.3 Fundamentall6sung der Poisson-Gleichung im Raum

Die Funktion
11

_E; , I'= |(5U1,932,$2)| )

ist eine Fundamentallosung der Poisson-Gleichung
Au(z) = f(z), TR,

d.h. es gilt

und

/// [ —y!

fiir jede glatte Funktion v mit kompaktem Tréger.

Beweis:

Mit Hilfe der Darstellung des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten folgt unmittelbar

Ao
r

= %0,
fir » # 0. Zur Herleitung der Integraldarstellung betrachtet man eine Kugel K, um z mit
Radius o, Rand S, und nach innen zeigender Einheitsnormalen n. Fiir y aus D, = R*\ K|, gilt

wegen
1 Yy—x 1
grad =— , Ay—— =0
Yy—af  Jy—aPT Ty —af

nach der zweiten Greenschen Integralformel und da u(y) fiir groflies |y| verschwindet

LI < k(e (2))

- 11_127

denn fiir y € S, ist 1/|y — | = 1/p und grad, 1/|y — x| = n/0*. Da u als glatt vorausgesetzt
wurde, lasst sich |I;| durch

abschétzen. Das Integral I strebt fiir o — 0 gegen —u(x). Somit folgt die behauptete Integ-
raldarstellung.

3.4 Greensche Funktion der Poisson-Gleichung
Die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung

Au=f in D
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3.4. GREENSCHE FUNKTION DER POISSON-GLEICHUNG

mit D C R? oder D C R? hat die Form

G(l‘7y) = @(ZB - y) - @(xvy) )

wobei ® eine Fundamentallésung und ¢(z, ), z € D, eine auf D harmonische Funktion ist mit
den gleichen Randwerten wie @, d.h.

G(z,y) =0, ye S=090D ,

fir x € D.
Mit Hilfe der Greenschen Funktion lésst sich eine Losung der Poisson-Gleichung in der Form

ue) = [[[ cen sy + [[ uwnterad,Glo.y) dy

mit n der &uBeren Einheitsnormalen von S darstellen.
Es folgt insbesondere, dass eine glatte Losung u der Poisson-Gleichung durch f und die Rand-
werte von u auf S eindeutig bestimmt ist.

Beweis:

Es wird nur der Fall D C R? betrachtet. Die Argumentation fiir zwei Variablen verliuft analog.
Wendet man die zweite Greensche Integralformel

///uAv—vAu: //nt(ugradv—vgradu)
D s

auf die Funktionen v und v = ¢(x,-) an, so folgt wegen A,p(7,y) =0
0= /// p(z, y)Au(y) dy+//nt(u(y) grad o (z,y) — oz, y)gradu(y)) dy. ()
b S

Andererseits gilt fiir die Fundamentallosung ®

uw) = [[[ o pauw)dy
= /D//...+///<I>(I—y)AU(y)—U(y)Ay‘P(fE—y) dy

R3\D =0
— /// ot //(—nt) (®(z — y) grad u(y) — u(y) grad, ®(z — y)) dy
D S

wiederum nach der zweiten Greenschen Integralformel. Subtrahiert man von dieser Gleichung
die Gleichung (x), so erhilt man wegen

(I)(Jf—y):@(ﬂf,y>, yESa

die behauptete Integraldarstellung.
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KAPITEL 3. POISSON-GLEICHUNG

3.5 Poisson-Formel fiir eine Kugel

Eine in einer Kugel
B:r= ‘<I1,$2,$3)| <R

mit Oberfliche S harmonische und auf B stetige Funktion v besitzt die Integraldarstellung

// 1 ay . el < R
T 4rR y|3 v ‘

Insbesondere gilt die Mittelwerteigenschaft

= 47T1R2 / / u(y) dy
S

Aus der Poisson-Formel folgt, dafl harmonische Funktionen im Inneren ihres Definitionsgebietes
unendlich oft differenzierbar sind. Desweiteren gilt das Maximumprinzip:

u(0,0,0)

min u(y) < u(z) < maxu(y), |z|<R.

ly|=R ly|=R

Beweis:

Zunachst kann man sich nach einer Skalierung der Variablen z < z/R auf den Fall R = 1
beschranken, d.h. auf den Beweis der Identitét

1- |l”|2
U dy
47T |z =y
mit |z| < 1.

Die Herleitung beruht auf der Konstruktion einer Greenschen Funktion mit Hilfe der in der
Abbildung illustrierten geometrischen Eigenschaft der Kugeloberfliche S.

Z

S (
oz y—2

2 "y —al ]

Der Grund hierfiir ist die Ahnlichkeit der Dreiecke A(y, O, z) und A(z, O, y).
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3.6. MAXIMUMPRINZIP

Man setzt nun

1 1 11 1

G(r,y) = o(r,y), plr,y)=

dmla—y] dr e[z —yl
———

Oz —y)
und bemerkt, dass ¢(-,y) wegen z ¢ D harmonisch ist und G(z,y) = 0 fir y € S aufgrund

der geometrischen Uberlegung. Folglich ist G' eine Greensche Funktion fiir B und fiir eine
harmonische Funktion gilt

ule) = [ [ utwnterad o) dy
S
wobei die duflere Einheitsnormale n im Punkt y gleich y ist.

Es bleibt die explizite Form von ytgradyG (x,y) bestimmen. Hierzu berechnet man zunéchst

1 y—u 11 y—=z
d.Glz,y) = — S .
grad oY) = Tl TyF ~ Il 2 — o

Beriicksichtigt man |z — y|? = |z — y|3/|z|?, y'y = 1 und y'z = |z|*y’2, so folgt die behauptete
Form.

3.6 Maximumprinzip

Eine auf einem Gebiet D harmonische und auf D stetige Funktion « nimmt ihr Maximum auf
dem Rand S von D an:

uw(z) <maxu(y), xz€D.
yes

Gilt die Gleichheit fiir ein x € D, so ist u konstant.
Eine analoge Aussage gilt fiir das Minimum von .

Beweis:
Man setzt m = sup,.p u(x) und zerlegt D in die disjunkten Mengen
D.:u(zx)<m, D-:u(x)=m.

Aufgrund der Stetigkeit von u ist D offen. Dies lasst sich auch fiir D_ zeigen. Ist x € D_,
d.h. u(z) = m, und wére u(y) < m fiir ein y in einer Kugel B C D mit Mittelpunkt z, so ergibt
sich aus der Mittelwerteigenschaft der Widerspruch

m—ue) =y [ ) <m. r=lo—yl.
l—x|=r

Da D = D_. U D_ zusammenhéngend und offen ist, folgt, dass entweder D_ oder D_ leer
ist. Im ersten Fall ist u konstant, im zweiten wird das Maximum von u nur auf dem Rand
angenominen.
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KAPITEL 3. POISSON-GLEICHUNG

3.7 Eigenwertproblem fiir den Laplace-Operator
Fiir ein beschréinktes Gebiet D mit glattem Rand 9D besitzt das Eigenwertproblem
—Au=Xuin D, wu=0aufdD,

Eigenfunktionen u,, n € N, zu Eigenwerten A, > 0, die ein vollstindiges Orthonormalsystem
im Raum Ly(D) der quadratisch integrierbaren Funktionen bzgl. des Skalarproduktes

(f.g) = /D fg
bilden.

Fiir f € Ly(D) besitzt jede Losung der Poisson-Gleichung —Au = f mit homogenen Randbe-
dingungen die Orthogonalentwicklung

U= Z%(f,unmn

n

3.8 Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf der Ein-
heitskreisscheibe

Das Eigenwertproblem
—Au=XMu(r<l), u=0(r=1),

auf der Einheitskreisscheibe D : r = [(z1,x2)| < 1 besitzt die Eigenfunktionen
Wen(r, @) = Ji (i ar)e™, k€ Z,neN,

mit fiyg,, > 0 den Nullstellen der Bessel-Funktion .Jj. Die entsprechenden Eigenwerte sind
)\k,n = ,U|2k|7n-

Die Funktionen wuy, bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem im Raum Lo(D) der auf D
quadratintegrierbaren Funktionen bzgl. des Skalarproduktes

<f,g>=/ng.

Insbesondere besitzt jede Losung der Poisson-Gleichung —Au = f die Entwicklung

u= Z Z L) Uk -

)\k,n <uk,n7 ukn>

Beweis:

Die Positivitdat der Eigenwerte A folgt mit Hilfe von partieller Integration:

A/D//UQZ_/D//UAUZ/D/ | grad uf? > 0,

da v = 0 auf dem Rand von D.
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3.9. EIGENFUNKTIONEN DES LAPLACE-OPERATORS AUF DER EINHEITSKUGEL

In Polarkoordinaten hat das Eigenwertproblem fiir den Laplace-Operator die Form

1 1
_;(TU’T)T o ﬁuWP = MQU (’I" < 1)a U’(lv 90) =0 (—7T << 7T) )

mit A = p? > 0. Der Separationsansatz
u(r, ) = v(rjuw(p)
fithrt nach Multiplikation dieser Differentialgleichung mit % auf

r(ro.), + priv Wi

v w

Nicht triviale (27)-periodische Losungen w existieren nur fiir v = k?:
w(p) =%, keZ.

Mit dieser Wahl ist
20 4+ 10, + (Pr? — E*)v = 0.

Diese Bessel-Differentialgleichung hat die fiir r = 0 regulédre Losung

v(r) = Jiw (pr) .-

Aus der Randbedingung J(1r) = 0 fiir 7 = 1 erhélt man somit die behauptete Form der
Eigenfunktionen.

Es bliebe noch zu zeigen, dass keine Eigenfunktionen existieren, die nicht Produktform ha-
ben. Dann folgt die Reihendarstellung der Losung aus dem allgemeinen Entwicklungssatz fiir
Eigenwertprobleme.

3.9 Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf der Ein-
heitskugel
Das Eigenwertproblem
—Au=XMu(r<l), u=0(r=1),
auf der Einheitskugel D : r = |(z1, 22, z3)| < 1 besitzt die Eigenfunktionen

Jn n,m i
(1, 0.9) = P2 o5 ), K] < € Ry m € .

mit fy,,, > 0 den Nullstellen der Bessel-Funktion .J,,4;/2. Die entsprechenden Eigenwerte sind
A = ,u% m

Die Funktionen uy, ,, bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem im Raum Ly(D) der auf D
quadratintegrierbaren Funktionen bzgl. des Skalarproduktes

<f,g>=/ng-

Insbesondere besitzt jede Losung der Poisson-Gleichung —Au = f die Entwicklung

u = Z Z Z )\j <f’ Uk7n7m> Uk, n.m -

meN neNg |k|<n i <uk,n,m; uk,n,m)
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KAPITEL 3. POISSON-GLEICHUNG

Beweis:
In Polarkoordinaten (r, 1, ¢) hat das Eigenwertproblem die Form

1 2
Uy = —pU
r2sin?29 % ’

1

S (r?u,), +

1
3 (sind ug)y +

r r2sin

da A > 0. Der Separationsansatz u = v(r)p(9)q(p) liefert nach Multiplikation mit r* und

Division durch u 1 1
(r?v,), + p?r*v _ Sing(smﬁpﬂ)ﬂ _ smZodee _
v p q

Aus der zweiten Gleichheit folgt

sind(sin py)y + vsin? I p ey
p q

)

und aufgrund der Periodizitit in ¢ erhilt man 7 = k%, d.h.
qlp)=¢e*, kelZ.
Nach der Substitution
t=cos?, p)=P(t), py=—sindP,
wird damit aus der Differentialgleichung fiir p
—sin®Y(—sin? I P,), + ysin? 9 P = k*P,

bzw. wegen sin®1) = 1 — ¢? nach Division durch sin? ¥

/{32
(1 —t*)Py — 2P, + <7— 1_t2>P:0.

Diese Legendre-Differentialgleichung besitzt fiir v = n(n+1) die bei t = £1 (J = 0 bzw. ¢ = )
reguliren Legendre-Funktionen P, 5, n € Ny, |k| < n, als Losungen. Schliefllich erhélt man fiir
v die Differentialgleichung

(r*v,), —n(n+ Do+ p?r’v =10

mit der bei r = 0 reguldren Losung

1
W Jny1/2 (pr).

Aus der Randbedingung J,,11/2(p) = 0 fiir 7 = 1 ergibt sich somit die behauptete Form der
Eigenfunktionen.

Es bliebe noch zu zeigen, dass keine Eigenfunktionen existieren, die nicht Produktform ha-
ben. Dann folgt die Reihendarstellung der Losung aus dem allgemeinen Entwicklungssatz fiir
Eigenwertprobleme.
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Kapitel 4

Wellengleichung

4.1 Allgemeine L6sung der eindimensionalen Wellenglei-

chung

Die Wellengleichung
Uy = Uy , x,teR,

besitzt die allgemeine Lésung
u(z,t) = (x4 ct) + Yz — ct)

mit beliebigen zweimal differenzierbaren Funktionen ¢ und .

Beweis:

Die partielle Differentialgleichung lésst sich durch die Variablen-Transformation

u(z,t) =v(&n), E=x+ct,n=a—ct,

vereinfachen. Man erhélt wegen & = —n; = ¢
U = CU¢— CUy
2 2 2
Uy = C Vg + C Uy — 2¢70gy

und analog aufgrund von &, =17, =1
Ugy = Vgg + Upy + 20gy -

Somit ergibt sich
Ven = O,
und zweifache Integration liefert

ve = @)
v o= (&) +(n)

mit ¢ einer Stammfunktion von ¢. Die Losung u hat also die gewiinschte Form.
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KAPITEL 4. WELLENGLEICHUNG

4.2 Funktionalgleichung der eindimensionalen Wellen-
gleichung

Jede Losung der Wellengleichung
Uy = Uy | r,t € R,
erfiillt die Funktionalgleichung
u(z,t) = u(zr —cp,t —p) +u(z +cq,t —q) —u(x —cp+cq,t —p —q)
fiir alle p,q € R.

(1)

(I_Cpat_p)

(z+cq,t—q)

(r —cp+eqt—p—q)
Die Seiten des charakteristischen Parallelogramms haben die Steigung +c:
Axr = tcAt,

d.h. ¢ kann als Ausbreitungsgeschwindigkeit interpretiert werden.

Beweis:

Die Funktionalgleichung folgt unmittelbar aus der Darstellung
u(x,t) = p(x +ct) + (z — ct)

der allgemeinen Losung.

Beispiel:
Zur Illustration der Funktionalgleichung wird die Losung der Wellengleichung mit ¢ = 1 auf

einem Streifen

zu den Daten

konstruiert.
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4.3. CAUCHY-PROBLEM FUR DIE EINDIMENSIONALE WELLENGLEICHUNG

u==t .
FE
D
/‘\/
&/B
~ A
0 e’
u=>0

1

0

(t —2)*

—(t+x—1)>
(t—2z)®— (v +t—1)>

(t —a)® —da(t —1)
—(t+z—1)+4(t—2)(1 — )

T O Qe

Die Anwendung der Funktionalgleichung ist durch die gestrichelten Parallelogramme symboli-
siert. Beispielsweise erhélt man fiir (z,¢) in dem mit B bezeichneten Dreieck

ul, t) :u(O,t—m)Jru(

T+t v+t

)=

t—xr t—=x

5 ):@—xf+0—0

4.3 Cauchy-Problem fiir die eindimensionale Wellenglei-

chung

Die Losung der Wellengleichung

fiir die Anfangswerte

lasst sich in der Form

u(z,t) =

N | —

2
U = C Ugy

u(z,0)

u(z, 0

reR, t>0

= a(x)

= b(x)

(a(z +ct) + a(z —ct)) + % [B]

darstellen, wobei B eine Stammfunktion von b ist.

Beweis:

Ausgehend von der Darstellung

1 x+ct

x—ct

u(z,t) = o(x + ct) + Y(x — ct)
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KAPITEL 4. WELLENGLEICHUNG

fiir die allgemeine Losung der Wellengleichung erhélt man

a(r) = ¢(x)+ ()
bz) = cg'(x) —c'(z)

Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt

pla) = alo)+ 5-B()
W) = sa(r) - 5-B()

mit B" = b und liefert somit die gewiinschte Formel. Die Wahl der Integrationskonstante ist
ohne Bedeutung, da die Summe von ¢ und v gebildet wird.

Beispiel:
Fiir u;(z,0) = 0 hat die Losung der Wellengleichung
Ut = Uy

die Form .
u(z,t) = 5 (a(z +ct) + a(x — ct)) ,

d.h. sie ergibt sich durch Superposition der um +ct verschobenen Anfangswerte.

0—ct 0 A (sinzcos(ct))?® + (cosxsin(ct))?
\\ // 1
B 5 sin?(x + ct)
//x\\ 1
C @ < sin’(z—ct)
SA 2

Fir
u(z,0) = sin® z x(z)

mit y der charakteristischen Funktion des Intervalls [0, 7] veranschaulicht die Abbildung die
Konstruktion der Lésung.

4.4 Anfangsrandwertproblem fiir die eindimensionale
Wellengleichung

Die Losung der Wellengleichung
Uy = gy +f, € (0,7), t>0
fiir die Anfangs- und Randwerte

u(z,0) =a(zr) w(z,0)=0b(z), u(0,t)=u(r,t)=0
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4.4. ANFANGSRANDWERTPROBLEM FUR DIE EINDIMENSIONALE
WELLENGLEICHUNG

lasst sich als Sinus-Reihe darstellen:

Zu] sin(jz)
mit .
1 1
u;(t) = a; cos(jct) + —b;sin(jet) + —/ sin(je(t —s)) fi(s) ds
Je J¢ Jo

wobel aj, b;, f;(t) die Sinus-Koeffizienten von a,b und f(-,¢) bezeichnen.

Beweis:

Substitution der Sinus-Reihe fiir u in die Wellengleichung fiithrt nach Koeffizientenvergleich auf
die Differentialgleichungen

ul(t) = —j°u;(t) + fi(t) , u;(0) = a; , uj(0) =b; .
Mit Hilfe der Laplace-Transformation u;(t) — U;(s) erhélt man
S2Uj - SCLj — bj = —(jC)2Uj + Fj

und somit ]
Uj = W(SCL]‘—F%‘—FF}) .
Die inverse Laplace-Transformation der einzelnen Terme
1 1
i — cos(jet), ———— — —sin(jet),

52 + (je)? s?+(je)*  Jje

und die Transformationsregel ®;F) £ @; = f fiir die Faltung zweier Funktionen liefert die
gewiinschte Darstellung.

Beispiel:
Das Anfangs-Randwertproblem

(2, t) = Puge(x,t)
w(0,t) = u(mt)=0 (R)
u(z,0) = a(:c) , u(z,0)=0 (A)

beschreibt die Auslenkung u(z, t) einer schwingenden Saite. Die Randbedingungen (R) bedeuten
dabei, dass die Saite an den Enden (z = 0 und x = 7) fest eingespannt ist. Die Anfangsbedin-
gung (A) beschreibt die anfingliche Auslenkung aus der Ruhelage (, Anzupfen“ der Saite).
Geméf der allgemeinen Losungsformel ist

o0
Zaj cos(jet) sin(jz)
7j=1

den Sinus-Koeffizienten von a.
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KAPITEL 4. WELLENGLEICHUNG

X

Die Abbildung zeigt die Losung fiir die Anfangswerte a(z) = 2*(m — x), die einer mehr zum
rechten Ende ,, angezupften“ Saite entsprechen.

4.5 Darboux-Gleichung der sphirischen Mittel

Die sphéarischen Mittel

M, (x,r) = % // u(z +ry) dy
I(

Y1,92,y3)|=1

einer glatten Funktion w(zy, e, x3) erfiillen die partielle Differentialgleichung

0,(r*0,M,) = A, (r*M,) .

Beweis:
Differentiation von M, nach r ergibt
8M()1//td(+)d 1//td(+)d
M (x,r) = — radu(z + r = — rad ,u(x +r .
. yeg Yy)ay Ay yeg y y)ay
ly|=1 ly|=1
Mit dem ersten Greenschen Integralsatz kann man das Fldchenintegral in das Volumenintegral

ﬁ///Ayu(x—l—ry)dy:%Ax///U(JEJFT?/)CZZU

lyl<1 ly|<1
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iiberfithren. Nach Substitution von ry — y und Einfiihrung von Polarkoordinaten erhélt man
o [ [ty - 1af72//<+ ) dyd
An2 e u\r +y y_47r7“2 zOQ U\ + oy)ay ag .
ly[<r ly[=1
Damit folgt

Oy My (x,r) :T_QAJJ/ 0*M,(z,0) do,
0

und Multiplikation mit 72 und Ableiten nach r liefert die gewiinschte Differentialgleichung fiir
M.

4.6 Cauchy-Problem fiir die dreidimensionale Wellen-
gleichung

Die Losung des Anfangswertproblems

uy = EANu, TeRP >0,
u(z,0) = a(x)
ue(x,0) = b(x)

lasst sich in der Form

uet) = s [[ )+ aly) + (s - o'eradaly) dy

ly—aj=ct

darstellen.

(:E, t) A

Insbesondere hingt also u(x,t) nur von Werten entlang des abgebildeten Lichtkegels ab.
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Beweis:

Der Beweis verlduft in zwei Schritten.
(1) Zunéchst wird gezeigt, dass die sphérischen Mittel

1
w(x,rt) = 4—//u(m—|—rz,t) dz
m

|z]=1
die eindimensionale Wellengleichung
(rw)y = A(rw),,

erfiillen. Dies lédsst sich unmittelbar nachrechnen. Wegen

—_—— —

z|=1 =c2uy

1 1
A$w = E // AZU(I + TZ,t) dz = C—zwtt
\

folgt aus der Darboux-Gleichung fiir sphérische Mittel

1
rwy = rctAw = A (r*w,), = E(rw),,,
r
wie behauptet.
(ii) Durch Anwendung der Losungsformel fiir das Cauchy-Problem der eindimensionalen Wel-
lengleichung erhélt man

rw(z,rt) = [(r + ct)w(z,r + ct,0) + (r — ct)w(x,r — ct,0)

1 r4ct
% {/ swy(z, s,0) ds}
r—ct

mit z € R? als Parameter. Division durch r und Grenzwertbildung (r — 0) fithrt nun auf die
Darstellung fiir u(x,t).
Fiir den Ausdruck in eckigen Klammern benutzt man, dass

+ Nl

w(x,r —ct,0) =w(x,ct —r,0)

und . L d
lim — — et —1)] = f'(ct) = == F(et) .
lim (et 4+ 1) — et — )] = f'(et) = = fet)
Der Ausdruck o-|...] strebt fiir » — 0 also gegen

1d
A= PR (ctw(zx,ct,0)) .

Fiir den Ausdruck in geschweiften Klammern benutzt man, dass w; gerade ist und somit das
Integral von swy iiber ein symmetrisches Intervall Null ist:

r+ct ct+r ct—r
/ swy(zx, s,0) ds:/ swy(z, s,0) ds+/ swi(x,s,0)ds .

—ct ct—r r—ct
7

=0
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Der Ausdruck 5—{...} strebt also fiir 7 — 0 gegen
B = twy(x,ct,0) .

Insgesamt ergibt sich

d t t
u(x,t)—A—kB—E E//a(x—l—ctz)dz +E//b(x+ctz)dz,
\

|z|=1 z|=1

wobel

% ()= % //a(x +etz)dz + % //(cz)tgrad a(w + ct2) dz .

|2]=1 |21=1

Schliefllich erhélt man durch die Substitution
y=x+ctz, dy=(ct)*dz

die gewiinschte Darstellung fiir u(z,t).

Beispiel:
Fiir radial symmetrische Anfangswerte

u(x70) :90<r)7 ut(a:,O) :w(T), r= |£L“’,
gilt fiir die Losung der Wellengleichung im Ursprung

1
w0,0.0.0) = s [ [ t0a(0.0) 4 u(y,0) + o' grad u(y.0)dy

ly|=ct

= t(ct) + p(ct) + cty'(ct) .

Fallen ¢ oder ¢ schwécher als 1/r ab, so strebt w(0,0,0,¢) gegen unendlich. Dieser Effekt wird
als Fokussierung bezeichnet. Singularitdten werden durch die Wellengleichung gebiindelt.

% http://www.mathematik-online.org/ 39



KAPITEL 4. WELLENGLEICHUNG

40 }@% http://www.mathematik-online.org/



Kapitel 5

Wirmeleitungsgleichung

5.1 Cauchy-Problem fiir die Wirmeleitungsgleichung

Die Losung des Anfangswertproblems
w=Au+f, zeR", t>0

u(z,0) = a(z)

lasst sich in der Form

u(z,t) :/G(x—y,t)a(y) dy+/t/G(:c—y,t—s)f(y,s)dyds

0 R
darstellen mit

G(z,7) = (4r7) "2 exp (—%) .

Beweis:

Fourier-Transformation beziiglich x ergibt

iy, t) = —lylaly.t) + fy,t)
a(y,0) = a(y)

und nach anschlieSender Laplace-Transformation erhilt man
SU(ya S) - &(y) = _|y|2U(ya S) + F(yv S) .

Somit folgt

A

0.5) = 77 (50 + Fw.9)

und nach inverser Laplace-Transformation erhdlt man
t
ily,t) = al) esp(-lot) + [ exp(—ly(t — 5)f(y,5)ds.
0

Da G(z,7) die inverse Fourier-Transformation von exp(—|y|*r) ist, ergeben sich die beiden
Faltungsintegrale in der Darstellung von wu.
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5.2 Anfangsrandwertproblem fiir die eindimensionale
Waiarmeleitungsgleichung
Die Losung der Wiarmeleitungsgleichung
U =Up + f, x€(0,m), t>0
fiir die Anfangs- und Randwerte
u(z,0) =a(z), u(0,t)=u(mt)=0

lasst sich als Sinus-Reihe darstellen:

E w;(t)sin(jz)

mit
u;(t) = a; exp(—j2t) + /0 exp ( — 53t — s))fj(s) ds
und - -
a; = ;/0 a(x)sin(jz)dx, f;(t) = ;/0 f(z, t)sin(jz) dx

den Sinus-Koeffizienten von a und f(-,t).

Beweis:

Setzt man die Reihendarstellung von w in die Differentialgleichung ein, so folgt

ZU/;( Sln jl’ Z j uj Sln ].T + Z fj sin jl' .
7=1 7=1

Koeffizientenvergleich ergibt
u = —5%u; + (1), u;(0) =ay.

Hieraus folgt die behauptete Form der Koeffizienten aus der Losungsformel fiir die linearen
gewohnlichen Differentialgleichungen.

Beispiel:

Es soll das Warmeleitungsproblem

Vi = Vgp +8inze” . 2 € (0,7),t>0

v(z,0) =0, v(0,t)=0, o(mt)=1

gelost werden.
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WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Aufgrund der inhomogenen Randbedingungen ist zunédchst eine Transformation auf Standard-
form erforderlich. Dazu verwendet man den Ansatz

v(x,t) = u(x,t) + % :

Dann erfiillt u dieselbe Differentialgleichung mit den verdnderten Anfangs- und Randbedingun-
gen
x
u(z,0) =a(zr) =——, u(0,t) =u(mt)=0.
T

Zur Anwendung der allgemeinen Losungsformel werden die Sinus-Koeffizienten von a mit f
berechnet:

2 [ 2 :
a; = —/ - sin(jz)dr = — (—1)’
T 0 s U
2 ™
fi = —/ sinxe‘tsin(jx)dx=5j16_t~
™ Jo

Fiir j = 1 ist fi(s) = e~ und

/Ot exp(—(t — s))e *ds = te".

Somit erhalt man

2 <. 2 .
u(x,t) = (—— et te_t) sinx + Z — (—1)]6_]2t sin(jx) .
T
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