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Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1 Aussage

Unter einer Aussage versteht man einen sprachlichen Ausdruck, dem man eindeutig einen der
beiden Wahrheitswerte w (

"
wahr\) bzw. f (

"
falsch\) zuordnen kann.

Aussagen werden mit Gro�buchstaben bezeichnet,

A : Beschreibung;

und k•onnen mit logischen Operationen verkn•upft werden. Grundlegende mathematische Aus-
sagen, die nicht aus anderen Aussagen abgeleitet werden k•onnen, nennt man Axiome.

Beispiel:

Die folgenden Beispiele illustrieren den Begri� der mathematischen Aussage.
Die Aussage

A: Jede nat•urliche Zahl ist ein Produkt von Primzahlen

ist eine wahre Aussage.
Die Aussage

B: Jede Primzahl ist ungerade

ist falsch, da 2 eine gerade Primzahl ist.
Die bisher unbewiesene Vermutung

C: Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge

ist eine mathematische Aussage, denn sie ist entweder wahr oder falsch. Dabei ist ein Prim-
zahlzwilling ein Paar benachbarter ungerader Zahlen, die beide prim sind, wie z.B.

(3; 5); (5; 7); (11; 13); : : : :

Der gr•o�te bisher bekannte Primzahlzwilling (Stand 19.4.2006) ist16869987339975� 2171960 � 1.
Bei der Feststellung

D: Freitag der dreizehnte ist ein Ungl•uckstag

handelt es sich nicht um eine Aussage, da ihr kein Wahrheitswert zugeordnet werden kann.

http://www.mathematik-online.org/ 9



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

1.2 Logische Verkn •upfungen

Logische Aussagen k•onnen durch die in der folgenden Tabelle angegebenen Operationen ver-
kn•upft werden.

Bezeichnung Schreibweise (Sprechweise) wahr, genau dann wenn
Negation : A (nicht A) A falsch ist
Konjunktion A ^ B (A und B) A und B wahr sind
Disjunktion A _ B (A oder B) A oder B wahr ist
Antivalenz A 6� B (entwederA oder B) A und B unterschiedliche Wahr-

heitswerte haben

Implikation
A ) B
B ( A

(aus A folgt B)
(B folgt aus A)

A falsch oderB wahr ist

•Aquivalenz A , B (A ist •aquivalent zu B) A und B den gleichen Wahrheits-
wert haben

Um in logischen Ausdr•ucken Klammern zu sparen, wird festgelegt, dass: st•arker bindet als^
sowie_ und diese wiederum st•arker als ) , , sowie6�.
Bei der Implikation ist zu beachten, dassB nur dann wahr sein muss, wennA wahr ist. Aus
falschen Voraussetzungen k•onnen sowohl richtige, als auch falsche Schl•usse gezogen werden.
Das Zeichen f•ur die Oder-Verkn•upfung ist ein stilisiertes v, das f•ur vel (lat. oder) steht. F•ur
die Oder-Verkn•upfung wird auch das

"
+\-Symbol verwendet und f•ur die Und-Verkn•upfung das

"
�\-Symbol. Verwendet man dann die 0 f•ur den Wert

"
falsch\ und interpretiert jeden anderen

Wert als
"
wahr\, k •onnen die logischen Verkn•upfungen durch Rechnen mit nat•urlichen Zahlen

durchgef•uhrt werden.
Vor allem in Computersprachen werden die aus dem Englischen stammenden Begri�e NOT
(Negation), AND (Konjunktion), OR (Disjunktion), EXOR oder XOR (exclusive or, Antiva-
lenz) und deren Negationen NAND (negierte Konjunktion), NOR (negierte Disjunktion) und
NXOR ( •Aquivalenz) verwendet.
In der folgenden Tabelle sind die Wahrheitswerte der vorgestellten Verkn•upfungen angegeben.
Dabei steht w f•ur wahr und f f•ur falsch.

A B : A A ^ B A _ B A 6� B A ) B A , B
w w f w w f w w
w f f f w w f f
f w w f w w w f
f f w f f f w w

Beispiel:

Stellt man Aussagen als Schalter dar, die geschlossen sind, falls die Aussage wahr ist bezie-
hungsweise ge•o�net sind, wenn die Aussage falsch ist, so kann die Und-Verkn•upfung durch eine
Serienschaltung und die Oder-Verkn•upfung durch eine Parallelschaltung realisiert werden.

10 http://www.mathematik-online.org/



1.2. LOGISCHE VERKN •UPFUNGEN

Und-Verkn•upfung Oder-Verkn•upfung

A B

A

B

Eine negierte Aussage entspricht einem Schalter, der geschlossen ist, falls die Aussage falsch ist.
Damit lassen sich auch Schaltbilder f•ur die •Aquivalenz, Antivalenz und Implikation angeben.

•Aquivalenz: A , B bzw. (A ^ B) _ (: A ^ : B)
A B

Antivalenz: A 6� B bzw. (A ^ : B) _ (: A ^ B)
A B

Implikation: A ) B bzw. : A _ B

A

B

Die Schalter k•onnen z.B. durch Transistoren realisiert werden, die bei einerhohen oder niedrigen
angelegten Spannung leiten. Der Wert w entspricht einer hohen Spannung (1), der Wert f einer
niedrigen Spannung (0).

In DIN 40900 werden Symbole f•ur die entsprechenden Schaltungen de�niert. Diese bestehen
aus Rechtecken, in denen die jeweilige Verkn•upfung angegeben wird. Eine Negation wird durch
einen Kreis gekennzeichnet.

http://www.mathematik-online.org/ 11



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

Konjunktion Disjunktion Antivalenz

A

B

X&

A

B

X� 1

A

B

X= 1

Negation Implikation •Aquivalenz

A X1

A

B

X� 1

A

B

X= 1

1.3 Regeln f •ur logische Operationen

F•ur logische Operationen gelten die folgenden Identit•aten.

� Assoziativgesetze:

(A ^ B) ^ C = A ^ (B ^ C)

(A _ B) _ C = A _ (B _ C)

� Kommutativgesetze:

A ^ B = B ^ A

A _ B = B _ A

� De Morgansche Regeln:

: (A ^ B) = ( : A) _ (: B )

: (A _ B) = ( : A) ^ (: B )

� Distributivgesetze:

(A ^ B) _ C = ( A _ C) ^ (B _ C)

(A _ B) ^ C = ( A ^ C) _ (B ^ C)

� Sonstige:

: (: A) = A

A ^ A = A

A _ A = A

12 http://www.mathematik-online.org/



1.3. REGELN F•UR LOGISCHE OPERATIONEN

� Alternative Darstellungen:

Implikation: A ) B = : A _ B = : A ( : B
•Aquivalenz: A , B = ( A ^ B) _ (: A ^ : B)

Antivalenz: A 6� B = ( A ^ : B) _ (: A ^ B)

Die alternativen Formulierungen werden oft in Beweisen benutzt.
Ein logischer Ausdruck, der unabh•angig vom Wahrheitswert der auftretenden Aussagen immer
wahr bzw. immer falsch ist, wird als Tautologie bzw. Kontradiktion bezeichnet. Ein solcher Aus-
druck kann bei einer Umformung durch w (oder 1) bzw. f (oder 0) ersetzt werden. Insbesondere
gelten die Identit•aten:

A _ : A = w bzw. A ^ : A = f ;

A _ w = w bzw. A ^ w = A ;

A _ f = A bzw. A ^ f = f :

Beweis:

Die De Morganschen Regeln und die Distributivgesetze lassen sich zeigen, indem man alle
M•oglichkeiten f•ur die Wahrheitswerte der Aussagen untersucht. F•ur die erste De Morgansche
Regel ist dies in der folgenden Tabelle illustriert.

A B A ^ B : A : B : (A ^ B), (: A) _ (: B )
w w w f f f
w f f f w w
f w f w f w
f f f w w w

Die •aquivalenten Beschreibungen f•ur die Implikation, die •Aquivalenz und die Antivalenz folgen
unmittelbar aus den De�nitionen.

Beispiel:

Zur Illustration der logischen Regeln wird die Aussage

jx � 1j > 1
| {z }

A

=) (x < 0) _ (x > 2)
| {z }

B

umgeformt.
Anwendung der Morganschen Regel liefert

: B = : (x < 0) ^ : (x > 2) = ( x � 0) ^ (x � 1) :

Folglich ist die Implikation A ) B •aquivalent zu der Aussage

jx � 1j � 1 ( = 0 � x � 2:

Dieses Ergebnis erh•alt man auch, indem man die Implikation de�nitionsgem•a� durch

(: A) _ B = jx � 1j � 1 _ : (0 � x � 2)

ersetzt.

http://www.mathematik-online.org/ 13



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

1.4 Quantoren

Als Abk•urzung f•ur die Formulierungen

"
es gibt . . . \,

"
f•ur alle . . . \

werden der Existenzquantor9 und der Allquantor 8 verwendet. Diese Quantoren werden h•au�g
in Verbindung mit AussagenA(p) benutzt, die von einem Parameterp aus einer MengeP
abh•angen.

Schreibweise Bedeutung
9 p 2 P : A(p) es gibt mindestens einp ausP, f•ur das A(p) wahr ist
8 p 2 P : A(p) f•ur alle p ausP ist A(p) wahr

Bei der Negation der beiden Aussagentypen vertauschen sich die Quantoren:

:
�
9 p 2 P : A(p)

�
= 8 p 2 P : : A(p)

:
�
8 p 2 P : A(p)

�
= 9 p 2 P : : A(p)

Gebr•auchlich ist ebenfalls die Schreibweise9! f•ur die Formulierung
"
es gibt genau ein . . . \.

Beispiel:

Zur Illustration des Quantorenkalk•uls wird die Aussage

8 " > 0 9 n" 8 n 2 N : n > n " =) j an j < "

betrachtet. Sie bedeutet, dass die Folge

a1; a2; : : :

gegen 0 strebt, das hei�t f•ur hinreichend gro�es n wird der Betrag von an kleiner als jede
vorgegebene Schranke".
Die Negation erh•alt man, indem die Kernaussage negiert und die Quantoren ersetzt,

9 $ 8 :

Ersetzen der Implikation und Anwendung der Morganschen Regel ergibt

: (n > n " =) j an j < " ) = : (n � n" _ j an j < " ) = n > n " ^ j an j � " :

Damit hat die negierte Aussage die Form

9 " > 0 8 n" 9 n 2 N : n > n " ^ j an j � " :

Dies bedeutet, dass die Folge (an ) nicht gegen 0 konvergiert, d.h. es existiert ein Wert" > 0,
der von der Folgejan j immer wieder •uberschritten wird.

1.5 Direkter Beweis

Eine BehauptungB kann bewiesen werden, indem sie aus bekannten wahren AussagenA her-
geleitet oder auf solche zur•uckgef•uhrt wird:

A =) B :

Die AussagenA k•onnen dabei auch Voraussetzungen beinhalten, die f•ur die G•ultigkeit der
Behauptung B notwendig sind.

14 http://www.mathematik-online.org/



1.6. INDIREKTER BEWEIS

1.6 Indirekter Beweis

Um zu zeigen, dass aus VoraussetzungenV eine BehauptungB folgt (V =) B), kann man
die Annahme, dass die AussageB bei G•ultigkeit der VoraussetzungenV falsch ist, zu einem
Widerspruch f•uhren:

V ^ (: B ) =) F ;

mit einer falschen AussageF , insbesondereF = : V oder F = B.
Speziell gilt

B = ( : B =) F ) = ( : B ) B) ;

falls keine Voraussetzungen getro�en sind.

Erl •auterung:

Die Implikation
V ^ (: B ) =) F

ist •aquivalent zu
: (V ^ (: B )) _ F = ( : V) _ B _ F :

Ist die Implikation wahr, das hei�t wurde sie aus g•ultigen mathematischen Gesetzen gefolgert,
so muss die BehauptungB wahr sein, denn: V ist falsch undF ist entweder falsch oder gleich
B.

Beispiel:

Zur Illustration der indirekten Beweismethode wird gezeigt,dass
p

2 irrational ist, d.h. nicht
als Bruch darstellbar ist.
Man nimmt an, dass die BehauptungB falsch ist. Es gelte also

: B :
p

2 =
p
q

mit p; q2 N; ggT(p; q) = 1 :

Dabei bezeichnet ggT den gr•o�ten gemeinsamen Teiler.
Aus der Annahme folgt durch Quadrieren und Multiplikation mit q2

2q2 = p2 ;

d.h. p2 und damit auch p ist eine gerade Zahl. Insbesondere existiert einr 2 N mit p = 2r .
Wegen

q2 = 2r 2

ist q ebenfalls gerade, und damit besitzenp und q den gemeinsamen Teiler 2. Dies steht im
Widerspruch zu dem Bestandteil der Annahme: B , dass ggT(p; q) = 1, d.h.

(: B ) =) B :

Folglich muss die BehauptungB wahr sein.

http://www.mathematik-online.org/ 15
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Kapitel 2

Mengen

2.1 Menge

Eine MengeA besteht aus verschiedenen Elementena1; a2; : : ::

A = f a1; a2; : : :g :

Werden die Elemente durch eine EigenschaftE charakterisiert, so schreibt man

A = f a : a besitzt die EigenschaftEg:

Die Reihenfolge der Elemente ist dabei unerheblich.

Man verwendet folgende Bezeichnungen:

Schreibweise Bedeutung
a 2 A a ist Element von A
a =2 A a ist nicht Element von A
A � B A ist Teilmenge vonB
A 6� B A ist keine Teilmenge vonB
A � B A ist echte Teilmenge vonB
jAj Anzahl der Elemente inA
; leere Menge

Gilt jAj < 1 bzw. = 1 , so spricht man von einer endlichen bzw. unendlichen Menge. Mengen
hei�en gleichm•achtig, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen ihren Elementen gibt (jAj =
jB j f•ur endliche Mengen).
Die MengeP(A) aller Teilmengen vonA wird als Potenzmenge bezeichnet, d.h.P(A) = f B :
B � Ag. Dabei gilt ; 2 P (A), A 2 P (A) und jP (A)j = 2 jA j .

2.2 Zahlenmengen

F•ur folgende Zahlenmengen benutzt man Standardbezeichnungen.

� nat•urliche Zahlen:N = f 1; 2; : : :g

� ganze Zahlen:Z = f : : : ; � 1; 0; 1; : : :g

� rationale Zahlen:Q = f p=q: p 2 Z; q 2 N; ggT(p; q) = 1 g

http://www.mathematik-online.org/ 17



KAPITEL 2. MENGEN

� reelle Zahlen:R = f x : x = lim n!1 qn ; qn 2 Qg

� komplexe Zahlen:C = f x + i y : x; y 2 R; i2 = � 1g

Gebr•auchlich sind ebenfalls die SchreibweisenN0 = N [ f 0g und R+ = f x 2 R : x > 0g und
dazu entsprechendZ � , Z �

0 , Q+ , Q+
0 , Q� , Q�

0 R+
0 , R� , R�

0 .

2.3 Mengenoperationen

F•ur zwei MengenA und B sind die folgenden Operationen de�niert.

� Vereinigung:
A [ B = f x : x 2 A _ x 2 Bg;

� Durchschnitt:
A \ B = f x : x 2 A ^ x 2 Bg;

� Di�erenz, Komplement•armenge:

A n B = f x : x 2 A ^ x =2 Bg;

� symmetrische Di�erenz:

A� B = ( A n B) [ (B n A) = ( A [ B) n (A \ B)

In der Abbildung sind die Mengenoperationen mit Hilfe sogenannter Venn-Diagramme illu-
striert.

A B A B A B

A B Vereinigung:A [ B

A B A B A B

Schnitt: A \ B Di�erenz: A n B symmetrische Di�erenz:A� B

Ist B � A, fallen einige der Diagramme zusammen:
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2.4. REGELN F•UR MENGENOPERATIONEN

A

B

A

B

A

B

Vereinigung:A = A [ B Schnitt: B = A \ B Komplement•armenge :A n B = A� B

2.4 Regeln f •ur Mengenoperationen

F•ur Mengenoperationen gelten die folgenden Identit•aten.

� Assoziativgesetze:

(A \ B) \ C = A \ (B \ C)

(A [ B) [ C = A [ (B [ C)

� Kommutativgesetze:

A \ B = B \ A

A [ B = B [ A

� Morgansche Regeln:

Cn(A \ B) = ( CnA) [ (CnB)

Cn(A [ B) = ( CnA) \ (CnB)

� Distributivgesetze:

(A \ B) [ C = ( A [ C) \ (B [ C)

(A [ B) \ C = ( A \ C) [ (B \ C)

Diese Regeln entsprechen den Gesetzen f•ur logische Operationen, wenn man die Operatoren
[ ; \ durch ^ ; _ ersetzt undCn durch : .

Beweis:

Exemplarisch wird die erste De Morgansche Regel bewiesen. Es gilt

x 2 Cn(A \ B) , x 2 C ^ x =2 (A \ B)

, x 2 C ^ (x =2 A _ x =2 B) :

Nach den Distributivgesetzen ist der letzte Ausdruck•aquivalent zu

(x 2 C ^ x =2 A) _ (x 2 C ^ x =2 B) , x 2 (CnA [ CnB) ;

womit die behauptete Identit•at gezeigt ist.
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2.5 Kartesisches Produkt

Das kartesische Produkt zweier MengenA und B ist die Menge aller geordneten Paare von
Elementen der beiden Mengen:

A � B = f (a; b) : a 2 A ^ b2 Bg:

Es gilt
(a; b) = ( a0; b0) , (a = a0^ b= b0) :

d.h. im Gegensatz zu der Gleichheit von Mengen (f a; bg = f b; ag) ist die Reihenfolge wesentlich.
F•ur endliche Mengen giltjA � B j = jAj � j B j.
Entsprechend de�niert man dasn-fache kartesische Produkt

A1 � � � � � An

als die Menge aller geordneten Tupel (a1; : : : ; an ) mit ai 2 A i . Sind die Mengen gleich, so
schreibt manAn = A � � � � � A.

2.6 Relation

Stehen Elemente einer MengeA in Beziehung zu Elementen aus einer MengeB, so kann dies
mit Hilfe einer Relation ausgedr•uckt werden. Diese besteht aus geordneten Paaren (a; b) der
Elemente, die durch die Beziehung verkn•upft sind. Eine Relation R ist also eine Teilmenge des
kartesischen Produkts vonA und B. Man sagt a steht in Relation zu b und schreibt aR b:

aR b , (a; b) 2 R � A � B :

Beispiel:

Ein typisches Anwendungsbeispiel sind die sogenannten relationalen Datenbanken. Hier stehen
beispielsweise eine Tabelle mit Vorlesungen und eine Tabelle von Studierenden in Beziehung
zueinander. Dies ist in der folgenden Abbildung illustriert.

Vorlesung Raum

H•ohere Mathematik I V57.01

Knigge f•ur Studierende V47.02

Mtr.-Nr. Name

1000000 Anton Antonius

1000001 Berta Bethel

1000002 Cornelius Cornell

1000003 Damian Damien

1000004 Egon Ekel

1000005 Frank Frankfurth

Es wird auch deutlich, dass ein Element aus der einen Menge in Relation zu mehreren Elementen
der anderen Menge stehen kann.
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2.7 Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R � A2 in einer MengeA hei�t

� re
exiv, wenn jedes Element in Relation zu sich selbst steht:8a 2 A : (a; a) 2 R

� symmetrisch, wenn die Reihenfolge der Elemente keine Rolle spielt: (a; b) 2 R ) (b; a) 2
R

� antisymmetrisch, wenn aus der Symmetrie die Identit•at folgt: (a; b) 2 R ^ (b; a) 2 R )
a = b

� transitiv, wenn aus einer Kette das mittlere Element entfernt werden kann: (a; b) 2 R ^
(b; c) 2 R ) (a; c) 2 R

� total, wenn je zwei Elemente in mindestens einer Richtung in Relation stehen:8a; b2 A :
(a; b) 2 R _ (b; a) 2 R

Ist eine Relation re
exiv, symmetrisch und transitiv, so wird sie•Aquivalenzrelation genannt. Es
wird dann meist a � b statt aR b geschrieben. Eine•Aquivalenzrelation unterteilt die MengeA
in disjunkte Teilmengen (•Aquivalenzklassen), wobei zwei Elemente einer Teilmenge zueinander
in Relation stehen (•aquivalent sind), w•ahrend zwei Elemente aus unterschiedlichen Teilmengen
dies nicht tun.
Ist eine Relation re
exiv, antisymmetrisch und transitiv, so ist sie eine Halbordnung und man
schreibt meista � bstatt aR b. Ist eine Halbordnung zus•atzlich total, hei�t sie (totale) Ordnung
und A hei�t durch � geordnet.

Beispiel:

Die Mengeninklusion� ist eine Halbordnung in der PotenzmengeP(M ) einer MengeM denn es
gilt: A � A (re
exiv), A � B ^ B � A ) A = B (antisymmetrisch) und A � B � C ) A � C
(transitiv). Hat M mehr als ein Element, so ist die Inklusion aber keine Ordnung, denn dann
gilt f •ur

a; b2 M; a 6= b : f ag 6� f bg ^ f bg 6� f ag;

das hei�t sie ist nicht total.
Die Relation

"
hat gleich viele Elemente wie\ ist eine•Aquivalenzrelation in der Potenzmenge

P(M ) einer endlichen MengeM denn es gilt: jAj = jAj(re
exiv), jAj = jB j ) j B j = jAj
(symmetrisch) und jAj = jB j = jCj ) j Aj = jCj (transitiv).
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Kapitel 3

Abbildungen

3.1 Abbildung

Unter einer Abbildung f von einer MengeA in eine MengeB versteht man eine Vorschrift, die
jedema 2 A eindeutig ein bestimmtesb= f (a) 2 B zuordnet:

f : A �! B :

F•ur die Elementzuordnung verwendet man die Schreibweise

a 7! b= f (a)

und bezeichnetb als das Bild vona, bzw. a als ein Urbild von b.

Ist M � A, so hei�t f (M ) = f f (m)jm 2 M g � B das Bild von M und f•ur N � B hei�t
f � 1(N ) = f ajf (a) 2 N g � A das Urbild von N unter der Abbildung f .
Die Mengef (A) hei�t Wertebereich und A De�nitionsbereich der Abbildung f .

Eine Abbildung kann man folgenderma�en illustrieren.

A B

a

a0

b= f (a)

Wie aus dem Bild ersichtlich ist, m•ussen nicht alle Elemente ausB als Bild eines Elementes
ausA auftreten und ein Element ausB darf auch Bild mehrerer Elemente ausA sein. Es muss
allerdings f•ur jedes Element ausA ein eindeutiges Bild geben, das hei�t von jedema muss
genau ein Pfeil ausgehen.
Man erkennt auch, dass ein Bildb mehrere Urbilder haben kann, hier beispielsweisea und a0.
Statt Abbildung verwendet man auch den Begri� Funktion, insbesondere in der reellen und
komplexen Analysis.
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3.2 Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung
f : A �! B

zwischen zwei MengenA und B hei�t

� injektiv, falls f (a) 6= f (a0) f•ur alle a; a0 2 A mit a 6= a0

� surjektiv, falls es f•ur jedesb2 B ein a 2 A gibt mit f (a) = b

� bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Diese Begri�e lassen sich anhand von Mengendiagrammen illustrieren:

injektiv surjektiv bijektiv

3.3 Verkn •upfung von Abbildungen

Die Verkn•upfung oder Komposition zweier Abbildungenf : A ! B und g : B ! C ist durch

a 7! (g � f )(a) = g(f (a)); a 2 A ;

de�niert und in dem folgendem Diagramm veranschaulicht.

A B C

g � f

f g

Die Verkn•upfung � ist assoziativ, d.h.

(h � g) � f = h � (g � f )

aber nicht kommutativ, also ist im Allgemeinenf � g 6= g � f:

3.4 Inverse Abbildung

F•ur eine bijektive Abbildung f : A ! B ist durch

b= f (a) , a = f � 1(b)

die inverse Abbildungf � 1 : B ! A de�niert.
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A B

f � 1

f

Insbesondere ista = f � 1(f (a)), d.h. f � 1 � f ist die identische Abbildung.
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Kapitel 4

Nat •urliche Zahlen

4.1 Eigenschaften nat •urlicher Zahlen

Die nat•urlichen Zahlen
N = f 1; 2; : : :g

k•onnen durch die folgenden, auf Peano zur•uckgehenden Axiome charakterisiert werden:

� Jede nat•urliche Zahl n hat einen Nachfolger.

� 1 ist die kleinste nat•urliche Zahl.

� Jede Teilmenge der nat•urlichen Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

� Zwischen zwei nat•urlichen Zahlen liegen nur endlich viele weitere nat•urliche Zahlen.

� Durch Abz•ahlen, beginnend bei 1, durchl•auft man in Einerschritten alle nat•urlichen Zah-
len.

Man schreibt N0 = N[ f 0g f•ur die nat•urlichen Zahlen und 0. Gelegentlich bezeichnet man auch
0 als eine nat•urliche Zahl. Die obigen Eigenschaften bleiben dann g•ultig, wenn man 1 durch 0
ersetzt.

4.2 Primzahlen

Eine nat•urliche Zahl n � 2 nennt man eine Primzahl, wenn sie nur 1 undn als Teiler besitzt.
Die ersten Primzahlen sind

2; 3; 5; 7; 11; : : : :

Die Folge bricht nicht ab, d.h. es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:

Die Existenz unendlich vieler Primzahlen l•a�t sich indirekt beweisen. G•abe es nurn Primzahlen

p1; : : : ; pn

so f•uhrt diese Annahme folgenderma�en auf einem Widerspruch. Die Zahl

p = p1p2 � � � pn + 1 > p i
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w•are durch keine der Primzahlenpi teilbar, denn bei Division durchpi bleibt jeweils der Rest 1.
Damit h•atte p auch keinen anderen Teiler (der ja ein Produkt von Primzahlen ist) und m•u�te,
entgegen der Annahme, selbst eine Primzahl sein.

Beispiel:

Eine Liste der ersten Primzahlen kann mit dem Siebverfahren von Eratosthenes bestimmt
werden. Dabei geht man von einer Folge bereits bestimmter Primzahlen aus, z.B. von den
ersten 4 Primzahlen

2; 3; 5; 7:

Dann streicht man die Vielfachen dieser Primzahlen aus den nachfolgenden nat•urlichen Zahlen.
F•ur die obigen Primzahlen verbleibt so die Folge

11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; : : : :

Alle Zahlen der Folge� 72 m•ussen Primzahlen sein, denn aus

pq= n � 72 = 49

folgt, da� einer der Faktoren p oder q � 7 sein muss. Die Zahln m•usste also auch einen
Primfaktor � 7 haben, w•are damit bereits gestrichen. In dieser Weise kann man fortfahren,
d.h. im n•achsten Schritt lassen sich durch Streichen der Vielfachen der Primzahlen � 47 alle
Primzahlen < 472 = 2209 bestimmen.

4.3 Primfaktorzerlegung

Jede nat•urliche Zahl n � 2 l•a�t sich als ein Produkt von Primzahlpotenzen schreiben:

n =
kY

i =1

pm i
i ;

mit paarweise verschiedenen Primzahlenpi . Die Faktorisierung ist bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig.

4.4 Abz •ahlbare Menge

Eine MengeA hei�t abz•ahlbar, wennA endlich ist, oder wenn es eine bijektive Abbildung

f : N 7�! A

gibt, d.h.
A = f a1; a2; : : :g

mit ai = f (i ).
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Beispiel:

Die Menge aller Zahlenpaare (j; k ) mit j; k 2 N ist abz•ahlbar. Eine m•ogliche bijektive Abbildung
ist durch das folgende Abz•ahlschema gegeben:

1 3 7 � � �
2 4 8 � � �
5 6 9 � � �
...

...
...

. . .

$

(1; 1) (1; 2) (1; 3) � � �
(2; 1) (2; 2) (2; 3) � � �
(3; 1) (3; 2) (3; 3) � � �

...
...

...
. . .

:

Durch Anwendung dieses Schemas folgt insbesondere, da� die rationalen ZahlenQ abz•ahlbar
sind.

4.5 Vollst •andige Induktion

Aussageformen mit nat•urlichen Zahlen als Parametern kann man mit vollst•andiger Induktion
beweisen. IstA(n) eine von n 2 N abh•angige Aussage, so sind dazu die folgenden beiden
Beweisschritte durchzuf•uhren.

� Induktionsanfang: Man zeigt, dassA(1) richtig ist.

� Induktionsschluss: Man zeigt, dass aus der Annahme, dassA(n) richtig ist (Induktions-
hypothese), folgt, dass auchA(n + 1) richtig ist, d.h.

A(n) =) A(n + 1) :

Dann ist gew•ahrleistet, da� A(n) f•ur alle n 2 N gilt.
Bei einem Induktionsbeweis wird sukzessive das N•achste aus dem Vorherigen gefolgert. Wird
der Induktionsanfang nicht f•ur n0 = 1, sondern f•ur ein n0 > 1 durchgef•uhrt, so gilt die Aussage
nur f•ur alle n � n0.

Beispiel:

Die Formel f•ur die Summe der Quadratzahlen,

A(n) :
nX

i =1

i 2 = 12 + 22 + � � � + n2 =
1
6

n(n + 1)(2 n + 1) ;

kann mit vollst•andiger Induktion bewiesen werden.
Induktionsanfang (A(1)):

1X

i =1

i 2 = 12 =
1 � 2 � 3

6
:

Induktionsschlu� ( A(n) =) A(n + 1)):

n+1X

i =1

i 2 =
nX

i =1

i 2 + ( n + 1) 2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6| {z }
A(n)

+( n + 1) 2

=
(n + 1)

�
n(2n + 1) + 6( n + 1)

�

6
=

(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)
6

:

Die Induktionshypothese wurde, wie angedeutet, bei der dritten Gleichheit benutzt.
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Beispiel:

Bei einem Tennis-Turnier ist die Teilnehmerzahl•ublicherweise eine Zweierpotenz 2n (n = 7 bei
einem Grand-Slam). Die Anzahl der Spiele bei K.O.-System betr•agt 2n � 1. Dies l•a�t sich mit
vollst•andiger Induktion zeigen.
Induktionsanfang (n = 1): Bei 2 = 2 1 Teilnehmern gibt es genau 21 � 1 = 1 Paarungen. Die
Behauptung ist also f•ur n = 1 richtig.
Induktionsschlu� ( n ! n + 1): Angenommen die Behauptung ist f•ur 2n Teilnehmer richtig.
Dann lassen sich 2n+1 Teilnehmer in zwei Gruppen zu je 2n Teilnehmern einteilen. Nach In-
duktionshypothese gibt es in jeder Gruppe 2n � 1 Paarungen, also insgesamt 2� (2n � 1). Die
Sieger der beiden Gruppen tre�en dann in einer letzten Paarung aufeinander, so da� es bei
2n+1 Teilnehmern

2 � (2n � 1) + 1 = 2 n+1 � 1

Paarungen gibt.
Man kann in diesem Beispiel die L•osung mit einem anderen Argument schneller �nden. Wegen
des K.O.-Systems verliert bis auf den Gewinner jeder Teilnehmer genau einmal. Jedes Spiel hat
genau einen Verlierer. Also gibt es ein Spiel weniger als die Teilnehmerzahl.
Der Alternativbeweis l•a�t sich auch auf Teilnehmerfelder beliebiger Gr•o�e anwenden ( z.B.
wenn es Freilose gibt). Der Beweis zeigt, da� es beim Teilnehmern m � 1 Spiele gibt. Man
sieht, da� vollst•andige Induktion nicht immer die beste Beweismethode ist.
Der Fall n = 3 ist anhand der letzten 3 Runden des Wimbledon-Turniers von1985 illustriert,
das Boris Becker im Alter von 17 Jahren gewann.

PSfrag replacemen ts

Acuna

Connors

6:1, 7:6, 6:2

Curren

McEnro e

2:6, 2:6, 4:6

Bec k er

Lecon te

6:7, 6:3, 3:6, 4:6

Jarryd

Gun thardt

4:6, 3:6, 2:6

Connors

Curren

6:2, 6:2, 6:1

Bec k er

Jarryd

6:2, 6:7, 3:6, 3:6

Curren

Bec k er

6:3, 6:7, 7:6, 6:4

Bec k er

Beispiel:

Die Aussage
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"
Alle M•ause sind grau\

ist o�ensichtlich falsch, denn es gibt beispielsweise auch wei�e M•ause. Trotzdem ist der Induk-
tionsschlu� m•oglich.
Induktionsschluss (n ! n + 1): Angenommen je n M•ause in einem Zimmer seien grau (In-
duktionshypothese). Sitzenn + 1 M •ause in einem Zimmer, so schickt man eine hinaus. Dann
sitzen im Zimmer nochn M•ause, die nach Induktionshypothese alle grau sind. Nun holt man
die hinausgeschickte Maus wieder ins Zimmer und schickt eine andere hinaus. Nach Induktions-
voraussetzung sind alle M•ause im Zimmer grau, also auch die zuerst hinausgeschickte. Damit
sind alle n + 1 M •ause grau, was ja o�ensichtlich falsch ist.
Dieses bekannte Beispiel (welches in Variationen weit verbreitet ist) zeigt, da� neben dem In-
duktionsschlu� bei der vollst•andigen Induktion auch der Induktionsanfang nicht vernachl•assigt
werden darf. Gerade eine einzelne Maus k•onnte nicht grau sein.
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Kapitel 5

Kombinatorik

5.1 Fakult •at

Das Produkt der erstenn nat•urlichen Zahlen wird mit

n! = 1 � 2� � � n

bezeichnet (lies:n Fakult •at). Konsistent mit der De�nition des leeren Produktes setzt man
0! = 1.
Die Zahl n! entspricht der Anzahl der verschiedenen M•oglichkeitenn unterschiedliche Objekte
anzuordnen.
F•ur gro�es n kann das asymptotische Verhalten vonn! mit Hilfe der Stirlingschen Formel
approximiert werden:

n! =
p

2�n
� n

e

� n �
1 + O(1=n)

�
:

5.2 Binomialkoe�zient

F•ur n; k 2 N0 mit n � k de�niert man den Binomialkoe�zienten
�

n
k

�
=

n!
(n � k)!k!

=
n(n � 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)

1� � � (k � 2)(k � 1)k
:

Wegen 0! = 1 gilt insbesondere:
�

0
0

�
= 1;

�
n
n

�
=

�
n
0

�
= 1:

Der Binomialkoe�zient
� n

k

�
gibt die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mitn

Elementen an.

5.3 Pascalsches Dreieck

Die Binomialkoe�zienten �
n
k

�
=

n!
(n � k)! k!

lassen sich mit Hilfe der Rekursion
�

n + 1
k

�
=

�
n

k � 1

�
+

�
n
k

�

in einem Dreiecksschema, dem sogenannten Pascalschen Dreieck, berechnen.
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�
0
k

�
1

�
1
k

�
1 1

�
2
k

�
1 2 1

�
3
k

�
1 3 3 1

�
4
k

�
1 4 6 4 1

. & + . & + . & + . & + . &�
5
k

�
1 5 10 10 5 1

...
...

...
...

Beweis:

Die zu beweisende Identit•at

(n + 1)!
(n + 1 � k)! k!

=
n!

(n � k + 1)! ( k � 1)!
+

n!
(n � k)! k!

ist nach Division durch n! und Multiplikation mit ( n � k + 1)! k! •aquivalent zu

n + 1 = k + ( n + 1 � k) :

5.4 Binomischer Lehrsatz

Mit der binomischen Formel lassen sich Potenzen einer Summe von zwei Variablen berechnen.
F•ur alle n 2 N0 gilt

(a + b)n = an +
�

n
1

�
an� 1b+

�
n
2

�
an� 2b2 + � � � +

�
n

n � 1

�
abn� 1 + bn

=
nX

k=0

�
n
k

�
an� kbk :

Insbesondere ist f•ur n = 2; 3

(a + b)2 = a2 + 2ab+ b2 ;

(a + b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 :
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Beweis:

Der binomische Lehrsatz kann mit vollst•andiger Induktion bewiesen werden.
F•ur n = 0 und n = 1 ist die Identit •at wegen

0X

k=0

�
0
k

�
a0� kbk =

�
0
0

�
a0b0 = 1;

1X

k=0

�
1
k

�
a1� kbk = a + b

f•ur beliebigea und b richtig.
Angenommen sie gelte f•ur n. Dann ist

(a + b)n+1 = ( a + b) (a + b)n = ( a + b)
nX

k=0

�
n
k

�
an� kbk

=
nX

k=0

�
n
k

�
an� k+1 bk +

nX

k=0

�
n
k

�
an� kbk+1

= an+1 +
nX

k=1

�
n
k

�
an� k+1 bk +

n� 1X

k=0

�
n
k

�
an� kbk+1 + bn+1

= an+1 +
nX

k=1

�
n
k

�
an� k+1 bk +

nX

k=1

�
n

k � 1

�
an� k+1 bk + bn+1

= an+1 +
nX

k=1

��
n
k

�
+

�
n

k � 1

��
an+1 � kbk + bn+1

=
n+1X

k=0

�
n + 1

k

�
an+1 � kbk

5.5 Identit •aten f •ur Binomialkoe�zienten

F•ur Binomialkoe�zienten gelten folgende Identit•aten:

2n =
nX

k=0

�
n
k

�
;

0 =
nX

k=0

�
n
k

�
(� 1)k ; n � 1;

�
n
k

�
=

kX

i =0

�
n � k � 1 + i

i

�
; k < n ;

�
n
k

�
=

n� kX

i =0

�
k � 1 + i

i

�
; k > 0:

Beweis:

Die ersten beiden Identit•aten folgen unmittelbar aus dem Binomischen Lehrsatz,

(a + b)n =
nX

k=0

�
n
k

�
an� kbk ;
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mit der Wahl a = b= 1 bzw. a = � b= 1.
Die dritte Identit •at folgt durch wiederholte Anwendung der Rekursionsformel:

�
n
k

�
=

�
n � 1

k

�
+

�
n � 1
k � 1

�

=
�

n � 1
k

�
+

�
n � 2
k � 1

�
+

�
n � 2
k � 2

�

= : : :

=
�

n � 1
k

�
+

�
n � 2
k � 1

�
+ : : : +

�
n � k � 1

0

�

=
kX

i =0

�
n � k � 1 + i

i

�
:

Durch die Substitution (n � k) $ k in dieser Gleichung ergibt sich die vierte Identit•at.
Die beiden letzten Identit•aten k•onnen als Summationswege im Pascalschen Dreieck dargestellt
werden.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

5.6 Kombinatorik von Mengen

Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der M•oglichkeiten an, aus einer Menge mitn verschiedenen
Elementenk Elemente auszuw•ahlen, wobei unterschieden werden mu�, ob die Reihenfolge eine
Rolle spielt (sortiert) und Wiederholungen zugelassen sind.

sortiert nicht sortiert

mit Wiederholungen nk

�
n + k � 1

k

�

ohne Wiederholungen n(n � 1) � � � (n � k + 1)
�

n
k

�

Beweis:

i) unsortierte Auswahl ohne Wiederholungen

Ber•ucksichtigt man die Reihenfolge, so gibt esn M•oglichkeiten f•ur das erste, (n � 1)
M•oglichkeiten f•ur das zweite, bis hin zu (n � k + 1) M •oglichkeiten f•ur das k-te Element,
also insgesamt

n(n � 1) � � � (n � k + 1)
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5.6. KOMBINATORIK VON MENGEN

M•oglichkeiten. Diese Anzahl mu� noch durch die Anzahl

k!

der Permutationen vonk Elementen dividiert werden.

ii) unsortierte Auswahl mit Wiederholungen

Ein •aquivalentes Problem ist,n � 1 Markierungen zwischenn + k Punkten zu plazieren.

� | � | � | � | � | � | � | �
M M M M

Die um 1 verminderte Anzahl der Punkte zwischen der (i � 1)-ten und i -ten Markierung
entspricht den Wiederholungen desi -ten Elements. Nachi) ergibt sich f•ur die Anzahl der
m•oglichen Markierungen �

n + k � 1
n � 1

�
;

was mit der in der Tabelle angegebenen Zahl•ubereinstimmt.

iii) Die Formeln f•ur die sortierte Auswahl ergeben sich unmittelbar.

Beispiel:

In einer Urne be�nden sich eine rote, eine gr•une und eine blaue Kugel. In der Tabelle sieht man
die Anzahl der M•oglichkeiten bei zweimaligem Ziehen (n = 3, k = 2).

sortiert nicht sortiert
mit Wiederholungen
(mit Zur •ucklegen)

nk

�
n + k � 1

k

�

32 = 9
�

3 + 2 � 1
2

�
= 6

ohne Wiederholungen
(ohne Zur•ucklegen)

n(n � 1) � � � (n � k + 1)
�

n
k

�

3 � 2 = 6
�

3
2

�
= 3
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Beispiel:

Ein deutsches Autokennzeichen besteht aus einer Kombination von � 3 Buchstaben f•ur den
Landkreis oder die Stadt,� 2 weiteren Buchstaben und bis zu einer vierstelligen Zahl, z.B.:

Es gibt 26n Kombinationen ausn Buchstaben und somit

(26 + 262 + 263) � (26 + 262) � 9999 = 1:28� 1011

m•ogliche Kennzeichen (wenn man von einer Assoziation mit dem Namen des Landkreises ab-
sieht).
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Kapitel 6

Reelle Zahlen

6.1 Rationale Zahlen

Die rationalen Zahlen bestehen aus positiven und negativen Br•uchen:

Q =
�

p
q

: p 2 Z; q 2 N; ggT(p; q) = 1
�

;

mit ggT dem gr•o�ten gemeinsamen Teiler. Sie bilden bzgl. Addition und Multipliktion einen
K•orper.

1
1

2
1

3
1

4
1

5
1

6
1

7
1

1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

6
2

7
2

1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

6
3

7
3

1
4

2
4

3
4

4
4

5
4

6
4

7
4

1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

6
5

7
5

1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

7
6

Die MengeQ ist abz•ahlbar. Wie in der Abbildung illustriert ist, k •onnen die positiven Br•uche
mit dem sogenannten Diagonalverfahren in einer Folge angeordnet werden. Dabei werden die
k•urzbaren Br•uche beim Abz•ahlen •ubersprungen.
Schlie�lich bilden die rationalen Zahlen eine dichte Teilmenge der Zahlengraden. Zwischen zwei
verschiedenen rationalen Zahlen liegen unendlich viele rationale Zahlen.

6.2 Dezimalbr •uche

Eine rationale Zahlp=ql•a�t sich genau dann als endlicher Dezimalbruch schreiben,

p
q

= a1 � � � am :b1 � � � bn ;
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wenn der Nennerq nur 2 und 5 als Primfaktoren hat. Treten auch andere Primfaktoren auf, so
kann p=qals unendlicher periodischer Dezimalbruch dargestellt werden,

p
q

= a1 � � � am :b1 � � � bnc1 � � � ck ;

d.h. die Zi�ernfolge c1 � � � ck wiederholt sich unendlich oft.

Beweis:

L•a�t sich p=qals endlicher Dezimalbruch

p
q

= a1 � � � am :b1 � � � bn

schreiben, dann folgt durch Erweiterung

p
q

=
a1 � � � amb1 � � � bn

10n

und 10n hat nur 2 und 5 als Primfaktoren.
Nimmt man umgekehrt an, da� q nur 2 und 5 als Primfaktoren hat, dann l•a�t sich p=q als
Produkt von Potenzen von

1
2

= 0:5;
1
5

= 0:2

und einer nat•urlichen Zahl schreiben, ist also ein endlicher Dezimalbruch.
Hat q von 2 und 5 verschiedene Primfaktoren, so ist die Dezimaldarstellung nicht endlich.
Da� eine Periode auftritt, ist aus der Berechnung mit schriftlicher Division ersichtlich, denn es
k•onnen dabei h•ochstensq� 1 Reste vorkommen. Ein Rest muss sich also wiederholen und f•uhrt
auf dieselbe Zi�ernfolge.
Es gilt 0:9 = 1, denn a = 0:9 impliziert 10a = 9:9 und damit die Gleichung

9a = 10a � a = 9:9 � 0:9 = 9

mit der eindeutigen L•osunga = 1. Entsprechend ist

a1 : : : am .b1 : : : bn9 = a1 : : : am .b1 : : : bn + 10� n :

Beispiel:

Um den Bruch
2035
14

in Dezimaldarstellung umzuwandeln, verwendet man Division mit Rest:

2035 : 14 = 145:35714285714: : : = 145:3571428:

Die Periode ergibt sich dabei durch die erste Wiederholung eines Restes.
Die umgekehrte Umwandlung, aus der Dezimaldarstellung, bereitet ebenfalls keine Schwierig-
keiten. Man benutzt, dass

0:1 =
1
9

; 0:01 =
1
99

; 0:001 =
1

999
; : : : :
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Beispielsweise bildet man, um

x = 12:3456789;

umzuwandeln,

1000x = 12345:6789 = 12345 +
6789
9999

und erh•alt

x =
12345
1000

+
6789

9999000
=

10287037
833250

als den entsprechenden Bruch.

6.3 Reelle Zahlen

Die MengeR aller (endlichen und unendlichen) Dezimalzahlen bezeichnet man als reelle Zahlen.
Die reellen Zahlen k•onnen mit den Punkten auf der Zahlengeraden identi�ziert werden. Eine
Zahl x entspricht dem Abstand von Nullpunkt, wobei das Vorzeichen angibt, ob x zur positiven
oder negativen Halbachse geh•ort.

replacemen

0 x
| {z }

x
| {z }

x� x

Die rationalen ZahlenQ liegen dicht in R, d.h. jede irrationale Zahlx 2 RnQ l•a�t sich beliebig
genau durch Br•uche approximieren. Im Gegensatz zuQ ist R jedoch nicht abz•ahlbar.
Die reellen Zahlen bilden mit der Addition und Multiplikation einen K•orper. Dar•uberhinaus
sind sie vollst•andig, d.h. jede konvergente Folge reeller Zahlen besitzt einen Grenzwert inR.

6.4 Normalisierte Gleitpunktzahl

Eine p-stellige normalisierte Gleitpunktzahl zur Basis� ,

x = �

 
pX

i =1

mi � 1� i

!

� n ; m1 6= 0

besteht aus einem Vorzeichen� = � 1, einer Mantissem mit mi 2 f 0; : : : ; � � 1g und einem
Exponentenn mit nmin � n � nmax .
Die kleinste und gr•o�te Gleitpunktzahl sind

xmin = � nmin ; xmax = � nmax +1 (1 � � � p) :

Da m1 6= 0 ist, kann die Zahl 0 nicht als normalisierte Gleitpunktzahldargestellt werden.
Neben der dezimalen Darstellung (� = 10), werden auch die Dualdarstellung (� = 2) und
Hexadezimaldarstellung (� = 16) h•au�g in der Praxis verwendet.
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Beispiel:

Die folgenden Beispiele illustrieren die Darstellung einer Gleitpunktzahl. Dabei verwendet man
die Notation

x = ( � m1:m2 � � � mp E n)� :

Dezimalzahlen

304:125 = (+3 :04125 E 2)10

�
1
40

= � 0:025

= ( � 2:5 E � 2)10

Dualzahlen

304:125 = 28 + 25 + 24 + 2 � 3

= (+1 :00110000001 E 1000)2

13
32

= 2 � 2 + 2 � 3 + 2 � 5

= (1 :101 E � 10)2

Hexadezimalzahlen

304:125 = 1 � 162 + 3 � 16 + 2 � 16� 1

= (+1 :302 E 2)16

� 243:625 = � (15 � 16 + 3 + 10 � 16� 1)

= ( � F:3A E 1)16

Zi�ern 0 � 9, A � F
Beispiel:
Eine Gleitpunktzahl mit doppelter Genauigkeit wird als Gleitpunktzahl in Dualdarstellung mit
einem transformierten Exponenten,

x = � 1:m2 � � � mp � 2n� 1023;

abgespeichert. F•ur den IEEE-Standard werden 53 bit f•ur das Vorzeichen und die Mantisse und
11 bit f•ur den Exponentenn ben•otigt:

0 1 11 12 63
� n m2 � � � m53

Die Exponentenn = 0 und n = 2047 sind Spezialf•alle. Daher ist

xmin = 2 � 1022; xmax = (1 � 2� 53)21024

die kleinste und gr•o�te positive Zahl, die mit doppelter Genauigkeit dargestellt werden kann.
Die Darstellung f•ur spezielle F•alle wird in der folgenden Tabelle gezeigt.
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� n m
0 0 oder 1 n = 0 0

under
ow 0 oder 1 n m1 = 0
over
ow (Inf) 0 oder 1 n = 2047 m2 = m3 = : : : = 0

NaN 0 oder 1 n m2 oder m3 oder : : : 6= 0

Under
ow entsteht f •ur jxj < x min . Der Exponentn wird in diesem Fall zur Darstellung weiterer,
nicht normalisierter (m1 = 0) Gleitpunktzahlen genutzt. Damit erh•alt man den zus•atzlichen
Zahlenbereich

0:1� � � 1 � 2� 1022 � x � 0:0� � � 01� 2� 1022 = 2 � 1074 :

Die Zahl 2� 1075 ist nicht mehr darstellbar und wird nach 0 gerundet.
Over
ow entsteht f •ur jxj > x max und wird durch das Symbol Inf und ein Vorzeichen dargestellt.

Man erh•alt NaN, das f•ur not-a-number steht, bei einer nicht de�nierten Rechenoperation, wie
z.B. 0/0, Inf-Inf, etc.

Beispiel:

Die folgenden Beispiele illustrieren die Darstellung einer Gleitpunktzahl in doppelter Genauig-
keit.

xmax = (1 � 2� 53)21024 � 1:798� 10308

0 11111111110 1111111111111111111111111111111111111111111111111111

xmin = 1 � 2� 1022 � 2:225� 10� 308

0 00000000001 0000000000000000000000000000000000000000000000000000

-1

1 01111111111 0000000000000000000000000000000000000000000000000000

-16.0625

1 10000000011 0000000100000000000000000000000000000000000000000000

Das letzte Beispiel wird etwas n•aher erl•autert. Zun•achst wandelt man in Dualdarstellung um:

� 16:0625 = � (24 + 2 � 4) = ( � 10000:0001)2 :

Dann wird der Exponent verschoben, und man erh•alt die normalisierte Darstellung

� 1:00000001� 24 :

Nun l•asst sich die Mantisse ablesen:

m2 = � � � = m8 = 0; m9 = 1; m10 = � � � = m53 = 0 :

F•ur den Exponenten ist die Verschiebung zu ber•ucksichtigen:

4 = n � 1023 =) n = 1027 = 210 + 21 + 20

bzw. in Bitdarstellung n = (10000000011). Schlie�lich ist� = 1.
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6.5 Ordnungsrelation reeller Zahlen

Auf der Zahlengeraden k•onnen reelle Zahlen verglichen werden. Man de�niert f•ur a; b; c2 R

a < b : a liegt links von b,
c > b : c liegt rechts vonb.

Ist bei dem Vergleich die Gleichheit zugelassen, so verwendet man die Symbole� und � .

0 a b c

R�
R+

0

Die positiven rellen Zahlen bezeichnet man mit

R+ = f x 2 R : x > 0g

und die negaitven mitR� . Dar•uber hinaus schreibt manR+
0 = R+ [ f 0g.

Die reellen Zahlen sind bzgl. der Ordnungsrelation vollst•andig, d.h. f•ur jede beschr•ankte Menge
reller Zahlen existiert eine kleinste obere (Supremum) und gr•o�te untere Schranke (In�mum)
in R.

6.6 Bernoullische Ungleichung

F•ur x 2 R mit x > � 1 und n 2 N0 gilt

1 + nx � (1 + x)n :

Beweis:

Die Ungleichung l•a�t sich mit vollst •andiger Induktion beweisen.
F•ur n = 0 ist die Behauptung o�ensichtlich richtig:

1 + 0x = 1 = (1 + x)0 :

Angenommen sie gelte f•ur ein n 2 N. Dann ist

(1 + x)n+1 = (1 + x)n

| {z }
� 1 + nx

(1 + x)

� (1 + nx) (1 + x)
= 1 + ( n + 1) x + nx2

|{z}
� 0

;

und somit gilt die Behauptung auch f•ur den Exponentenn + 1.
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6.7. CANTOR-MENGE

6.7 Cantor-Menge

Aus dem Einheitsintervall [0; 1] wird das mittlere Drittel, d.h. das Intervall (1=3; 2=3), entfernt.
Aus den verbleibenden zwei Dritteln wird nun wiederum der mittlere Teil entfernt, usw.

PSfrag replacemen ts

0

1

27

2

27

1

9

2

9

7

27

8

27

1

3

2

3

19

27

20

27

7

9

8

9

25

27

26

27

1

Der Rest ist eine•uberabz•ahlbare Menge mit dem Ma�

1 �
1
3

�
1
3

�
2
3

�
1
3

�
�

2
3

� 2

� : : : = 0 :

Sie wird als Cantor-Menge bezeichnet.

6.8 Supremum und In�mum

Eine TeilmengeM von R ist nach oben beschr•ankt, wenn eine Schrankeb existiert, so dass

x � b 8x 2 M :

Man nennt b2 R ein Maximum von M (b = max M ), wenn b eine obere Schranke vonM und
b2 M ist.
Man bezeichnetb als Supremum vonM , (b = sup M ) wenn b die kleinste obere Schranke ist.
Dabei mussb selbst nicht in M enthalten sein.

Analog de�niert man eine untere Schranke, das Minimum (minM ) und das In�mum (inf M )
von M .

Das sogenannte Vollst•andigkeitsaxiom reller Zahlen besagt, dass jede nach oben (unten) be-
schr•ankte nicht-leere Teilmenge vonR ein Supremum (In�mum) in R hat.

6.9 Intervalle

F•ur reelle Zahlena � b bezeichnet

[a; b] = f x 2 R : a � x � bg

ein abgeschlossenes Intervall. L•a�t man die Endpunkte a und b weg, so erh•alt man das o�ene
Intervall

(a; b) :

Analog sind die halbo�enen Intervalle

[a; b); (a; b]

de�niert.
Man verwendet auch die uneigentlichen Grenzen�1 . Beispielsweise ist

[a;1 ) = f x 2 R : a � xg

und (�1 ; 1 ) = R.
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6.10 Betrag reeller Zahlen

Der Betrag einer reellen Zahla ist de�niert durch

jaj = max( a; � a) =
�

a f•ur a � 0
� a f•ur a � 0

Die Betragsfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften.

� Positivit •at:
jaj � 0; jaj = 0 () a = 0

� Multiplikativit •at:
jabj = jaj jbj; ja=cj = jaj=jcj; c 6= 0

� Dreiecksungleichung: �
� jaj � j bj

�
� � j a + bj � j aj + jbj

Beweis:

Die Positivit •at und Multiplikativit •at der Betragsfunktion ist unmittelbar o�ensichtlich.
Zum Beweis der Dreiecksungleichung werden die verschiedenenM•oglichkeiten f•ur die Vorzeichen
von a und b betrachtet.
F•ur a; b� 0 erh•alt man die Ungleichungskette

ja � bj � a + b � a + b :

Da ja� bj = max( a� b; b� a) und sowohla� b als b� a kleiner alsa+ b ist, ist die nicht triviale
linke Ungleichung richtig.
F•ur a � 0; b � 0 erh•alt man entsprechend

ja + bj � j a + bj � a � b :

In diesem Fall folgt die nicht triviale rechte Ungleichung ausmax(a + b;� a � b) � a � b.
Die restlichen beiden F•alle brauchen nicht betrachtet zu werden, da die Dreiecksungleichung
bei der gleichzeitigen•Anderung des Vorzeichens vona und b unver•andert bleibt.

Beispiel:

Die G•ute der N•aherung
x = 1:414�

p
2

l•a�t sich wie folgt absch•atzen. Aus

x2 = 1:9: : : < 2

folgt x <
p

2 und
2=x = 1:4144: : : > 2=

p
2 =

p
2:

Damit ist
j
p

2 � xj � j 2=x � xj = 0:0004: : : < 5 � 10� 4 :
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Komplexe Zahlen

7.1 Komplexe Zahlen

Um auch Wurzeln aus negativen Zahlen bilden zu k•onnen, f•uhrt man eine imagin•are Einheit i
als eine der L•osungen von

i2 = � 1

ein und bezeichnet

C = f z = x + i y; x; y 2 Rg;

als Menge der komplexen Zahlen. Dabei werdenx und y Real- bzw. Imagin•arteil genannt:

x = Re z; y = Im z ;

insbesondere istR = f z 2 C : Im(z) = 0 g.
Die komplexen Zahlen bilden einen K•orper. De�niert man Addition und Multiplikation gem •a�

z1 + z2 = x1 + x2 + i( y1 + y2)

z1 � z2 = x1x2 � y1y2 + i( x1y2 + x2y1) ;

so gelten die•ublichen Rechenregeln.

7.2 Komplexe Konjugation

F•ur eine komplexe Zahlz = x + i y de�niert man die konjugiert komplexe Zahl

�z = x � iy :

Geometrisch bedeutet die komplexe Konjugation eine Spiegelung an der x-Achse: (x; y) !
(x; � y).
Die komplexe Konjugation ist mit den arithmetischen Operationen vertr•aglich:

z1 � z2 = �z1 � �z2

f•ur � = + ; � ; � ; =.
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7.3 Betrag komplexer Zahlen

Der Betrag einer komplexen Zahlz = x + i y ist als

jzj =
p

x2 + y2 =
p

z�z

de�niert. F •ur z 2 R ist diese De�nition konsistent mit der De�nition der Betragsfunktion f •ur
reelle Zahlen und besitzt analoge Eigenschaften.

� Positivit •at:
jzj � 0; jzj = 0 () z = 0

� Multiplikativit •at:
jz1z2j = jz1j j z2j; jz1=z2j = jz1j=jz2j; z2 6= 0

� Dreiecksungleichung: �
� jz1j � j z2j

�
� � j z1 + z2j � j z1j + jz2j

Beweis:

Die Positivit •at der Betragsfunktion ist o�ensichtlich und die Multiplikati vit •at l•a�t sich mit
Hilfe der De�nition leicht nachrechnen.
Zum Beweis der Dreiecksungleichung quadriert man die Ungleichungskette und erh•alt nach
Subtraktion von jz1j2 + jz2j2

� 2jz1jj z2j � z1 �z2 + �z1z2 � 2jz1jj z2j :

Diese Ungleichungen sind•aquivalent zu

Re(z1 �z2) � j z1jj z2j

bzw. zu

x1x2 + y1y2 �
q

x2
1 + y2

1

q
x2

2 + y2
2 :

Erneutes Quadrieren f•uhrt schlie�lich auf die Ungleichung

2x1x2y1y2 � x2
1y2

2 + x2
2y2

1 ;

welche aufgrund der Nichtnegativit•at von (x1y2 � x2y1)2 richtig ist.

7.4 Formel von Euler-Moivre

Die Exponentialfunktion mit imagin•arem Argument l•asst sich mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen ausdr•ucken:

cost + i sin t = exp(i t)

f•ur t 2 R. Der Kosinus und der Sinus entsprechen also dem Real- und Imagin•arteil komplexer
Zahlen mit Betrag 1 (j exp(it)j = 1).

48 http://www.mathematik-online.org/



7.4. FORMEL VON EULER-MOIVRE

Invertiert man die obige Formel, so folgt

cost = Re eit =
1
2

�
eit + e� it

�

sint = Im eit =
1
2i

�
eit � e� it

�
:

Die Identit •aten zwischen exp, cos und sin gehen auf Euler and Moivre zur•uck. Sie bilden die
Grundlage f•ur die geometrische Interpretation komplexer Zahlen und spielen in der Fourier-
Analysis eine wichtige Rolle.

Beispiel:

Die trigonometrischen Funktionen lassen sich f•ur die Winkel

�= 2k ; k = 1; 2; : : : ;

explizit als algebraische Ausdr•ucke berechnen.
Sei dazu

xk = Re exp(i�= 2k)
| {z }

zk

= cos(�= 2k) :

Dann ist zun•achst

x1 = cos(�= 2) = 0; x2 = cos(�= 4) =

p
2

2
:

PSfrag replacemen ts

� = 8

� = 4

z

2

z

3

z

2

+ 1

x

2

x

3

Die komplexe Zahlz3 auf der Winkelhalbierenden kann mit Hilfe des abgebildeten Parallelo-
gramms konstruiert werden. Hierzu wird der Realteil vonz2 um 1 vergr•o�ert und man erh•alt

z2 + 1 =

p
2

2
+ 1 + i

p
2

2
:

Anschlie�ende Normierung liefert dann wegen Imz2 =
p

1 � x2
2 den Realteil

x3 =
x2 + 1

p
(x2 + 1) 2 + 1 � x2

2

=
p

x2 + 1
p

2

=

p p
2 + 2
2

:
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Allgemeiner gilt

xk+1 =
1
2

p
2xk + 2 ;

und nochmaliges Anwenden dieser Formel liefert

cos(�= 16) = x4 =

q p p
2 + 2 + 2

2
;

usw.
Nat•urlich lassen sich auch die anderen trigonometrischen Funktionen algebraisch durch die
Cosinus-Funktion ausdr•ucken.

7.5 Gau�sche Zahlenebene

Komplexe Zahlenz = x + i y lassen sich mit den Punkten der Ebene identi�zieren. Der Betrag
entspricht dem Abstand vom Ursprung, Real- und Imagin•arteil sind die Projektionen auf die
reelle bzw. imagin•are Achse, und die konjugiert komplexe Zahl ergibt sich durch Spiegelung an
der reellen Achse.

jzj

z = x + i y

z = x � iy

x

y

Re(z)

Im(z)

z = rei'

z = re� i'

Re(z)

Im(z)

r

'

� '

In Polarkoordinaten erh•alt man aus der Formel von Euler-Moivre die Darstellung

z = r (cos' + i sin ' ) = r exp(i' )

mit r = jzj. Der Winkel ' ist nur bis auf Vielfache von 2� bestimmt und wird als Argument
von z bezeichnet:

' = arg( z) :

Als Standardbereich (Hauptwert) wird das Intervall (� �; � ] vereinbart.
Es gilt

tan ' =
Im(z)
Re(z)

;
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Das Argument arg(z) kann also mit Hilfe der Arcustangens-Funktion aus dem Quotienten y=x
bestimmt werden. Dabei ist der richtige Zweig zu w•ahlen, d. h., falls Re(z) < 0 mu� � oder � �
zum Wert der Umkehrfunktion addiert werden.
Die Polardarstellung einiger komplexer Zahlen ist in der folgenden Tabelle angegeben.

z 1 � 1 � i 1 � i
p

3 � i 1 �
p

3i
r 1 1 1

p
2 2 2

' 0 � � �= 2 � �= 4 � �= 6 � �= 3

Beispiel:

Um z = 1 +
p

3i in Polarform umzuwandeln bildet man

jzj =

q

12 +
p

3
2

= 2; arctan(
p

3) = �= 3:

Da Rez � 0, stimmt dieser Winkel mit argz •uberein, und man erh•alt

z = 2 exp(i �= 3)

= 2 (cos(�= 3) + i sin( �= 3))

= 2

 
1
2

+ i

p
3

2

!

:

F•ur z = � 1 + i ist
jzj =

p
2; arctan(� 1) = � �= 4:

Da in diesem Fall Rez < 0 ist, unterscheidet sich das Argument vonz um � � . Der Hauptwert
ist

argz = � �= 4 + � = 3�= 4

und es folgt
z =

p
2 exp(i(3�= 4)) :

Aus der Formel von Euler-Moivre erh•alt man

2 exp(i�= 6) = 2(cos(�= 6) + i sin( �= 6))

=
p

3 + i :

7.6 Multiplikation komplexer Zahlen

Das Produkt z1z2 zweier komplexer Zahlen

zk = xk + i yk = r k exp(i' k)

ist
(x1x2 � y1y2) + ( x1y2 + x2y1)i = r1r2 exp(i(' 1 + ' 2)) :
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z1

r2z1

z1z2

r21

' 2

Geometrisch entspricht die Multiplikation mit einer komplexen Zahl z = rei ' einer Streckung
um den Faktor r und einer Drehung um den Winkel' .

Beispiel:

Das Produkt von 1 + i =
p

2 exp(i�= 4) und
p

3 + 3i = 2
p

3 exp(i�= 3) erh•alt man durch Aus-
multiplizieren der Standardform als

(1 + i)(
p

3 + 3i) =
p

3 � 3 +
� p

3 + 3
�

i

und in der Polarform als
p

2 exp(i�= 4) � 2
p

3 exp(i�= 3) = 2
p

6 exp(7i�= 12):

F•ur
z = 3 +

p
3i = 2

p
3 exp(i�= 6)

ist
z2 = 6 + 6

p
3i = 12 exp(i�= 3) :

Wie die Beispiele zeigen, ist die Multiplikation in Polarformim allgemeinen einfacher. Dies
tri�t insbesondere f•ur die Bildung von Potenzen zu.

7.7 Division komplexer Zahlen

Der Quotient z1=z2 zweier komplexer Zahlen

zk = xk + i yk = r k exp(i' k)

ist
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+

x2y1 � x1y2

x2
2 + y2

2
i =

r1

r2
exp(i(' 1 � ' 2)) :

Speziell ist
1
z

=
1
r 2

�z =
1
r

exp(� i' ) =
x
r 2

�
y
r 2

i :

Der Kehrwert einer komplexen Zahl l•a�t sich durch Spiegelung am EinheitskreisC konstruieren,
wie in der Abbildung veranschaulicht ist.
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z

0

v

w z=2

1

1=z

Die komplex konjugierte Zahlw = �z ist der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks aus den
Tangenten anC durch den Punkt z und den rechtwinklig schneidenden Radii. Die Zahlz erh•alt
man dann durch Spiegelung an der reellen Achse.

Beweis:

Mit zk = xk + i yk = r k exp(i' k) gilt f •ur den Quotient zweier komplexer Zahlen:

z1

z2
=

x1 + i y1

x2 + i y2
=

(x1 + i y1)(x2 � iy2)
(x2 + i y2)(x2 � iy2)

=
(x1x2 + y1y2) + ( x2y1 � x1y2)i

x2
2 + y2

2

bzw.
z1

z2
=

r1 exp(i' 1)
r2 exp(i' 2)

=
r1

r2
exp(i' 1 � i' 2) :

Insbesondere erh•alt man

1
z

=
1

x + i y
=

x � iy
(x + i y)(x � iy)

=
�z

x2 + y2
=

�z
r 2

=
1
r

exp(� i' ) :

Die geometrische Konstruktion basiert auf dem Theorem von Pythagoras. Daraus folgt

jwj jzj = 12 ;

d.h. w hat den korrekten Betrag. Spiegelung an der reellen Achse•andert dann das Vorzeichen
des Arguments, so dass

arg �w = arg(1=z)

wie behauptet.
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Beispiel:

Um
(1 +

p
3i) + 2 exp(� i�= 6)

exp(i�= 2)(1 � i)

zu berechnen, bildet man die Summe im Z•ahler mit der Standardform,

(1 +
p

3i) + 2

 p
3

2
�

1
2

i

!

= (1 +
p

3) + (
p

3 � 1)i ;

und das Produkt im Nenner mit der Polarform,

exp(i�= 2) �
p

2 exp(� i�= 4) =
p

2 exp(i�= 4) = 1 + i :

Damit ist der Quotient

((1 +
p

3) + (
p

3 � 1)i)(1 � i)
(1 + i)(1 � i)

=
2
p

3 � 2i
2

= 2 exp(� i�= 6) ;

und die Umwandlung in Standardform ergibt

2(cos(�= 6) � i sin(�= 6)) =
p

3 � i :

Beispiel:

F•ur die Analyse linearer Wechselstromnetzwerke ist die komplexe Schreibweise vorteilhaft.
Schreibt man f•ur die Spannung und Stromst•arke

U(t) = U0ei( !t + ' ) ; I (t) = I 0ei( !t +  ) ;

so ist der komplexe Widerstand
Z = U(t)=I (t)

zeitunabh•angig. F•ur die Grundelemente

Widerstand R SpuleL KondensatorC

Z = R Z = i !L Z = (i !C )� 1

addieren sich die komplexen Widerst•ande bei Serienschaltung:

Zgesamt = Z1 + Z2

und ihre Kehrwerte bei Parallelschaltung:

1
Zgesamt

=
1

Z1
+

1
Z2

) Zgesamt =
Z1Z2

Z1 + Z2
:

Man bezeichnet ReZ als Wirkwiderstand, ImZ als Blindwiderstand und jZ j als Scheinwider-
stand oder Impedanz.
Beispielsweise betr•agt f•ur den Schaltkreis
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!L = 100


(!C )� 1 = 200
 R = 300


der Gesamtwiderstand

Zgesamt = i !L +
R(i !C )� 1

R + (i !C )� 1
= 100i
 +

300
( � 200i
)
300
 � 200i


� (92:31� 38:46i)
 :

Bei einer Wechselspannung vonUe�ektiv = 220V 
ie�t dabei ein E�ektivstrom von

I e�ektiv =
Ue�ektiv

jZ j
=

220V
100


= 2:2A :

7.8 Einheitswurzeln

Die Gleichung
zn = 1

hat in C genaun L•osungen

zk = wk
n ; wn = exp(2� i=n); k = 0; : : : ; n � 1;

die als Einheitswurzeln bezeichnet werden.

Re z

Im z

w0
n = 1

w1
n

wn� 1
n

Wie in der Abbildung veranschaulicht ist, bilden die Einheitswurzeln ein dem Einheitskreis
einbeschriebenes regelm•a�iges n-Eck.
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Beispiel:

F•ur die Berechnung der kubischen Einheitswurzel erh•alt man aus der allgemeinen Formel

zk = exp
2� ik

3
k = 0; 1; 2;

d.h.

z0 = exp 0 = 1

z1 = exp
2� i
3

= cos
2�
3

+ i sin
2�
3

= �
1
2

+ i

p
3

2

z2 = exp
4� i
3

= cos
4�
3

+ i sin
4�
3

= �
1
2

� i

p
3

2
:

Die Wurzel z
1
3 ist mehrdeutig, es existieren 3 verschiedene Werte.

Analog bestimmt man die quartischen Einheitswurzeln 1; i; � 1; � i.

7.9 Potenzen

Um Potenzen komplexer Zahlen zu bilden, verwendet man am geeignetsten die Polarformz =
rei ' . F•ur m 2 Z ist

zm = r meim' :

Die gleiche Formel bleibt auch f•ur rationale Exponentenm = p=q 2 Q richtig, allerdings ist
das Ergebnis aufgrund der Mehrdeutigkeit dern-ten Einheitswurzel nicht eindeutig. Da die
Gleichungwq = 1 die q L•osungen

w = wkp
q ; wq = exp (2� i=q) ; k = 0; : : : ; q � 1

besitzt, erh•alt man entsprechend

r p=q exp (ip'=q ) wkp
p ; k = 0; : : : ; q � 1

als m•ogliche Werte f•ur zp=q.

Beispiel:

Um die Potenz
z = ( � 1 + i) 2=3

zu berechnen, wandelt man in Polarform um und erh•alt
� p

2 exp
�

3� i
4

�� 2=3

= 3
p

2 exp
�

i�
2

�
w2k

3 ; k = 0; 1; 2;

mit w3 = exp(2� i=3). Die m•oglichen Werte sind also:

z1 = 3
p

2 i ;

z2 = 3
p

2 i exp
�

4� i
3

�
= 3

p
2

 p
3

2
�

i
2

!

;

z3 = 3
p

2 i exp
�

8� i
3

�
= 3

p
2

 

�

p
3

2
�

i
2

!

:
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Dies kann durch eine Probe best•atigt werden. Beispielsweise ist

z3
2 =

�
3
p

2 i exp
�

4� i
3

�� 3

= � 2 i ;

was mit (� 1 + i) 2 •ubereinstimmt.

Beispiel:

F•ur irrationale und imagin•are Exponenten erh•alt man im Allgemeinen unendlich viele
L•osungen, wie die folgenden Beispiele zeigen:

� unendlich viele L•osungen auf dem Einheitskreis:

i� = exp(( �= 2 + 2�k )i) �

= exp (( �= 2 + 2�k )� i) ; k 2 Z

� unendlich viele L•osungen auf einer Halbgeraden:

� i = exp(ln � + 2�k i) i = exp(i ln � � 2�k )

= exp( � 2�k ) exp(i ln � ); k 2 Z

� unendlich viele L•osungen auf der positiven reellen Achse:

i i = exp(( �= 2 + 2�k )i) i

= exp( � �= 2 � 2�k ); k 2 Z

7.10 Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrotmenge besteht aus allen Punktenc = a + i b ^= ( a; b) der komplexen Ebene, f•ur
die die durch

zn+1 = z2
n + c; z0 = 0

de�nierte Folge beschr•ankt bleibt.
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In der Abbildung wurde die Geschwindigkeit, mit der die Folge divergiert, zur De�nition der
Farbwerte verwendet. Dadurch wird insbesondere der fraktaleRand hervorgehoben.
(Online-Version enth•alt Download, sieheAnhang A)

7.11 Gerade in der komplexen Ebene

Die Gleichung

jz � aj = jz � bj

beschreibt die Mittelsenkrechte der Strecke mit den Endpunkten a und b in der Gau�schen
Zahlenebene.

PSfrag replacemen ts

a

b

�

z

j

z

�

a

j

j

z

�

b

j

Die Parameterform dieser Gerade ist

a + b
2

+ i( b� a)t; t 2 R :

7.12 Kreis in der komplexen Ebene

Die Gleichung

jz � aj = sjz � bj; s 6= 1 ;

beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt

w =
1

1 � s2
a �

s2

1 � s2
b

und Radius

r =
s

j1 � s2j
jb� aj

der Gau�schen Zahlenebene.
Ist s < 1 so liegta im Inneren des Kreises undb au�erhalb. F•ur s > 1 ist es umgekehrt.
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w

z

r

a b

Die Parameterform dieses Kreises ist

w + reit ; t 2 [0; 2� ) :

Beweis:

Mit
z = x + i y; a = a1 + i a2; b= b1 + i b2

erh•alt man nach Quadrieren

(x � a1)2 + ( y � a2)2 = s2
�
(x � b1)2 + ( y � b2)2

�
;

bzw. nach Umformung
(1 � s2)(x2 + y2) + c1x + c2y = d :

Durch quadratische Erg•anzung l•a�t sich diese Identit•at in die Form einer Kreisgleichung brin-
gen:

(x � p)2 + ( y � q)2 = �r 2 :

Das Vorzeichen� mu� positiv sein, da die urspr•ungliche Identit•at L•osungenz besitzt.
Der Ansatz

z = a + t(b� a)

eingesetzt in die Gleichung ergibt

jtj = sjt � 1j , t1 =
� s

1 � s
; t2 =

s
1 + s

und liefert als Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden durch die Punkte a und b

z1 =
1

1 � s
a �

s
1 � s

b

z2 =
1

1 + s
a +

s
1 + s

b :

Damit errechnet sich der Mittelpunkt w des Kreises

w =
1
2

(z1 + z2) =
1

1 � s2
a �

s2

1 � s2
b
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und der Radiusr ergibt sich aus

r =
1
2

jz1 � z2j =
s

j1 � s2j
jb� aj :

Ein alternativer Beweis beruht auf einem geometrischen Argument.
Deutet man die Gleichung

jz � aj = sjz � bj; s 6= 1 ;

geometrisch, bedeutet sie, dass die Abst•ande eines PunktesZ zu zwei gegeben PunktenA und
B ein festes Verh•altnis s haben sollen, also

jAZ j

jBZ j
= s :

Um festzustellen, f•ur welche Punkte dies gilt, kann man f•ur s < 1 wie folgt vorgehen.

Z

Z i
Za A

B

S1

S2

h

g

Zun•achst ermittelt man die Punkte Z i und Za auf der GeradenAB , f•ur die gilt

jAZ i j

jZ i Bj
= s und

jZaAj

jZaBj
= s ;

das hei�t die Punkte, die die StreckeAB innen beziehungsweise au�en im Verh•altnis s teilen.
Schneidet man die Geradeg durch Z und Z i sowie die Geradeh durch Z und Za mit der
Parallelen zur GeradenZB durch A erh•alt man S1 und S2.
Mit Hilfe der Strahlens•atze ergibt sich, dass

jAS1j

jBZ j
=

jAZ i j

jZ i Bj
= s und

jAS2j

jBZ j
=

jZaAj

jZaBj
= s :

Da vorausgesetzt ist, dass auch
jAZ j

jBZ j
= s gilt, haben die StreckenAZ; AS1 und AS2 die selbe

L•ange und die Geradeng und h stehen senkrecht aufeinander. Damit ist das DreieckZaZZ i

rechtwinklig und alle Punkte Z , f•ur die dies gilt, liegen auf dem Kreis mit DurchmesserZaZ i .
Dies hat Apollonius 200 v. Chr. bemerkt,was zur Bezeichnung Kreis des Apollonius f•uhrte.
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Beispiel:

Als Beispiel wird die Gleichung

jzj =
1
2

jz � 3ij

betrachtet. Sie beschreibt einen Kreis, dessen Mittelpunkt undRadius mit den entsprechenden
Formeln bestimmt werden k•onnen:

w =
1

1 � 1
4

0 �
1
4

1 � 1
4

(3i) = � i; r =
1
2

1 � 1
4

j3ij = 2 :

Alternativ kann man z = x + i y einsetzen und die•aquivalente quadrierte Gleichung

x2 + y2 =
1
4

(x2 + y2 � 6y + 9)

analysieren. Nach Umformung ergibt sich

x2 + y2 + 2y + 1 = 4 ;

und nach quadratischer Erg•anzung

x2 + ( y + 1) 2 = 22 :

Aus dieser Standardform eines Kreises l•asst sich nun der Mittelpunkt (0; � 1) und der Radius
2 unmittelbar ablesen.
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Anhang A

Downloads

Zu einigen Themen, die in diesem Kurs behandelt werden, stehenin der Online-Version Down-
loads zur Verf•ugung. Diese sind nachfolgend aufgelistet.

� Abschnitt 7.10:

MATLAB-Programm zur Visualisierung der Mandelbrot-Menge (Dateityp .m)
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