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Kapitel 1

Mehrdimensionale Integration

Interaktive Aufgabe 1.1 (Online-Nummer 493):
Koordinatentransformation und zugehorige Funktionaldeterminante,
Flachenberechnung

Gegeben sei die Koordinatentransformation
p v pef
D : — = g
q Y pe ™
und der Bereich
D:1<2%% <8 1<ay’><8.

a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminan-
te der Koordinatentransformation ®.

b) Beschreiben Sie den Bereich D in
pq—Koordinaten und skizzieren Sie D in
der pg—Ebene.

c) Berechnen Sie den Flicheninhalt von D.

Interaktive Aufgabe 1.2 (Online-Nummer 1641):
Volumen und Oberfliche einer gelochten Kugel

Berechnen Sie die Oberfliche und das Volumen einer Kugel mit Radius eins, aus der ein zylin-
derformiges Loch mit Radius a symmetrisch zum Mittelpunkt herausgebohrt wurde.

Interaktive Aufgabe 1.3 (Online-Nummer 1642):
Schwerpunkt und Fliacheninhalt eines Paraboloids

Berechnen Sie den Schwerpunkt S und den Flécheninhalt F' des Paraboloids

P:z:x2+y2, 0<2z<1.
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KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Interaktive Aufgabe 1.4 (Online-Nummer 576):
Fluss verschiedener Vektorfelder durch die Oberfliche eines Zylinders

Gegeben sind das Vektorfeld

ye
F($7y72): —xe” ) 0= Vx2+y2
e

und der Zylinder

mit der Oberfliche S. Berechnen Sie
a) div F,
b) den Fluss von F durch S nach aufen,

¢) den Fluss von rot F' durch S nach aufien.

Interaktive Aufgabe 1.5 (Online-Nummer 466):
Volumen und Fluss durch die Oberfliche eines Korpers

Gegeben sei der Korper K: 2244y°<1, 0<z<z, 0<z.

a) Beschreiben Sie den Kérper K in Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2).
b) Berechnen Sie das Volumen V' des Kérpers K.

¢) Berechnen Sie den Fluss ® des Vektorfeldes F = (242, ya2, 22y%)" durch die Oberfliche
von K von innen nach auflen.

Interaktive Aufgabe 1.6 (Online-Nummer 1647):
Arbeitsintegral, Flussintegral, Satz von Stokes

Gegeben ist das Vektorfeld
ylIn(1 + 2?)
F= y arctan o2
In(2 + cos? 2)

a) Berechnen Sie das Arbeitsintegral [ F - dr lings des positiv orientierten Kreises K :
Ky
2?2+ y? =4, z=3.

b) Bestimmen Sie den Fluss von rot F durch die Kreisscheibe D mit Rand Ky: 22 + 32 =
4, z = 0 nach oben.

c) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes den Fluss von rot F durch den Zylinder-
mantel S: 22 +y?> =4, 0 < 2 < 3 nach auBen.
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Kapitel 2

Gewohnliche Differentialgleichungen

Interaktive Aufgabe 2.1 (Online-Nummer 575):
Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, Anfangswertprobleme

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

y2

m, y(1) = -1/2

a) y=02x-5y, yB)=1 b) ¢ =
c) ¥y =2y+5sinz, y(0)=2
Interaktive Aufgabe 2.2 (Online-Nummer 326):
Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, Anfangswertprobleme

Bestimmen Sie die Losung y(z) folgender Differentialgleichungen

2

a) y = 1?:52’ y(0) =1

b) y'2y+z)+y=0, y(0)=a>0
c) y +2y=cosz, y(0)=y(2r)

Aufgabe 2.3 (Online-Nummer 661):
Differentialgleichung erster Ordnung, integrierender Faktor

Bestimmen Sie die allgemeine Losung y(z) der Differentialgleichung

1+ay = (2% + 2°)y/, x> 0.
Ermitteln Sie dazu einen integrierenden Faktor mit einem moglichst einfachen Ansatz (p = p(z)
oder 11 = u(y)).
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KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Interaktive Aufgabe 2.4 (Online-Nummer 1443):
Inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, Variation der Konstan-

ten, Anfangswertproblem
Bestimmen Sie die allgemeine Losung y(z) der Differentialgleichung
—4e3"
1 o 4 / 3 -
vy 3y =

mit der Methode der Variation der Konstanten.
Geben Sie auch die Losung zu den Anfangswerten y(0) =2+ In4 und ¢/(0) =4 + In 16 an.

Aufgabe 2.5 (Online-Nummer 646):
Inhomogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Bestimmen Sie die allgemeinen reellen Losungen u(t) der folgenden Differentialgleichungen.

a) o —u=e? b) u —2u +u=1+t c) u’+u=_8cos(t) cos(2t)

Interaktive Aufgabe 2.6 (Online-Nummer 655):
Parameterabhingige Differentialgleichung zweiter Ordnung

Gegeben sei die von dem reellen Parameter o abhéngige Differentialgleichung
u' — (14 a)u' +au=f(t).
a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung u(t) der homogenen Differentialgleichung (f(¢) = 0)

in Abhéngigkeit von .

b) Berechnen Sie im Fall o = 0 die allgemeine Losung fiir f(¢) = 4 cost. Fiir welche An-
fangswerte von 4 (0) und «/(0) ist diese Losung auf [0, co) beschriankt?

Interaktive Aufgabe 2.7 (Online-Nummer 654):
Homogenes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung (3x3), konstante
Koeffizienten

Bestimmen Sie fiir das Differentialgleichungssystem

0
u = Au, A= 1
1

O O =
o O =

a) die Eigenwerte und Eigenvektoren von A,

b) die allgemeine Losung u(t) = (ui(t), ua(t), u3(t))t,

c) die Losung mit u(0) = (1,0,0)".
Interaktive Aufgabe 2.8 (Online-Nummer 1435):

Homogenes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung (3x3), konstante
Koeffizienten, Anfangswert

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems

3 1 1
v==10 4 2|u
1 -1 5

sowie die Losung zum Anfangswert w(0) = (2,0,0)".
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Kapitel 3

Fourieranalysis

Interaktive Aufgabe 3.1 (Online-Nummer 1444):
Fourier-Entwicklung einer trigonometrischen Funktion, Reihenwert
Entwickeln Sie die 27-periodische Fortsetzung der Funktion f(z) = cos(z/3), = € [-m,7) in
eine Fourier-Reihe -
fz) ~c+ Z ay, cos(kx) + by, sin(kx)
k=1
und bestimmen Sie durch Auswertung an einer geeigneten Stelle

> 1
522%?—1'

k=1

Interaktive Aufgabe 3.2 (Online-Nummer 1062):
Fourier-Transformation und Fourier-Reihe einer linearen Funktion

Bestimmen Sie fiir die abgebildete Funktion

Y

die Fourier-Transformierte f sowie die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢ der 2m-periodischen
Fortsetzung.

Interaktive Aufgabe 3.3 (Online-Nummer 541):
Fourier-Transformation einer stiickweise linearen Funktion

Berechnen Sie die Fourier—Transformierte der abgebildeten Funktion:
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KAPITEL 3. FOURIERANALYSIS

Interaktive Aufgabe 3.4 (Online-Nummer 1436):
Laplace-Transformation von Funktionen und einem Anfangswertproblem

Bestimmen Sie die Laplace-Transformierten der Funktionen
a) tsin(2¢) b) (1 —3t)? c) min(¢, 1)
und 16sen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation das Anfangswertproblem

d) v —2u +u=2¢, u0)=u(0)=0.

Interaktive Aufgabe 3.5 (Online-Nummer 479):
Anfangswertproblem, Laplace-Transformation

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem:
u"(t) —u(t) —1=0, u(0)=0, «'(0)=u"(0)=1.

a) In welche Gleichung geht die Differentialgleichung durch Laplace-Transformation
u(t) — Ul(s) iiber?

b) Losen Sie diese Gleichung nach U(s) auf.

c) Bestimmen Sie durch Riicktransformation die reelle Losung u(t) des Anfangswertpro-
blems.
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Kapitel 4

Funktionentheorie

Aufgabe 4.1 (Online-Nummer 787):
Orte komplexer Differenzierbarkeit

Bestimmen Sie alle Stellen z = = + iy € C, an denen die Funktion
f(z) =2(]z]* — 2 — 2Re(z) — 6)
komplex differenzierbar ist. Wie lautet dort f'(z)?
Aufgabe 4.2 (Online-Nummer 788):
Harmonische Funktion, Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Zeigen Sie, dass

u(z,y) = e*(xcosy — ysiny)
eine harmonische Funktion ist, d.h. Au = 0, und bestimmen Sie eine Funktion v(z,y), welche
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

erfiillt. Berechnen Sie f/(z) fiir die Funktion f(z) = f(z +iy) = u(x,y) +iv(z,y).

Interaktive Aufgabe 4.3 (Online-Nummer 603):
Komplexe Kurvenintegrale mit Integralformeln

Berechnen Sie mit Hilfe geeigneter Integralformeln:

a) /Si;'zdzzl [ 1i, C:z(t)=1+2", telo,2n],
C

b) /szjgzl |+ | i, C:z2(t) =4e' t €]0,27].
C

Hinweis: Verdndern Sie in b) den Integrationsweg.
Interaktive Aufgabe 4.4 (Online-Nummer 609):
Konvergenzgebiete von Laurent-Reihen

Bestimmen Sie die Konvergenzgebiete der folgenden Laurent-Reihen.

n

n=—oo n=—oo n=—oo
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KAPITEL 4. FUNKTIONENTHEORIE

Interaktive Aufgabe 4.5 (Online-Nummer 465):
Partialbruchzerlegung, Laurent-Reihe

a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der Funktion

1
f(z) = 224z
b) Zum Entwicklungspunkt z = —1 gibt es zwei Laurent-Reihen. Bestimmen Sie die beiden

Laurent-Reihen und ihr jeweiliges Konvergenzgebiet.

Interaktive Aufgabe 4.6 (Online-Nummer 1063):
Partialbruchzerlegung, Residuen, Taylor- und Laurent-Entwicklung einer rationa-
len Funktion

Bestimmen Sie fiir

a) die Partialbruchzerlegung
b) die beiden Residuen

c) I = /f(z)dz
\

z|=4
d) den Konvergenzradius der Taylor-Entwicklung im Punkt z =i

[e.9]
e) die im Kreisring 2 < |z| < 5 konvergente Laurent-Entwicklung Z cn2".

n=—oo

Interaktive Aufgabe 4.7 (Online-Nummer 607):
Berechnung reeller Integrale mittels komplexer Integrale

Berechnen Sie die Werte der folgenden Integrale mit Hilfe komplexer Integration.

27 2w T
dx dx sin? x
c b —d
a) /1+cos2x ) /3—2cosx+sinx ) /5—40051: .
0 0 0
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Kapitel 5

Partielle Differentialgleichungen

Aufgabe 5.1 (Online-Nummer 1636):
Inhomogene eindimensionale Wirmeleitungsgleichung, Anfangswertproblem

Bestimmen Sie die Losung u(z,t) des Anfangsrandwertproblems
Uy = Upy + € sin(x),
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = 2sin(4x) cos(z) .

Interaktive Aufgabe 5.2 (Online-Nummer 1445):
Eindimensionale Wellengleichung, Anfangsrandwertproblem

Losen Sie das Anfangsrandwertproblem
ug(x,t) = uge(x,t) +u(z,t), x€(0,m7), t>0,

u(0,t) = wu(mt) = 0,
u(z,0) = 0, wu(x,0) = sin(2x).

Interaktive Aufgabe 5.3 (Online-Nummer 1437):
Zweidimensionale lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit An-
fangswerten

Ermitteln Sie die Losung u(x,y) der linearen partiellen Differentialgleichung
Uy +uy=u+1—ux

fiir die Anfangswerte u(0,y) = ev.
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KAPITEL 5. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
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Kapitel 6

Probeklausur

Probeklausur

Aufgabe 1:
Berechnen Sie die Rotation des Vektorfeldes

ﬁ — ((Iy)l-&-z’ 0, Z(l—s—xy))t’ z,y,2>0

sowie mit Hilfe des Satzes von Stokes den Fluss von rot F durch den im positiven Oktanten

liegenden Teil der Kugeloberfliche
Sxt 4yt =1, x,y,z > 0;
in Richtung der duleren Kugelnormale.

z
A

>y

o) 4

Aufgabe 2:
Das Flachenstiick
St —dr+y*+22=0, 2>0

und die xy—Ebene schliefen einen Kérper K ein.

a) Berechnen Sie das Volumen von K.

b) Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

B s(z -2 +In(z+1)
F = 0
2z +1

den Fluss von F' durch S nach auflen.
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KAPITEL 6. PROBEKLAUSUR

Aufgabe 3:

a) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

u(t) + 4u(t) = 4sin(2t) 4+ 4% + 2 .

b) Bestimmen Sie diejenige Losung der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung
u(0) = u/(0) = 0 erfiillt.

Aufgabe 4:
Gegeben sei die Differentialgleichung

223y + (32*y* + 2Y)y =0

Es gibt einen integrierenden Faktor p, der nur von x abhéngt. Bestimmen Sie diesen und geben
Sie die allgemeine Losung in der Form F(z,y) = k an.

Aufgabe 5:
Bestimmen Sie die Laplace-Transformierten der Funktionen

a) t2e 30+ b) sin(2t) cos(2t) ¢) max(1 —t,0)
und 16sen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation das Anfangswertproblem

d) v —u=e'sint, u(0)=-1.

Aufgabe 6:
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y(x) des Differentialgleichungssystems

i = —y + 4y + 2z +1,
Yo = —y1 + 3y + z+1,
vy = 1 — 2y + 2y3 + L,

sowie die Losung zu den Anfangswerten y(0) = (1,0, —1)".

Aufgabe T:
Bestimmen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe

a oo
EO + ; ay, cos(kx) + by, sin(kz))

von f(z) = :L‘(?T — |z]), |z| < 7. Geben Sie ebenfalls die Koeffizienten @ und by, der Stamm-
funktion [ f(y)dy an.

18 % http://www.mathematik-online.org/



Aufgabe 8:
Gegeben sei die komplexwertige Funktion

z

ﬂ”:(z—n@_zy'

Bestimmen Sie fiir f(z) das Residuum an der Stelle z = 2.
Weiter sei die folgende (gegen den Uhrzeigersinn orientierte) Kurve in der komplexen Zahlene-

bene gegeben
1
Ct = —2/==>.
{1 -21- 3

F:/ﬂ@w.

Bestimmen sie das Integral

Aufgabe 9:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung von

2u, — 4u, = 6¢€Y

sowie die Losung zu der Anfangsbedingung u(x,1) = e”.
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