
Fa
hberei
h MathematikW. Kimmerle/ L. Margolis Thema: VerbändeBegleitmaterial zu der VorlesungGrundlagen der MathematikEine Menge V mit den beiden Verknüpfungen ∩, ∪ heiÿt Verband, fallsfür alle x, y, z ∈ V gilt:
(A∩) ∶ x ∩ (y ∩ z) = (x ∩ y) ∩ z

(A∪) ∶ x ∪ (y ∪ z) = (x ∪ y) ∪ z (Assoziativgesetze)
(K∩) ∶ x ∩ y = y ∩ x

(K∪) ∶ x ∪ y = y ∪ x (Kommutativgesetze)
(V∩) ∶ x ∪ (x ∩ y) = x

(V∩) ∶ x ∩ (x ∪ y) = x (Vers
hmelzungsgesetze)Weiterhin heiÿt ein Verband distributiv, falls die Distributivgesetze gelten:
(D∩) ∶ x ∩ (y ∪ z) = (x ∩ y) ∪ (x ∩ z)

(D∪) ∶ x ∪ (y ∩ z) = (x ∪ y) ∩ (x ∪ z)Bemerkung: In Verbänden gilt die Dualität, d.h. wenn ein Gesetz mit ∩und ∪ gilt, so gilt es au
h na
h Vertaus
hung dieser Verknüpfungsoperatio-nen. Dies folgt direkt aus der Symmetrie der Axiome in ∩ und ∪.Aufgabe 1: Zeigen Sie die Idempotenzgesetze in einem Verband. Diese be-sagen:
(I∩) ∶ x ∩ x = x

(I∪) ∶ x ∪ x = xAufgabe 2: Sei G eine Gruppe und seienM und N Teilmengen von G. Dannheiÿt die kleinste Untergruppe von G, wel
he sowohl M als au
h N enthältdas Erzeugnis von M und N und wird <M,N > ges
hrieben.Zeigen Sie, dass die Menge aller Untergruppen von G mit dem S
hnitt und1



dem Erzeugnis einen Verband bilden. Ist dieser distributiv?Hinweis: Bere
hnen Sie etwa den Untergruppenverband der S3.Zur Erinnerung: Eine Relation ≤ auf einer Menge M heiÿt Ordnungsre-lation, falls sie re�exiv, transitiv und antisymmetris
h ist. Dabei bedeutetdie Antisymmetrie, dass für alle a, b ∈M gilt: a ≤ b ∧ b ≤ a⇒ a = b.Zu einer Teilmenge A von M heiÿt x ∈M Supremum von A, wenn für alle
n ∈ N gilt n ≤ x und falls für jedes weitere Element y ∈M , wel
hes n ≤ y füralle n ∈ N erfüllt, x ≤ y gilt. Man s
hreibt x = sup(A).Entspre
hend heiÿt x In�mum von A, wenn x ≤ n für alle n ∈ N gilt undfalls y ≤ n für alle n ∈ N gilt, so folgt y ≤ x. Man s
hreibt x = inf(A).Aufgabe 3: Es sei (V,∩,∪) ein Verband. Zeigen Sie:a) x ∪ y = x⇔ x ∩ y = y ∀x, y ∈ V.b) Dur
h x ≤ y ∶⇔ x ∩ y = x wird auf V eine Ordnungsrelation de�niert.
) Bezügli
h dieser Ordnungsrelation gilt sup({x, y}) = x∪y und inf({x, y}) =

x ∩ y.Aufgabe 4: Sei M ein Menge und ≤ eine Halbordnung auf M . Zeigen Sie:a) Alle endli
hen Teilmengen von M besitzen genau dann ein Supremumund In�mum, wenn dies für alle zweielementigen Mengen gilt.b) Führt man auf einem Verband (V,∩,∪) eine Ordnungsrelation mittels
x ≤ y⇔ x ∩ y = x ein, so besitzen alle endli
hen Teilmengen von V einSupremum und In�mum.
) Besitzt umgekehrt M die Eigens
haft, dass für alle endli
hen Teilmen-gen ein Supremum und ein In�mum existieren, so ist (M, inf(−,−), sup(−,−))ein Verband.Aufgabe 5: Weitere Beispiele von Verbänden.a) Es sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass die Potenzmenge von M mitS
hnitt und Vereinigung einen Verband bildet.b) Es sei n eine natürli
he Zahl. Zeigen Sie, dass die Teiler von n mit ggTund kgV einen Verband bilden. 2


