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Kapitel 1

Koordinaten

1.1 Kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und
im Raum

Ein r•aumliches kartesisches Koordinatensystem besteht aus 3 sich in einem als Ursprung be-
zeichneten PunktO senkrecht schneidenden Zahlengeraden (Achsen), deren Orientierung gem•a�
der in der Abbildung veranschaulichten

"
Rechten-Hand-Regel\ gew•ahlt ist.

PSfrag repla
ements
O

x

1

-A
hse x

2

-A
hse
x

3

-A
hse
X

x

1

x

2

x

3 PSfrag repla
ements ODaumen Zeige�nger
Mittel�nger

Ein Punkt X wird durch seine als Koordinatenxi bezeichneten Werte der Projektionen auf die
Achsen festgelegt:X = ( x1; x2; x3). Verwendet man keine Indexschreibweise, so bezeichnet man
die Koordinaten •ublicherweise mit (x; y; z) und die Zahlenachsen alsx-, y- und z-Achse.

Analog de�niert man ein ebenenes kartesisches Koordinatensystem.

Beispiel:

In einem Gra�k-Fenster werden Objekte oft in Pixel-Koordinaten angegeben. Das abgebildete
Rechteck entspricht einem Fenster mit 90× 120 Pixeln, und die Koordinaten der farbigen Pixel
beziehen sich auf die linke obere Bildecke.

http://www.mathematik-online.org/ 9



KAPITEL 1. KOORDINATEN
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Viele Gra�k-System verwenden andere Koordinatensysteme. H•au�g wird die linke untere Bil-
decke als Ursprung gew•ahlt, manchmal wird auch die vertikale Richtung als erste Koordinate
verwendet.

1.2 Kugelkoordinaten
Ein Punkt P = ( x; y; z) kann durch seinen Abstandr = |OP| zum Ursprung, den Winkel'
zwischen derx-Achse und der Projektion vonOP auf die xy-Ebene und dem Winkel# ∈ [0; � ]
zwischenOP und der z-Achse dargestellt werden. Der Winkel' ist nur bis auf ein Vielfaches
von 2� bestimmt. Als Standardbereich wird meist' ∈ (−�; � ] vereinbart.

O

x-Achse y-Achse

z-Achse

P

'

# r
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1.2. KUGELKOORDINATEN

Es gilt
x = r cos' sin#; y = r sin' sin#; z = r cos#

bzw.
r =

√
x2 + y2 + z2; ' = arctan( y=x); # = arccos(z=

√
x2 + y2 + z2) ;

wobei je nach Vorzeichen vonx; y und z ein geeigneter Zweig des Arcustangens zu w•ahlen ist.
Mit dem Hauptzweig-Winkel ' H = arctan( y=x) ∈ (−�= 2; �= 2) gilt

' =






' H ; f•ur x > 0;

sign(y)�= 2; f•ur x = 0;

' H + �; f•ur x < 0 ∧ y ≥ 0;

' H − �; f•ur x < 0 ∧ y < 0:

Beispiel:

In kartesischen Koordinaten bilden die Punkte

P1 = (1 ; 1; 1); P2 = (1 ; −1; −1); P3 = ( −1; 1; −1); P4 = ( −1; −1; 1)

die Ecken eines regelm•a�igen Tetraeders mit Kantenl•ange 2
√

2 und Schwerpunkt im Ursprung
O.

O

x

y

z

P1

P2

P3

P4

In Kugelkoordinaten (r; #; ' ) haben die Eckpunkte die Koordinaten

P ′
1 = (

√
3;  ; �= 4); P ′

2 = (
√

3; � −  ; −�= 4);
P ′

3 = (
√

3; � −  ; 3�= 4); P ′
4 = (

√
3;  ; −3�= 4) ;

wobei  = arccos(1=
√

3) bzw.  = arctan
√

2.

http://www.mathematik-online.org/ 11



KAPITEL 1. KOORDINATEN

Beispiel:

L•angen- und Breitengrade auf der Erdkugel entsprechen Kugelkoordinaten; es werden lediglich
andere Winkelbereiche verwendet:

•ostliche L•ange 0◦ { 180◦ ' = 0 : : : �
westliche L•ange 0◦ { 180◦ ' = 0 : : : −�
n•ordliche Breite 0◦ { 90◦ # = �= 2: : : 0
s•udliche Breite 0◦ { 90◦ # = �= 2: : : �

x

y

N

S

Stuttgart

'

#

r

In der Abbildung ist der •Aquator (Breite 0◦) und der nullte L•angenkreis fett gezeichnet; Nord-
pol (90◦ n. Br.) und S•udpol (90◦ s. Br.) sind ebenfalls markiert. Die blauen L•angen- und
Breitenkreise verlaufen durch

Stuttgart (9 ◦ •o. L.; 49◦ n. Br.)

und entsprechen' = 1
20 � (•ostliche Halbkugel) oder' = −19

20 � (westliche Halbkugel) und
# = 90−49

180 � = 41
180 � .

1.3 Zylinderkoordinaten
Ein Punkt P = ( x; y; z) kann durch den Winkel ' zwischen derx-Achse und der Projektion
von OP auf diexy-Ebene, die L•ange%der Projektion und diez-Koordinate dargestellt werden.
Der Winkel ' ist nur bis auf ein Vielfaches von 2� bestimmt. Als Standardbereich wird meist
' ∈ (−�; � ] vereinbart.

12 http://www.mathematik-online.org/



1.3. ZYLINDERKOORDINATEN

O

x-Achse y-Achse

z-Achse

P

'
%

z

Es gilt

x = %cos'; y = %sin'; z = z

bzw.

%=
√

x2 + y2; ' = arctan( y=x); z = z ;

wobei je nach Vorzeichen vonx und y ein geeigneter Zweig des Arcustangens zu w•ahlen ist.
Mit dem Hauptzweig-Winkel ' H = arctan( y=x) ∈ (−�= 2; �= 2) gilt

' =






' H ; f•ur x > 0;

sign(y)�= 2; f•ur x = 0;

' H + �; f•ur x < 0 ∧ y ≥ 0;

' H − �; f•ur x < 0 ∧ y < 0:

Beispiel:

Der Punkt (x; y; z) = ( −1;
√

3; 2) soll sowohl in Zylinderkoordinaten (%; '; z) als auch in Ku-
gelkoordinaten (r; #; ' ) angegeben werden.

http://www.mathematik-online.org/ 13



KAPITEL 1. KOORDINATEN

x

y

z

P

Q

−1

√
3

2

'

#

Zun•achst berechnet man die Abst•ande vom Ursprung:

%=
√

x2 + y2 =
√

1 + 3 = 2 ;

r =
√

x2 + y2 + z2 =
√

1 + 3 + 4 = 2
√

2

Nun lassen sich die Winkel bestimmen. Wegenx < 0 und ' > 0 ist

' = arctan( y=x) + � = arctan( −2) + �

= −
�
3

+ � =
2
3

�:

Der Winkel von OP mit der z-Achse ist

# = arccos(z=r) = arccos(1=
√

2)

=
�
4

:

Die Winkel lassen sich auch unmittelbar aus der Skizze ablesen, wenn man ber•ucksichtigt, dass
die Punkte (x; 0; 0); O; Q die H•alfte eines gleichseitigen Dreiecks und die Punkte (0; 0; z); Q; P
ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck bilden.

1.4 Translation
Bei einer Verschiebung des UrsprungsO nach

O′ = ( p1; p2; p3)

•andern sich bei gleichbleibender Richtung der Achsen die Koordinaten eines PunktesX =
(x1; x2; x3) gem•a�

X ′ = ( x1 − p1; x2 − p2; x3 − p3) :

14 http://www.mathematik-online.org/



1.4. TRANSLATION

X=̂ X ′

O′

O p1

p2
x′

1

x1

x2
x′

2

Beispiel:

Betrachtet man eine ebene gleichf•ormige Bewegung

(x(t); y(t)) = ( p + �t; q + �t ); t ≥ 0;

aus einem in Richtung derx-Achse mit Geschwindigkeitv fahrenden Zug, so•andern sich die
Koordinaten gem•a�

x′ = x − vt; y′ = y :

Der Beobachter nimmt eine andere Geschwindigkeit wahr.

PSfrag repla
ements

x
y

11 vtt = 0t = 1
t = 0

t = 1
x0

y 0

11t = 0
t = 1

t = 0
t = 1

Beispielsweise gilt f•ur ein Objekt, das sich in einer Zeiteinheit vonP = (1 ; 1) nach Q = (4 ; 3)
bewegt (roter Pfeil) f•ur v = 2

P ′ = (1 ; 1); Q′ = (4 − 2; 3 − 0) = (2 ; 3) :

F•ur die tats•achliche und beobachtete Geschwindigkeit gilt entsprechend

vt =
√

(4 − 1)2 + (3 − 1)2 =
√

13; vb =
√

5 ;

aus dem Zug erscheint die Bewegung verlangsamt.

http://www.mathematik-online.org/ 15



KAPITEL 1. KOORDINATEN

1.5 Rotation
Bei einer Drehung derxy-Ebene um diez-Achse mit dem Winkel � transformieren sich die
Koordinaten eines PunktesP = ( p1; p2; p3) gem•a�

p′
1 = cos� p 1 + sin � p 2; p′

2 = − sin� p 1 + cos� p 2; p′
3 = p3 :

α
x

x′

y
y′

1

1

p1

p2
P

p′
1

p′
2

Analoge Formeln erh•alt man f•ur Drehungen deryz- und zx-Ebene.

Beweis:

Der Beweis st•utzt sich auf einfache geometrische•Uberlegungen.

O

α
x

x′

y
y′

1

1

p1

p2
P

Q

R

S
p′

1

p′
2
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1.5. ROTATION

Zun•achst erkennt man, dass
∢(S; P; Q) = � ;

d.h. die rechtwinkligen Dreicke△(R; O; S) und △(Q; P; S) sind •ahnlich.
Im ersten Dreieck gilt

|OS| = p1=cos�

und

|RS| = p1 tan � :

Aus dem zweiten Dreieck erh•alt man

p′
2 = cos� |PS| = cos� (p2 − |RS|)

= cos� p 2 − sin� p 1

und

p′
1 = |OS| + |SQ| = p1=cos� + sin � (p2 − |RS|)

=
1 − sin2 �

cos�
p1 + sin � p 2

= cos� p 1 + sin � p 2 :

Beispiel:

Die Abbildung zeigt links die Bahnkurven von geradlinigen und kreisf•ormigen Bewegungen:

G : (x; y) = (1 ; 2 + t=(2� )) ;
K : (x; y) = (1 + cos( t); 2 − sin(t)) :

Rechts sind beide Kurven in einem mit Winkelgeschwindigkeit! = 1 rotierenden Bezugssystem
dargestellt, d.h. so, wie sie einem Betrachter auf einem Karussell erscheinen w•urden.

PSfrag replacemen ts

! t

x

y

1

2

x

0

y

0

1

2
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KAPITEL 1. KOORDINATEN

Die Transformation der Koordinaten ergibt f•ur die geradlinige Bewegung

x′ = c + (2 + t=(2� ))s; y′ = −s + (2 + t=(2� ))c

mit
c = cos(!t ); s = sin( !t ) :

Es entsteht eine Spirale, da sich der Faktor in Klammern mit wachsendemt vergr•o�ert. Die
abgebildeten 2 Windungen entsprechen dem Zeitintervall 0≤ t ≤ 4� .
Aus den transformierten Koordinaten f•ur die kreisf•ormige Bewegung mit! = 1,

x′ = c(1 + ~c) + s(2 − ~s); y′ = −s(1 + ~c) + c(2 − ~s)

mit
~c = cos(t); ~s = sin( t)

ist die Form der Bahnkurve im rotierenden System nicht unmittelbar zu erkennen. Wie das
Beispiel zeigt, kann sich die beobachtete Richtung abrupt•andern. Es k•onnen sogar Knicke in
der beobachteten Bahnkurve auftreten. In einem solchen singul•aren Punkt ist die beobachtete
Geschwindigkeit im rotierenden System Null.

18 http://www.mathematik-online.org/



Kapitel 2

Vektoren

2.1 Vektoren im Raum
Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke:

~a =
−→
PQ

bezeichnet den Vektor vom PunktP zum Punkt Q. Alternativ kann ein Vektor als Parallel-
Verschiebung des Raumes interpretiert und mit einem Pfeil identi�ziert werden.

P1

Q1

P2

Q2

~a

~a

−~a

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, stellen gleichlange Pfeile mit gleicher Richtung den
gleichen Vektor dar,

−−−→
P1Q1 =

−−−→
P2Q2. Die spezielle Darstellung bezogen auf den Ursprung des

Koordinatensystems wird als Ortsvektor bezeichnet und de�niert die Koordinaten des Vektors:

−→
OA =




a1
a2
a3



 :

Die Koordinaten von~a lassen sich ebenfalls als Di�erenz der Koordinaten der PunkteQ und
P berechnen. Schlie�lich wird mit −→

OO =
−→
PP = ~0

der Nullvektor bezeichnet.

2.2 Addition von Vektoren
Die Summe von zwei Vektoren entspricht der Hintereinanderschaltung zweier Verschiebungen,

−→
PR =

−→
PQ +

−→
QR :

http://www.mathematik-online.org/ 19



KAPITEL 2. VEKTOREN

P R

Q

~a ~b

~c

F•ur die Koordinaten gilt entsprechend

~c= ~a+ ~b=




a1
a2
a3



 +




b1
b2
b3



 =




a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3



 :

Mit

−→
QP = −

−→
PQ

wird die zu ~a =
−→
PQ entgegengesetzte Verschiebung−~a bezeichnet. Insbesondere gilt

~a+ ( −~a) = ~0; ~a+ ~0 = ~a :

Beispiel:

F•ur die Punkte

P = (1 ; 1; 1); Q = (4 ; 2; 7); R = (1 ; 4; 3)

werden die Vektoren

−→
PR =

−→
PQ +

−→
QR

und

−→
RP =

−→
RQ +

−→
QP = −

−→
PQ +

(
−

−→
QR

)

berechnet.
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2.2. ADDITION VON VEKTOREN

PSfrag replacemen ts

P R

Q

~ a

~

b

~ c

�

~

b
� ~ a

Wie in der Abbildung illustriert ist, gilt f •ur die Koordinaten

~c= ~a+ ~b =




4 − 1
2 − 1
7 − 1



 +




1 − 4
4 − 2
3 − 7



 =




3
1
6



 +




−3
2

−4



 =




0
3
2





−~b+ ( −~a) =




4 − 1
2 − 4
7 − 3



 +




1 − 4
1 − 2
1 − 7



 =




3

−2
4



 +




−3
−1
−6



 =




0

−3
−2





= −~c

Beispiel:

Unter einer schiefen Ebene versteht man eine Ebene, die gegen die Horizontale geneigt ist. Wie
man in der Abbildung sehen kann, l•asst sich die Gewichtskraft~f G in zwei senkrecht zueinander
stehende Komponenten zerlegen (Zerlegung einer Kraft mit Hilfe des Kr•afteparallelogramms):

~f G = ~f N + ~f H :

Senkrecht zur schiefen Ebene wirkt die Normalkraft~f N . Parallel zur schiefen Ebene wirkt
abw•arts die beschleunigende Hangabtriebskraft~f H .
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KAPITEL 2. VEKTOREN

~fH

~fG

~fN

2.3 Skalarmultiplikation
Der Vektor s~a entspricht einer s-fachen Verschiebung, d.h.

s




a1
a2
a3



 =




sa1
sa2
sa3



 :

Speziell ist 0~a = ~0.

a1 sa1

a2

sa2

~a

s~a

Beispiel:

Die Seitenhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich im Schwerpunkt S mit dem Ortsvektor

~s =
1
3

(
~a+ ~b+ ~c

)
:

A B

C

M b Ma

M c

S
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2.4. BETRAG

Um dies zu veri�zieren schreibt man die Ortsvektoren der Punkteauf der Seitenhalbierenden
AM a in der Form

~p= ~a+ t( ~ma − ~a) = ~a+ t
(

1
2
~b+

1
2
~c− ~a

)
; t ∈ [0; 1]:

F•ur t = 2=3 ist ~p= ~s; der Schwerpunkt teilt alsoAM a im Verh•altnis 2 : 1. Entsprechendes gilt
f•ur die SeitenhalbierendenBM b und CM c.

2.4 Betrag

Der Betrag von~a =
−→
PQ ist die L•ange des Pfeils vonP nach Q bzw. von O nach A, d.h.,

|~a| =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3 :

Insbesondere ist|s~a| = |s||~a|.
Ein Vektor mit Betrag 1 wird als Einheitsvektor bezeichnet. Man benutzt die Schreibweise
~v0=~v=|~v| f•ur einen normierten Vektor.

2.5 Dreiecksungleichung
F•ur eine Summe zweier Vektoren gilt

|~a+ ~b| ≤ |~a| + |~b|

mit Gleichheit genau dann, wenn~a und ~b parallel sind, d.h.~a = s~b.

~a ~b

~a + ~b

2.6 Rechenregeln
F•ur Vektoren gelten die folgenden Rechenregeln:

• Kommutativgesetz
~a+ ~b= ~b+ ~a

• Assoziativgesetz:
~a+ (~b+ ~c) = ( ~a+ ~b) + ~c

• Distributivgesetz:
s(~a+ ~b) = s~a+ s~b
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Beispiel:

Ein Flugzeug 
iegt mit 800km/h nach Osten bei einer Windgeschwindigkeit von 50km/h aus
WSW.

PSfrag repla
ements
O ~x + ~p~x ~x + ~y ~p ~d~y

Identi�ziert man die horizontale Achse mit Osten und die vertikale Achse mit Norden, so
bezeichnet

~x =
(

800
0

)

den Geschwindigkeitsvektor des Flugzeugs und

~y =
(

50 cos(�= 8)
50 sin(�= 8)

)

entspricht der Windgeschwindigkeit. Nach einer Stunde ist das Flugzeug also bis

~x + ~y =
(

800 + 50 cos(�= 8)
50 sin(�= 8)

)
≈

(
846:19
19:13

)

ge
ogen. Bezeichnet~p die orthogonale Projektion von~y auf die Gerade in Richtung von~x, so
setzt sich die Gesamtgeschwindigkeit aus der Komponente

~x + ~p=
(

800 + 50 cos(�= 8)
0

)
≈

(
846:19

0

)

nach Osten und der Drift

~d = ~x + ~y − (~x + ~p) =
(

0
50 sin(�= 8)

)
≈

(
0

19:13

)

nach Norden zusammen.
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Kapitel 3

Skalarprodukt

3.1 Winkel
F•ur ~a;~b 6= ~0 bezeichnet man mit

∢(~a;~b) ∈ [0; � ]

den kleineren der beiden Winkel, den die mit den Vektoren assoziierten Pfeile in einem gemein-
samen Scheitelpunkt bilden.

~a

~b

∢(~a,~b)

Die beiden Vektoren sind orthogonal,~a ⊥ ~b, wenn der Winkel gleich�= 2 ist. Dabei vereinbart
man, da� der Nullvektor auf jedem Vektor senkrecht steht.

Beispiel:

Die folgende Abbildung veranschaulicht einige typische F•alle.

PSfrag repla
ements ~a ~b
^ (~a;~b) = 0 PSfrag repla
ements ~a ~b

^ (~a;~b) = �
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KAPITEL 3. SKALARPRODUKT

~a

~b

∢(~a,~b) = π
2

PSfrag replacemen ts

~ a

~

b

^( ~ a ;

~

b ) =

�4
3.2 Kosinussatz
In einem Dreieck gilt f•ur den der SeiteAB gegen•uberliegenden Winkel


c2 = a2 + b2 − 2abcos
 :

b

a c

A

B

γ

Als Spezialfall erh•alt man f•ur 
 = �= 2 den Satz des Pythagoras:c2 = a2 + b2.

Beweis:

Der Beweis benutzt den Satz des Pythagoras.

b

a ch

p q
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3.3. SINUSSATZ

Es gilt
c2 = h2 + q2; h2 = a2 − p2

sowie
q = b− p; p = acos
 :

Damit erh•alt man

c2 = ( a2 − p2) + ( b− p)2

= a2 − p2 + b2 − 2b(acos
 ) + p2

= a2 + b2 − 2abcos
 ;

wie gew•unscht.

3.3 Sinussatz
In einem Dreieck

b

c

a

A B

C

α β

γ

verhalten sich die L•angen der Seiten wie die Sinuswerte der gegen•uberliegenden Winkel:

sin�
a

=
sin�

b
=

sin

c

oder
sin� : sin� : sin
 = a : b : c :

Beweis:

Zur Herleitung des Sinussatzes unterteilt man das Dreieck mit Hilfe der H•ohen jeweils in zwei
rechtwinklige Dreiecke.

b
h a

bα β
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Mit den Bezeichnungen in der Abbildung gilt

sin� =
h
b

; sin� =
h
a

:

Damit folgt

sin� : sin� =
h
b

:
h
a

= a : b :

Die •ubrigen Verh•altnisse k•onnen analog hergeleitet werden.

3.4 Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist durch

~a ·~b = |~a||~b| cos∢(~a;~b)

= a1b1 + a2b2 + a3b3

de�niert. Insbesondere ist
~a · ~a = |~a|2

und
~a ·~b= 0 ⇔ ~a ⊥ ~b :

Aus der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes folgt

~a ·~b= ~b· ~a

sowie (
s~a+ r~b

)
· ~c= s~a· ~c+ r~b· ~c ;

d.h. es gelten die f•ur Produkte •ublichen Rechenregeln.

Beweis:

Die •Aquivalenz beider Darstellungen folgt aus dem Kosinussatz:

PSfrag replacemen ts

~

b

~ a
~ c




|~c|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2|~a||~b| cos
 :

Bringt man alle Quadrate auf die linke Seite, so erh•alt man

c2
1 + c2

2 + c2
3 − (a2

1 + a2
2 + a2

3) − (b2
1 + b2

2 + b2
3) :

Nach Substitution von c2
i = ( bi − ai)2 heben sich alle Quadrate auf, und die verbleibenden

gemischten Terme stimmen mit dem (-2)-fachen des Skalarproduktes •uberein.
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3.5. ORTHOGONALBASIS

Beispiel:

Das abgebildete Dreieck besitzt die Eckpunkte

A = (6 ; 0); B = (4 ; 4); C = (0 ; 0)

und es ist

~a =
−−→
CB =

(
4
4

)
; ~b=

−→
CA =

(
6
0

)
; ~c=

−→
BA =

(
2

−4

)
:

C A

B

γ

~b

~a ~c

Der Winkel 
 l•a�t sich mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen:

cos
 =

(
4
4

)
·
(

6
0

)

∣∣∣∣

(
4
4

)∣∣∣∣

∣∣∣∣

(
6
0

)∣∣∣∣

=
24

6
√

32
=

1
√

2
:

Man erh•alt 
 = �= 4, wie auch unmittelbar aus den Koordinaten ersichtlich ist.
Anhand des betrachteten Beispiels kann auch der Kosinussatz•uberpr•uft werden. Es gilt

|~c|2 − |~a|2 − |~b|2 = 20 − 32− 36 = −48;

was mit

−2|~a||~b| cos
 = −2 (4
√

2) 6=
√

2

•ubereinstimmt.

3.5 Orthogonalbasis

Eine Orthogonalbasis besteht aus drei paarweise orthogonalenVektoren ~u, ~v, ~w, jeweils ungleich
~0.
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KAPITEL 3. SKALARPRODUKT

~u

~v

~w

~au

~av

~aw

~a

Wie in der Abbildung illustriert ist, l •asst sich jeder Vektor~a als Linearkombination

~a =
(~a · ~u)

|~u|2
~u+

(~a · ~v)

|~v|2
~v+

(~a · ~w)

|~w|2
~w

darstellen. Die Summanden sind die Projektionen~au, ~av, ~aw, auf die durch die Basisvektoren
erzeugten Achsen, und f•ur die Koe�zienten gilt

|~a · ~u|2

|~u|2
+

|~a · ~v|2

|~v|2
+

|~a · ~w|2

|~w|2
= |~a|2 :

Sind die Vektoren~u, ~v, ~w normiert (|~u| = |~v| = |~w| = 1), so spricht man von einer Orthonor-
malbasis. Speziell ist 


a1
a2
a3



 = a1~ex + a2~ey + a3~ez

f•ur die kanonische Orthonormalbasis

~ex =




1
0
0



 ; ~ey =




0
1
0



 ; ~ez =




0
0
1





des kartesisches Koordinatensystems.

Beweis:

Dass sich jeder Vektor~a als Linearkombination

�~u + �~v + 
 ~w

darstellen l•asst, ist geometrisch unmittelbar einsichtig.
Zur Bestimmung der Koe�zienten bildet man die Skalarprodukte mit den Basisvektoren. Da

~u · ~u = |~u|2 ~v · ~u = ~w · ~u = 0 ;
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3.5. ORTHOGONALBASIS

folgt auf Grund der Linearit•at des Skalarproduktes

~a · ~u = ( �~u + �~v + 
 ~w ) · ~u = � |~u|2;

Analog best•atigt man die Formeln f•ur � und 
 . Die Formel f•ur die Quadratsumme der Koe�-
zienten veri�ziert man durch Ausmultiplizieren von

|~a|2 = ( �~u + �~v + 
 ~w ) · (�~u + �~v + 
 ~w ) :

Aufgrund der Orthogonalit•at der Basisvektoren erh•alt man

|~a|2 = � 2|~u|2 + � 2|~v|2 + 
 2|~w|2:

Man sieht ebenfalls leicht, dass die Di�erenzvektoren zu den Projektionen,

~a− �~u; ~a − �~v; ~a − 
 ~w; ;

jeweils senkrecht auf den entsprechenden Basisvektoren stehen.Beispielsweise ist

(~a− �~u ) · ~u = ( �~v + 
 ~w ) · ~u = 0 :

Beispiel:

Bzgl. der orthogonalen Basis

~u =




1
1
0



 ; ~v =




1

−1
1



 ; ~w =




−1
1
2





besitzt der Vektor

~a =




1
2
4



 = ~ex + 2~ey + 4~ez

die Koe�zienten

� =
~a · ~u
|~u|2

=
1
2




1
1
0



 ·




1
2
4



 =
3
2

� =
~a · ~v
|~v|2

=
1
3




1

−1
1



 ·




1
2
4



 = 1


 =
~a · ~w
|~w|2

=
1
6




−1
1
2



 ·




1
2
4



 =
3
2

:

Man erh•alt somit die Darstellung

~a =
3
2

·




1
1
0



 +




1

−1
1



 +
3
2




−1
1
2





=




1
2
4




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Die Korrektheit der Koe�zienten kann man auch durch Bilden des Betrags•uberpr•ufen. Man
erh•alt

|~a|2 = 1 + 4 + 16 = 21 ;

was mit
� 2|~u|2 + � 2|~v|2 + 
 2|~w|2 =

9
4

· 2 + 1 · 3 +
9
4

· 6

•ubereinstimmt.

32 http://www.mathematik-online.org/



Kapitel 4

Vektorprodukt

4.1 Vektorprodukt

Der Vektor

~c= ~a×~b

ist zu ~a und ~b orthogonal, gem•a� der
"
Rechten-Hand-Regel\ orientiert und hat die L•ange

∣∣~c
∣∣ =

∣∣~a
∣∣∣∣~b

∣∣ sin(∢(~a;~b)) ;

die dem Fl•acheninhalt des von den Vektoren~aund~baufgespannten Parallelogramms entspricht.

~a

~b

~c

Daumen

Zeige�nger

Mittel�nger

∢(~a,~b)

Insbesondere gilt~a×~b= ~0 f•ur ~a‖~b und
∣∣~a×~b

∣∣ =
∣∣~a

∣∣∣∣~b
∣∣ f•ur ~a⊥~b.

Alternativ l •asst sich das Vektorprodukt durch

~a×~b=




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1





de�nieren.
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Beweis:

Um die •Aquivalenz beider De�nitionen zu zeigen, beobachtet man zun•achst, dass beide Dar-
stellungen linear in~a und~b sind, d.h. kompatibel mit skalarer Multiplikation und Additio n von
Vektoren. F•ur die Koordinatendarstellung l•asst sich dies unmittelbar nachrechnen. Lediglich
die Additivit •at ist f •ur die geometrische De�nition nicht o�ensichtlich.
Man beweist zun•achst, dass

~ez ×~b=




−b2
b1
0



 :

PSfrag replacemen ts

~ez~b
b1~ex + b2~ey �b2~ex + b1~ey

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, erh•alt man das Vektorprodukt, indem man den Vektor~b
auf die xy-Ebene projiziert und dann um den Winkel�= 2 dreht. Da die L•ange der Projektion

∣∣~b
∣∣ sin(∢(~ez;~b))

ist, ergibt sich die obige Formel.
Aus der speziellen Darstellung folgt die Linearit•at in der zweiten Komponente durch direktes
Nachrechnen, denn man kann o.B.d.A. die Richtung des ersten Vektors als ~ez w•ahlen. Analog
l•asst sich die erste Komponente behandeln.
Es gen•ugt nun, die •Aquivalenz der De�nitionen f•ur alle Kombinationen der kanonischen Basis-
vektoren ~ex, ~ey, ~ez zu •uberpr•ufen.
F•ur den Fl•acheninhalt A des Parallelogramms wird die L•ange der Grundseite~b mit der H•ohe
multipliziert, f •ur die gilt

h = |~a| sin
(
∢(~a;~b)

)
:

Somit folgt
A = |~a| |~b| sin

(
∢(~a;~b)

)
= |~a×~b| :
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Beispiel:

Zur Illustration der De�nition wird das Vektorprodukt ~c der Vektoren

~a =




2
1
2



 und ~b=




3
3
0





berechnet.
Ein zu ~a und ~b orthogonaler Vektor ist




−1
1

1=2



 ‖ ~c ;

der bereits die richtige Orientierung besitzt. Aus

cos∢(~a;~b) =
~a ·~b
|~a| |~b|

=
9

3 · 3
√

2
=

1
√

2

folgt ∢(~a;~b) = �= 4. Damit ist

|~c| = |~a| |~b| sin∢(~a;~b) = 3 · 3
√

2 ·
1

√
2

= 9

und folglich

~c= �




−1
1

1=2



 =




−6
6
3



 :

Alternativ erh •alt man mit der analytischen De�nition auf einfache Weise

~c=




2
1
2



 ×




3
3
0



 =




1 · 0 − 2 · 3
2 · 3 − 2 · 0
2 · 3 − 1 · 3



 =




−6
6
3



 :

Beispiel:

F•ur die Standard-Basis gilt

~ex × ~ey = ~ez; ~ey × ~ez = ~ex; ~ez × ~ex = ~ey

~ex × ~ex = ~0; ~ey × ~ey = ~0; ~ez × ~ez = ~0:

Entsprechende Formeln gelten f•ur eine beliebige, gem•a� der
"
Rechten-Hand-Regel\ orientierte

Orthonormalbasis.
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Beispiel:

Auf ein Elektron mit der Ladung −e, das sich mit der Geschwindigkeit~v in einem Magnetfeld
~b bewegt, wirkt die Lorentzkraft

~f = e~b× ~v :

Dies bewirkt bei der abgebildeten Versuchsanordnung eine Auslenkung des stromdurch
ossenen
Leiters in Richtung ~f .

+

−

~v

~b

~f

4.2 Regeln für Vektorprodukte

F•ur Vektorprodukte gelten die folgenden Rechenregeln:

• Antisymmetrie

~a×~b= −
(~b× ~a

)

• Linearit •at

(
� 1~a1 + � 2~a2

)
×

(
� 1~b1 + � 2~b2

)
= � 1� 1

(
~a1 ×~b1

)
+ � 1� 2

(
~a1 ×~b2

)
+

� 2� 1
(
~a2 ×~b1

)
+ � 2� 2

(
~a2 ×~b2

)

• Grassmann-Identit•at

(~a×~b) × ~c= ( ~a · ~c)~b− (~b· ~c) ~a

• Lagrange-Identit•at

(~a×~b) · (~c× ~d) = ( ~a · ~c)(~b· ~d) − (~a · ~d)(~b· ~c)
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Beweis:

Die Antisymmetrie und Linearit•at ist unmittelbar aus der Koordinatendarstellung des Vektor-
produkts ersichtlich.
Zum Beweis der Identit•aten kann man o.B.d.A.~a = ~ex annehmen und muss aufgrund der
Lineari•at in ~b nur die F•alle ~b = ~ey und ~b = ~ez betrachten; f•ur ~a = ~b sind beide Seiten der
Identit •aten trivialerweise Null.
Im ersten Fall erh•alt man f•ur die linke Seite der Grassmann-Identit•at

(~ex × ~ey) × ~c=




0
0
1



 ×




c1
c2
c3



 =




−c2

c1
0



 :

Dies stimmt mit der rechten Seite
c1~ey − c2~ex

•uberein.
Die Lagrange-Identit•at lautet in dem betrachteten Spezialfall (~a = ~ex, ~b= ~ey)




0
0
1



 ·




· · ·
· · ·

c1d2 − c2d1



 = c1d2 − c2d1 ;

ist also o�ensichtlich ebenfalls korrekt.
Analog argumentiert man f•ur ~b= ~ez.

Beispiel:

Die Linearit•at kann vorteilhaft bei parallelen Vektoren ausgenutzt werden. Beispielsweise ist


3




0
0
1



 +




1
2
0







 ×








0
0
1



 + 2




1
2
0









= 6




0
0
1



 ×




1
2
0



 +




1
2
0



 ×




0
0
1





= 5




0 − 2
1 − 0
0 − 0



 =




−10

5
0





Die Grassmann- und die Lagrange-Identit•at f•uhren Vektorprodukte auf einfacher zu berech-
nende Skalarprodukte zur•uck. Beispielsweise ist








1
2
3



 ×




0
1
2







 ×




−2
1
0



 = 0




0
1
2



 − 1




1
2
3



 =




−1
−2
−3





und 






1
2
3



 ×




0
1
2







 ·








−2
1
0



 ×




3
0
3







 = 0 · 6 − 12 · 1 = −12:
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KAPITEL 4. VEKTORPRODUKT

4.3 Epsilon-Tensor
Der "-Tensor

" i,j,k ∈ {−1; 0; 1}; i; j; k ∈ {1; 2; 3} ;

ist Null bei zwei gleichen Indizes und hat f•ur paarweise verschiedene Indizes die Werte

"1,2,3 = "2,3,1 = "3,1,2 = 1 ;
"1,3,2 = "2,1,3 = "3,2,1 = −1:

Er ist also invariant unter zyklischer Permutation und•andert bei Vertauschung von Indizes das
Vorzeichen.

Beispiel:

Mit Hilfe des "-Tensors l•asst sich das Vektorprodukt~c= ~a×~b in der Form

ci =
3∑

j,k=1

" i,j,kajbk

schreiben.
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Kapitel 5

Spatprodukt

5.1 Spatprodukt
Das Spatprodukt

[
~a;~b;~c

]
= ~a · (~b× ~c) = a1(b2c3 − b3c2) + a2(b3c1 − b1c3) + a3(b1c2 − b2c1)

stimmt bis auf Vorzeichen mit dem Volumen des von den drei Vektoren~a, ~b, ~c aufgespannten
Spats•uberein. Es ist positiv, wenn die Vektoren~a,~b, ~cgem•a� der Rechten-Hand-Regel orientiert
sind.

~b

~c
~a

~b × ~c

Mit Hilfe des "-Tensors l•asst sich das Spatprodukt auch in der Form

[
~a;~b;~c

]
=

3∑

i,j,k=1

" i,j,kaibjck

schreiben.

Beweis:

Mit

~d =
~b× ~c

|~b× ~c|
ist

h = |~a|
∣∣∣cos

(
∢

(
~a;~d

))∣∣∣ = |~a · ~d|

die H•ohe des Spats. Daf = |~b × ~c| der Fl•acheninhalt des schra�erten Parallelogramms ist,
erh•alt man f•ur das Volumen

hf =

∣∣∣∣∣
~a ·

(
~b× ~c

|~b× ~c|

)∣∣∣∣∣
|~b× ~c| = |[~a;~b;~c]| :
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KAPITEL 5. SPATPRODUKT

5.2 Volumen eines Tetraeders
Das VolumenV eines Tetraeders, der von den Vektoren~a, ~b und ~c aufgespannt wird, ist

V =
1
6

|[~a;~b;~c]| :

PSfrag replacemen ts

~

b

~ c

~ a

Beweis:

Das VolumenV eines Tetraeders berechnet sich als

V =
1
3

Gh ;

wobei G die Grund
 •ache undh die H•ohe bezeichnet. Ber•ucksichtigt man, dassG halb so gro�
ist, wie die Grund
 •acheGSpat des von diesen Vektoren aufgespannten Spats, so erh•alt man

V =
1
6

GSpath =
1
6

VSpat =
1
6

|[~a;~b;~c]|

mit Hilfe des SpatvolumensVSpat.

Beispiel:

Das VolumenV des Tetraederes, der von den Vektoren

~a =




0
1
1



 ; ~b=




1
1
0



 ; ~c=




0
2
0





aufgespannt wird, betr•agt

V =
1
6

|[~a;~b;~c]|

=
1
6

∣∣∣∣∣∣




0
1
1



 ·








1
1
0



 ×




0
2
0









∣∣∣∣∣∣

=
1
6

∣∣∣∣∣∣




0
1
1



 ·




0
0
2





∣∣∣∣∣∣

=
2
6

=
1
3

:
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5.3. EIGENSCHAFTEN DES SPATPRODUKTS

5.3 Eigenschaften des Spatprodukts

Das Spatprodukt ist linear in jedem Argument und besitzt dar•uber hinaus die folgenden wei-
teren Eigenschaften.

• zyklische Vertauschung:

[~a;~b;~c] = [~b;~c;~a] = [~c;~a;~b]

• lineare Abh•angigkeit:

[~a;~b;~c] = 0 ⇔ ~0 = �~a + � ~b+ 
~c ;

mit mindestens einem Skalar�; �; 
 ungleich 0.

• Orientierung:

[~a;~b;~c] > 0

f•ur jedes Rechtssystem.

5.4 Berechnung von Koordinaten

Spannen die Vektoren~u, ~v und ~w ein echtes Spat auf, so l•asst sich ein beliebiger Vektor~x als
Linearkombination

~x = �~u + �~v + 
 ~w

darstellen mit den Koe�zienten

� =
[~x;~v; ~w]
[~u;~v; ~w]

; � =
[~x; ~w; ~u]
[~v; ~w; ~u]

; 
 =
[~x; ~u;~v]
[~w; ~u;~v]

:

Beweis:

Bildet man f•ur

~x = �~u + �~v + 
 ~w

das Skalarprodukt mit ~v× ~w, so erh•alt man wegen~v · (~v× ~w)= 0 = ~w · (~v× ~w)

~x · (~v× ~w) = � ~u · (~v× ~w)

bzw.

� =
[~x;~v; ~w]
[~u;~v; ~w]

;

da ~u, ~v und ~w ein echtes Spat aufspannen, d.h. [~u;~v; ~w] 6= 0 ist. F •ur � und 
 verf•ahrt man
entsprechend.
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KAPITEL 5. SPATPRODUKT

Beispiel:

Um den Vektor

~x =




−2
8
2





als Linearkombination der Vektoren

~u =




0
1
1



 ; ~v =




1
1
0



 ; ~w =




0
2
0





darzustellen, berechnet man zun•achst

[~u;~v; ~w] = [~v; ~w; ~u] = [ ~w; ~u;~v] = 2

[~x;~v; ~w] = 4; [~x; ~w; ~u] = −4; [~x; ~u;~v] = 8:

Die Koe�zienten erh •alt man dann als Quotienten der entsprechenden Spatprodukte:

~x =
4
2

~u−
4
2
~v+

8
2

~w = 2~u− 2~v+ 4 ~w:
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Kapitel 6

Geraden

6.1 Punkt-Richtungs-Form

Die Punkte X auf einer Geraden durchP mit Richtung ~u lassen sich in parametrischer Form
durch

−−→
PX = t~u; t ∈ R

darstellen.

~u

P

X

Entsprechend gilt

xi = pi + tu i; i = 1; 2; 3;

f•ur die Koordinaten des Ortsvektors~x.

Beispiel:

Die Abbildung veranschaulicht die Punkt-Richtungs-Form einer Geraden g mit Aufpunkt P =

(1; 3) und Richtung ~u =
(

2
−1

)
. Der markierte Punkt X der Geraden hat den Parameterwert

t = 3=2.
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KAPITEL 6. GERADEN

3
2~u =

(
3

−1.5

)

~p =
(

1
3

)

~x =
(

1
3

)
+

(
3

−1.5

)
=

(
4

1.5

)

P

X

−1 0 1 2 3 4 5 60

1

2

3

4

Eine Parametrisierung der Geraden ist

g: ~x =
(

1
3

)
+ t

(
2

−1

)
; t ∈ R.

6.2 Zwei-Punkte-Form
Die Punkte X auf einer Geraden durch zwei PunkteP 6= Q lassen sich in der Form

−−→
PX = t

−→
PQ; t ∈ R ;

darstellen. Die Parameterwertet ∈ [0; 1] entsprechen dabei der StreckePQ.

−→
P Q

−−→
P X

P

Q

X

Entsprechend gilt
xi = pi + t(qi − pi); i = 1; 2; 3;

f•ur die Koordinaten des Ortsvektors~x.

Beispiel:

F•ur t ∈ [0; 1] teilt der Punkt X die StreckePQ bei der Zwei-Punkte-Form im Verh•altnis
t : (1 − t). Insbesondere entspricht der Mittelpunkt zwischen den Punkten P und Q dem
Parameterwert t = 1=2.
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6.3. MOMENTENFORM

~p =
(

1
3

)

P

Q = (5 , 1)

X

~x =
(

1
3

)
+ 1

2

(
5 − 1
1 − 3

)
=

(
3
2

)

0 1 2 3 4 5 60

1

2

3

Eine Parametrisierung der abgebildeten Geraden ist

g : ~x =
(

1
3

)
+ t

(
5 − 1
1 − 3

)
; t ∈ R

6.3 Momentenform
Die Punkte X auf einer Geraden durchP mit Richtung ~u lassen sich durch

−−→
PX × ~u = ~0

beschreiben.

~u

~u

−−→
P X

O

P

X

−→
OP = ~p

~x =
−−→
OX

|~p × ~u| = |~c|

|~x × ~u| = |~c|

Entsprechend gilt f•ur den Ortsvektor

~x × ~u = ~c; ~c= ~p× ~u :
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KAPITEL 6. GERADEN

Beispiel:

Die Momentenform einer Geraden kann verwendet werden, um festzustellen ob ein gegebener
Punkt X auf einer Geraden liegt. F•ur das abgebildete Beispiel ergibt sich f•ur den Punkt X 1

−−→
PX 1 × ~u =








5
1
0



 −




1
3
0







 ×




2

−1
0





=




4

−2
0



 ×




2

−1
0





=




0
0

4 · (−1) − 2 · (−2)



 = ~0:

F•ur den Punkt X 2 erh•alt man hingegen

−−→
PX 2 × ~u =




2:5
−2

0



 ×




2

−1
0





=




0
0

2:5 · (−1) − 2 · (−2)



 =




0
0

1:5



 6= ~0:

~u =
(

2
−1

)P = (1 , 3)

X1 = (5 , 1)

−−→
P X1

X2 = (3 .5, 1)

−−→
P X2

|
−−→
P X2 × ~u|

−1 0 1 2 3 4 5 6 70

1

2

3

4

6.4 Abstand Punkt-Gerade
Die Projektion X eines PunktesQ auf eine Gerade durchP mit Richtung ~u erf•ullt

−−→
PX = t~u; t =

(~q− ~p) · ~u
|~u|2

:

Daraus ergibt sich der Abstand als

d =
|(~q− ~p) × ~u|

|~u|
:
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6.4. ABSTAND PUNKT-GERADE

~u

~u

t~u =
−−→
P X

O

P

X

Q

−→
OP = ~p

−→
OQ = ~q

−→
P Q = ~q − ~p

|(~q − ~p) × ~u|

Beweis:

F•ur die Projektion X des PunktesQ auf die Gerade steht der Vektor
−−→
XQ senkrecht auf~u. Dies

l•asst sich durch Bilden des Skalarprodukts•uberpr•ufen:

−−→
XQ · ~u =

(
~q−

(
~p+

(~q− ~p) · ~u
|~u|2

~u
))

· ~u = ( ~q− ~p) · ~u−
(~q− ~p) ~u

|~u|2
|~u|2 = 0 :

Nach De�nition des Kreuzproduktes gilt

|~a×~b| = |~a| |~b| sin
(

∢
(
~a;~b

))

und damit f•ur den Abstand d:

d =
∣∣∣
−−→
XQ

∣∣∣ =
∣∣∣
−→
PQ

∣∣∣ sin
(

∢
(−→

PQ; ~u
))

=

∣∣∣
−→
PQ

∣∣∣ |~u| sin
(

∢
(−→

PQ; ~u
))

|~u|

=
|(~q− ~p) × ~u|

|~u|
:

Beispiel:

Projiziert man den Punkt Q = (3 ; 3; 3) auf die Gerade

g :




2
1
3



 + t




1
1
1




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erh•alt man als Projektion den Punkt mit Ortsvektor

~x = ~p+
(~q− ~p) · ~u

|~u|2
~u =




2
1
3



 +








3
3
3



 −




2
1
3







 ·




1
1
1





12 + 1 2 + 1 2




1
1
1





=




2
1
3



 +
1 · 1 + 2 · 1 + 0 · 1

3




1
1
1



 =




3
2
4



 :

Der Abstand ist

d =

∣∣∣∣∣∣




1
2
0



 ×




1
1
1





∣∣∣∣∣∣
√

3
=

√
(2 + 0) 2 + (0 − 1)2 + (1 − 2)2

3
=

√
2;

in Einklang mit ∣∣∣
−−→
XQ

∣∣∣ =
√

(3 − 3)2 + (3 − 2)2 + (3 − 4)2 =
√

2:

6.5 Abstand zweier Geraden
Der Abstand zweier durch die PunkteP, Q und Richtungen~u, ~v gegebener Geraden ist

d =
|[
−→
PQ; ~u;~v]|
|~u× ~v|

;

falls ~u 6‖ ~v. F•ur parallele Geraden gilt

d =
|
−→
PQ × ~u|

|~u|
:

P
Q −→

P Q

~u
~v

∣∣∣
[−→
P Q, ~u,~v

]∣∣∣

Man bezeichnet zwei Geraden als windschief, wenn sie nicht parallel sind und einen positiven
Abstand haben.
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6.5. ABSTAND ZWEIER GERADEN

Beweis:

Bezeichnen
~x = ~p+ s~u; ~y= ~q+ t~v

die Ortsvektoren der Punkte k•urzesten Abstandes, so ist
−−→
XY =

−→
PQ + t~v − s~u

orthogonal zu beiden Richtungsvektoren, also parallel zu

~c= ~u× ~v :

Da die L•ange eines Vektors gleich dem Betrag des Skalarproduktes mit einem parallelen Ein-
heitsvektor ist, folgt

d = |
−−→
XY | =

∣∣∣∣(
−→
PQ + t~v − s~u) ·

~c
|~c|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
−→
PQ ·

~c
|~c|

∣∣∣∣ ;

und damit die gew•unschte Formel.
F•ur parallele Geraden kann man die Formel f•ur den Abstand eines Punktes von einer Geraden
anwenden.

Beispiel:

Die Geraden

g :




1
2
3



 + t




1
1
1



 ; h :




3
3
3



 + t




1

−2
1





haben einen Abstand von

d =

∣∣∣
[−→
PQ; ~u;~v

]∣∣∣

|~u× ~v|
=

∣∣∣∣∣∣








3
3
3



 −




1
2
3







 ·








1
1
1



 ×




1

−2
1









∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣




1
1
1



 ×




1

−2
1





∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣




2
1
0



 ·




3
0

−3





∣∣∣∣∣∣
√

(1 − (−2))2 + (1 − 1)2 + (( −2) − 1)2
=

6

3
√

2
=

√
2:

Beispiel:

Geht man von den vereinfachenden Annahmen aus, dass Flugzeuge auf direktem Weg vom
Start zum Ziel 
iegen und die Flugbahn aus Geradenst•ucken besteht, so erh•alt man f•ur einen
Flug von Stuttgart ( S) nach Kopenhagen die Steig
ugbahn

g :
−→
SX = s




8

16
1



 ; s ∈ [0; 8]
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und f•ur einen Flug von Frankfurt (F ) nach Kairo

h :
−−→
FX = t




34

−31
4



 ; t ∈ [0; 3]:

Legt man den Koordinatenursprung nach Stuttgart, so hat Frankfurt die Koordinaten F =
(−50; 150; −1=4), gemessen in Kilometern. Die beiden Flugbahnen haben somit einen Abstand
von

d =

∣∣∣∣∣∣








−50
150

−1=4



 −




0
0
0







 ·








8

16
1



 ×




34

−31
4









∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣




8

16
1



 ×




34

−31
4





∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣




−50
150

−1=4



 ·




95
2

−792





∣∣∣∣∣∣
√

952 + 2 2 + 7922
=

4252
√

636293
≈ 5:33:

Stuttgart

Frankfurt

Kopenhagen

Kairo

−100 0 100 200 300
−100

0

100

200

300
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Kapitel 7

Ebenen

7.1 Parameterdarstellung einer Ebene
Punkte X auf einer Ebene durchP, die von zwei nicht parallelen Richtungen~u und ~v aufge-
spannt wird, erf•ullen

−−→
PX = s~u+ t~v; s; t ∈ R :

X

P

O

r~u

s~v

Entsprechend gilt
xi = pi + sui + tvi; i = 1; 2; 3:

f•ur die Koordinaten des Ortsvektors~x.

Beispiel:

Eine Ebene E sei gegeben durch den PunktP = (1 ; 2; 3) und die Vektoren~u = (2 ; 0; 0)t und
~v = (1 ; 1; 1)t, d.h.

E : ~x =




1
2
3



 + s




2
0
0



 + t




1
1
1



 ; s; t ∈ R

Dann liegt X = (1 ; 1; 2) auf der Ebene, denn es gilt

−−→
PX =




0

−1
−1



 =
1
2

~u+ ( −1)~v
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Andererseits liegtX = (0 ; 0; 0) nicht auf der Ebene, denn es ist
−−→
PX =




−1
−2
−3



 und das Glei-

chungssystem

s




2
0
0



 + t




1
1
1



 =




−1
−2
−3





hat keine L•osung, wie man an der zweiten und dritten Zeile sehen kann.

7.2 Drei-Punkte-Form einer Ebene
F•ur Punkte X auf einer Ebene durch drei PunkteP, Q, R, die ein echtes Dreieck bilden,
verschwindet das Spatprodukt:

[
−−→
PX;

−→
PQ;

−→
PR] = 0 :

PSfrag repla
ements XP Q
R

Mit Hilfe von Determinanten l•asst sich die Ebenengleichung auch in der Form

p1 q1 r 1 x1
p2 q2 r 2 x2 = 0
p3 q3 r 3 x3
1 1 1 1

schreiben.

Beispiel:

Eine Ebene sei gegeben durch die PunkteP = (1 ; 2; 3), Q = (3 ; 2; 3) und R = (2 ; 3; 4).
Dann liegt X = (1 ; 1; 2) auf der Ebene, denn es gilt

[
−−→
PX;

−→
PQ;

−→
PR] =








0

−1
−1



 ;




2
0
0



 ;




1
1
1







 =




0

−1
−1



 ·




0

−2
2



 = 0
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Andererseits liegtX = (0 ; 0; 0) nicht auf der Ebene, denn es gilt

[
−−→
PX;

−→
PQ;

−→
PR] =








−1
−2
−3



 ;




2
0
0



 ;




1
1
1







 = 4 − 6 = −2 6= 0

7.3 Hesse-Normalform einer Ebene
Der Ortsvektor ~x eines PunktesX auf einer Ebene durchP orthogonal zu einem Normalen-
vektor ~n erf•ullt

~x · ~n = d; d = ~p· ~n :

Bei der Normalform wird dabei |~n| = 1 und d ≥ 0 angenommen. In diesem Fall istd der
Abstand der Ebene zum Ursprung.

PSfrag repla
ements
XP

O

~n; j~nj = 1 ~n

Beispiel:

Eine EbeneE sei gegeben durch den PunktP = (1 ; 2; 3) und den normierten Normalenvektor

~n =
1
3




2
2
1



.

Es ist

d =




1
2
3



 ·
1
3




2
2
1



 = 3 ;

d.h. die Ebene hat die Normalform

E :
2
3

x1 +
2
3

x2 +
1
3

x3 = 3 :

Dann liegt X = (4 ; 0; 1) auf der Ebene, denn es gilt

~x · ~n =
1
3

(8 + 0 + 1) = d :

Andererseits liegtX = (0 ; 0; 0) nicht auf der Ebene, denn es ist

~x · ~n = 0 6= d :
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7.4 Umrechnung zwischen den Ebenendarstellungen
(i) Eine Ebene E sei gegeben durch einen PunktP sowie zwei nicht parallele Vektoren~u;~v, d.h.
sie besitzt die Parameterdarstellung

E : ~x = ~p+ s~u+ t~v; s; t ∈ R

Man erh•alt zwei weitere PunkteQ und R, die ebenfalls auf der Ebene liegen und mitP keine
Gerade bilden, durch

~q= ~p+ ~u; ~r = ~p+ ~v :

Der Normalenvektor~n steht senkrecht auf~u und ~v, ist also parallel zu~u × ~v. Der normierte
Normalenvektor f•ur die Hesse-Normalform ist somit

~n = �
~u× ~v
|~u× ~v|

;

wobei das Vorzeichen� ∈ {−1; 1} so gew•ahlt werden muss, dassd = ~p· ~n positiv ist.

(ii) Eine Ebene E sei gegeben durch drei PunkteP, Q und R, die ein echtes Dreieck bilden,
d.h. sie besitzt die Drei-Punkte-Form

E :
[
~x − ~p; ~q− ~p;~r− ~p

]
= 0:

Man erh•alt zwei Vektoren, die die Ebene aufspannen, durch

~u =
−→
PQ; ~v =

−→
PR :

Aus diesen Vektoren l•asst sich wie in (i) beschrieben die Hesse-Normalform gewinnen.

(iii) Eine Ebene E sei gegeben durch einen PunktP sowie den Normalvektor~n, d.h. sie besitzt
die Hesse-Normalform

E : ~x · ~n0 = d; d = ~p· ~n0

mit ~n0 = � · ~n=|~n| und � ∈ {−1; 1} so gew•ahlt, dassd ≥ 0.
Man erh•alt zwei Vektoren, die die Ebene aufspannen, indem man zwei linear unabh•angige
Vektoren senkrecht zu~n sucht. Zum Beispiel kann man

~u = ~n × ~x; ~v = ~n × ~u ;

w•ahlen, wobei~x ein beliebiger Vektor 6= �~n ist.
Aus diesen Vektoren l•asst sich wie in (i) die Drei-Punkte-Form gewinnen.

Beispiel:

Eine Ebene E sei gegeben durch die Punkte

P = (7 ; 2; 0); Q = (1 ; −6; 2); R = ( −1; −8; 3);

d.h.

E :



~x −




7
2
0



 ; ~x −




1

−6
2



 ; ~x −




−1
−8
3







 = 0:
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Zwei Richtungen, die die Ebene aufspannen, erh•alt man als Di�erenzen der Ortsvektoren~p, ~q
und ~r :

~u =
−→
PQ =




−6
−8
2



 ; ~v =
−→
PR =




−8
−10

3



 :

Damit ist eine Parameterdarstellung der Ebene

E : ~x =




7
2
0



 + s




−6
−8
2



 + t




−8
−10

3



 ; s; t ∈ R0

Ein Normalenvektor ist

~n = ~u× ~v =




−24 + 20
−16 + 18
60− 64



 =




−4
2

−4





Normierung ergibt

~n0 = �




−4
2

−4



 ; � ∈ {−1; 1}

F•ur die Hesse-Normalform muss� so gew•ahlt werden, dass

d = � (7; 2; 0)




−2=3
1=3

−2=3





nicht negativ ist, also � = -1. Damit erh•alt man

E :
2
3

x1 −
1
3

x2 +
2
3

x3 = 4

7.5 Abstand Punkt-Ebene

Der Lotvektor eines PunktesQ auf eine Ebene E durchP mit Normalenvektor ~n ist

−−→
XQ =

−→
PQ · ~n

|~n|2
~n :

Seine L•ange

d =
|
−→
PQ · ~n|

|~n|

ist der Abstand der Ebene zuQ. Der Punkt X mit Ortsvektor

~x = ~q−
(~q− ~p) · ~n

|~n|2
~n

wird als Projektion von Q auf E bezeichnet.
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X
P

Q

O

~n

−−→
XQ

−→
P Q

Beweis:

Das Skalarprodukt
−→
PQ · ~n = cos� |

−→
PQ||~n| = ±d|~n|

ergibt das |~n|-fache des Abstandes zwischenQ und der Ebene, wobei das Vorzeichen angibt, ob
−→
PQ auf die gleiche Seite wie~n zeigt. Damit ist

d =
|
−→
PQ · ~n|

|~n|

und
−−→
XQ = ±d

~n
|~n|

=
−→
PQ · ~n

|~n|
~n
|~n|

=
−→
PQ · ~n

|~n|2
~n :

Beispiel:

F•ur die Ebene durch den PunktP = (1 ; 2; 3) mit Normalenvektor ~n =




2
1
2



 soll der Abstand

d des PunktesQ = (3 ; 2; 3) sowie die ProjektionX auf die Ebene bestimmt werden.

Zun•achst ist

−→
PQ =




2
0
0



 ;
−→
PQ · ~n = 4; |~n| = 3 :

Damit erh•alt man

−−→
XQ =

4
9




2
1
2



 ; d =
4
3
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und errechnet schlie�lich

~x = ~q−
−−→
XQ =

1
9




19
14
19



 :

7.6 Schnitt zweier Ebenen
Der kleinere der beiden Winkel' ∈ [0; �= 2] zwischen zwei Ebenen mit Normalenvektoren~ni ist
durch

cos' =
|~n1 · ~n2|
|~n1||~n2|

eindeutig bestimmt und
~u = ~n1 × ~n2

ist die Richtung der Schnittgeradeng. Einen Punkt P auf g kann man durch Schnitt mit einer
der Koordinatenebenen bestimmen und erh•alt dann

g : ~x = ~p+ t~u, t ∈ R,

als Parameterdarstellung vong.

�!n1 �!n2

Beispiel:

F•ur die zwei Ebenen, die jeweils durch die PunkteP1 = (1 ; 2; 0), P2 = (0 ; 1; 3) und die Norma-
lenvektoren

~n1 =




1

−1
0



 ; ~n2 =




0

−1
1




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de�niert sind, soll der der Winkel ' zwischen den Ebenen und die Schnittgerade der Ebenen
bestimmt werden.

Es ist

cos' =
|~n1 · ~n2|
|~n1||~n2|

=
1
2

und damit
' = �= 3:

Weiterhin ist

~u = ~n1 × ~n2 =




−1
−1
−1





die Richtung der Schnittgeraden g. Um einen PunktX auf g zu bestimmen, geht man von den
beiden Ebenengleichungen aus:

Ek : ~x · ~nk = ~pk · ~nk;

d.h.
E1 : x1 − x2 = −1

E2 : −x2 + x3 = 2:

W•ahlt man x2 = 0, ao folgt x1 = -1 und x3 = 2. Eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden
ist somit

g : ~x =




−1
0
2



 + t




−1
−1
−1



 ; t ∈ R:

Beispiel:

Es soll der Winkel zwischen 2 Fl•achen des regelm•a�igen Tetraeders mit den Eckpunkten

P1 = (1 ; 0; 0); P2 = ( −1; 0; 0); P3 = (0 ; 1;
√

2); P4 = (0 ; −1;
√

2)

bestimmt werden.

Man verwendet z.B. die Ebenen durchP1; P2; P3 bzw. durch P1; P2; P4.
F•ur die Normalenvektoren gilt dann

~n1 =
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 =




−2
0
0



 ×




−1
1√
2



 =




0

2
√

2
−2





bzw.

~n2 =
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P4 =




−2
0
0



 ×




−1
−1√

2



 =




0

2
√

2
2



 :

Somit ist

cos(' ) =
|~n1 · ~n2|
|~n1||~n2|

=
4

√
12

√
12

=
1
3

und man erh•alt
' ≈ 70:53◦ :
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Quadratische Kurven

8.1 Ellipse
F•ur die Punkte P = ( x; y) auf einer Ellipse ist die Summe der Abst•ande zu zwei Brennpunkten
F± konstant:

|
−−→
PF−| + |

−−→
PF+| = 2a

mit 2a > |
−−−→
F−F+|.

x
a

y

b

F− F+

P

r
'

Ist F± = ( ±f; 0), so gilt f•ur die Koordinaten

x2

a2 +
y2

b2 = 1; b2 = a2 − f 2 ;

und

r 2 =
b2

1 − (f=a)2 cos2 '
f•ur die Polarkoordinaten der PunkteP.
Eine Parametrisierung der Ellipse ist

x = acost; y = bsint

mit t ∈ [0; 2� ).
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Beweis:

Die •Aquivalenz der Darstellungen kann man durch direktes Nachrechnen •uberpr•ufen.
Um zu zeigen, dass

|
−−→
PF−| + |

−−→
PF+| = 2a ⇐⇒

x2

a2 +
y2

b2 = 1; b2 = a2 − f 2

quadriert man
2a −

√
(x + f )2 + y2

︸ ︷︷ ︸
>0

=
√

(x − f )2 + y2

und erh•alt die zur linken Gleichung•aquivalente Beziehung

4a2 + 4xf︸ ︷︷ ︸
>0

= 4a
√

(x + f )2 + y2 :

Erneutes Quadrieren nach Division durch 4a liefert

a2 + 2xf +
f 2

a2 x2 = x2 + 2xf + f 2 + y2 :

Mit Substitution von f 2 = a2 − b2 ergibt sich nach Umformung die Koordinatenform.
Zur Herleitung der Polarform

r 2 =
b2

1 − (f=a)2 cos2 '

multipliziert man mit dem Nenner und ber•ucksichtigt

x2 = ( x2 + y2) cos2(' ) :

Damit folgt

x2 + y2 −
a2 − b2

a2 x2 = b2

und Division durch b2 ergibt die Koordinatenform.

Beispiel:

Bei einer Ellipse werden Brennpunktstrahlen in Brennpunktstrahlen re
ektiert.

F− F+

P

R
Q

�

�
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Zum Beweis w•ahlt man als Hilfspunkte das SpiegelbildR des BrennpunktsF+ an der Tangente
g und einen beliebigen PunktQ 6= P auf g. Da Q au�erhalb der Ellipse liegt, ist

2a = |
−−→
PF−| + |

−−→
PF+| < |

−−→
QF−| + |

−−→
QF+| :

Ersetzt man die StreckenPF+ und QF+ durch ihre Spiegelbilder, so erh•alt man

|
−−→
PF−| + |

−→
PR| < |

−−→
QF−| + |

−→
QR| ;

und folglich m•ussenF−, P, R auf einer Geraden liegen. Damit ist∢(F−PQ) = � .
Diese Spiegelungseigenschaft wird bei der Zertr•ummerung von Nierensteinen ausgenutzt. Die
Strahlen aus einer radialen Quelle im BrennpunktF− k•onnen durch einen elliptischen Re
ektor
im Brennpunkt F+ geb•undelt werden.

8.2 Parabel

Die Punkte P = ( x; y) auf einer Parabel haben von einem BrennpunktF und einer Leitgerade
g den gleichen Abstand.

x

y

F

P

g

r

'

Ist F = (0 ; f ) und g : y = −f , so gilt f•ur die Koordinaten

4fy = x2

und

r =
4f sin'
cos2 '

f•ur die Polarkoordinaten der PunkteP.
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Beweis:

Die •Aquivalenz der Darstellungen ist o�ensichtlich. Durch Gleichsetzen der quadrierten
Abst•ande,

|
−→
PF |2 = x2 + ( y − f )2 = ( y + f )2 = (dist( P; g))2

erh•alt man die Koordinatenform. Substitution von

x = r cos'; y = r sin'

f•uhrt auf die Polarform.

Beispiel:

Bei einer Parabel werden parallele, senkrecht zur Leitgerade einfallende Strahlen im Brennpunkt
geb•undelt. Dies wird bei Satellitensch•usseln und Teleskopen ausgenutzt, um einfallende Signale
zu verst•arken.

x

y

F

P

g QR

α

α

Zum Beweis bemerkt man, dass

−→
FP +

−→
QP =

((
x
y

)
−

(
0
f

))
+

((
x
y

)
−

(
x

−f

))
=

(
x
2y

)

parallel zur Richtung der Tangente im PunktP,
(

1
x=(2f )

)
;

ist. Da
|
−→
FP | = |

−→
QP | ;

folgt daraus die Gleichheit der Winkel∢(F; P; R) und ∢(R; P; Q), wobei R den Schnittpunkt
der Tangente mit g bezeichnet.
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8.3 Hyperbel
F•ur die Punkte P = ( x; y) auf einer Hyperbel ist die Di�erenz der Abst•ande zu zwei Brenn-
punkten F± konstant:

|
−−→
PF−| − |

−−→
PF+| = ±2a

mit 2a < |
−−−→
F−F+|.

x

y

F+F−

P
r

'
a

b

Ist F± = ( ±f; 0), so gilt f•ur die Koordinaten

x2

a2 −
y2

b2 = 1; b2 = f 2 − a2 ;

und

r 2 = −
b2

1 − (f=a)2 cos2 '

f•ur die Polarkoordinaten der PunkteP. Die Asymptoten haben die Steigung±b=a.
Parametrisierungen der Hyperbel•aste sind

x = ±acosht; y = bsinht

mit t ∈ R.

Beweis:

Die •Aquivalenz der Darstellungen kann man durch direktes Nachrechnen •uberpr•ufen.
Um zu zeigen, dass

|
−−→
PF−| − |

−−→
PF+| = ±2a ⇐⇒

x2

a2 −
y2

b2 = 1; b2 = f 2 − a2 ;
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quadriert man √
(x + f )2 + y2 ± 2a︸ ︷︷ ︸

>0

=
√

(x − f )2 + y2

und erh•alt die zur linken Gleichung•aquivalente Beziehung

4a2 + 4xf︸ ︷︷ ︸
>0

= ±4a
√

(x + f )2 + y2 :

Erneutes Quadrieren nach Division durch 4a liefert

a2 + 2xf +
f 2

a2 x2 = x2 + 2xf + f 2 + y2 :

Mit Substitution von f 2 = a2 + b2 ergibt sich nach Umformung die Koordinatenform.
Zur Herleitung der Polarform

r 2 = −
b2

1 − (f=a)2 cos2 '

multipliziert man mit dem Nenner und ber•ucksichtigt

x2 = ( x2 + y2) cos2 ' :

Damit folgt

x2 + y2 −
a2 + b2

a2 x2 = −b2

und Division durch −b2 ergibt die Koordinatenform.

Beispiel:

Zur Bestimmung der PositionP eines Schi�es werden die Zeitdi�erenzen 2aj,k beim Empfang
von synchronen Radiosignalen von verschiedenen Sendestationen Fi verglichen. So l•asst sichP
als Schnittpunkt der Hyperbeln mit BrennpunktenFj, Fk bestimmen.

F1 F2

F3

F4

S1

S2

S3

S4
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Als konkretes Beispiel wird

F1 = ( −2; 0); F2 = (0 ; 2); F3 = (0 ; −3); F4 = (3 ; 0)

und a1,2 = a3,4 = 1 gew•ahlt. Die entsprechenden Hyperbelgleichungen sind

x2 −
y2

3
= 1; y2 −

x2

8
= 1 ;

und man erh•alt
x2 =

32
23

; y2 =
27
23

f•ur die Koordinaten der m•oglichen 4 SchnittpunkteSi.
Wie auch aus der Abbildung ersichtlich ist, existieren vier L•osungen. Bei der Navigation ist
dies unproblematisch, da ein Kapit•an wissen sollte, wo sich sein Schi� ungef•ahr be�ndet, d.h.
welches die relevante L•osung ist.
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