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Kapitel 1

Koordinaten

1.1 Kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und
Im Raum

Ein raumliches kartesisches Koordinatensystem besteht aus 3 sich ineen als Ursprung be-
zeichneten PunktO senkrecht schneidenden Zahlengeraden (Achsen), deren Oriening gens
der in der Abbildung veranschaulichten,Rechten-Hand-Regel gewhlt ist.

Mittelfinger

-Achse -Achse  Daumen Zeigefinger

Ein Punkt X wird durch seine als Koordinaterx; bezeichneten Werte der Projektionen auf die
Achsen festgelegtX = (X1; X2; X3). Verwendet man keine Indexschreibweise, so bezeichnet man
die Koordinaten ublicherweise mit ;y; z) und die Zahlenachsen alg-, y- und z-Achse.

Analog de niert man ein ebenenes kartesisches Koordinatensyste

Beispiel:

In einem Gra k-Fenster werden Objekte oft in Pixel-Koordinden angegeben. Das abgebildete
Rechteck entspricht einem Fenster mit 9& 120 Pixeln, und die Koordinaten der farbigen Pixel
beziehen sich auf die linke obere Bildecke.
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KAPITEL 1. KOORDINATEN
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Viele Gra k-System verwenden andere Koordinatensysteme.&d g wird die linke untere Bil-
decke als Ursprung geahlt, manchmal wird auch die vertikale Richtung als erste Komalinate

verwendet.

1.2 Kugelkoordinaten

Ein Punkt P = (x;y;z) kann durch seinen Abstandr = |OP| zum Ursprung, den Winkel'
zwischen derx-Achse und der Projektion vonOP auf die xy-Ebene und dem Winkel# [C[T; ]
zwischenOP und der z-Achse dargestellt werden. Der Winke! ist nur bis auf ein Vielfaches
von 2 bestimmt. Als Standardbereich wird meist [(+; ] vereinbart.

z-Achse

x-Achse y-Achse

10
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1.2. KUGELKOORDINATEN

Es qilt
X = rcos sin#, y=rsin' sin#;, z=rcos#

bzw. 1 1
r= x2+y2+z2; ' zarctan(y=x); # =arccos(z= x2+ y2+ z2);

wobei je nach Vorzeichen vorx;y und z ein geeigneter Zweig des Arcustangens zwlen ist.
Mit dem Hauptzweig-Winkel ' = arctan(y=x) [(+ =2; =2) gilt

1
- fur x > O;

_ signfy) =2, fur x=0;

B —+ fur x < 0 LyE= (O
"H— fur x < 0 [Lyk O:

Beispiel:
In kartesischen Koordinaten bilden die Punkte
P1=(1;11) P,=(;-L-1); P3=(—-L1L-1); Ps=(-L-11)

V_
die Ecken eines regelmigen Tetraeders mit Kantenlange 2 2 und Schwerpunkt im Ursprung
0.

P
In Kugelkoordinaten (r;#;' ) haben die Eckpunkte die Koordinaten
V_ V_
Pr=(/3 ;= 4) Pr=(y3 —: —=4);
PI=( 3 —; 3=4) Pi=( 3 ; —3=4);
, V_ V_
wobei =arccos(l= 3) bzw. =arctan 2.
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KAPITEL 1. KOORDINATEN

Beispiel:
Langen- und Breitengrade auf der Erdkugel entsprechen Kugetkdinaten; es werden lediglich
andere Winkelbereiche verwendet:

ostliche Lange 0{180° |' =0:::
westliche Lange 0{180° |' =0:::—
nerdliche Breite O {90° g
sudliche Breite O { 90°

N

A

[ 3
I
I
NN

S

In der Abbildung ist der Aquator (Breite 0°) und der nullte Langenkreis fett gezeichnet; Nord-
pol (90° n. Br.) und Sedpol (90" s. Br.) sind ebenfalls markiert. Die blauen kBngen- und
Breitenkreise verlaufen durch

Stuttgart (9°e. L.;49 n. Br.)

o= 1 I Ry ) i
;n:d g%g"[gpricrzn = 5 (estliche Halbkugel) oder 5o (westliche Halbkugel) und
180 180 -

1.3 Zylinderkoordinaten

Ein Punkt P = (x;y;z) kann durch den Winkel' zwischen derx-Achse und der Projektion

von OP auf die xy-Ebene, die lange%der Projektion und diez-Koordinate dargestellt werden.

Der Winkel ' ist nur bis auf ein Vielfaches von 2 bestimmt. Als Standardbereich wird meist
[C(+; ] vereinbart.
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1.3. ZYLINDERKOORDINATEN

z-Achse

x-Achse y-Achse

Es qilt
X=9%cos; y =%in'; z =z
bzw.
—1
%= x2+y? ' =arctan(y=x); z=z;

wobei je nach Vorzeichen vorx und y ein geeigneter Zweig des Arcustangens zwken ist.
Mit dem Hauptzweig-Winkel ' = arctan(y=x) [L(+ =2; =2) gilt

1
= fur x> 0O;
. _ sigh(y) =2, fur x =0;
- —+ ; fur x < 0 Ly= 0;
"H— fur x < 0 Lyk O:

Beispiel:

V_
Der Punkt (x;y;z) = (—1; 3;2) soll sowohl in Zylinderkoordinaten ¢5o;"; z) als auch in Ku-
gelkoordinaten ¢;#;' ) angegeben werden.
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KAPITEL 1. KOORDINATEN

A

Zunachst berechnet man die Abstnde vom Ursprung:

L1
%= X2+y2: 1+3=2;

L1 . _
r= x2+y2+2z2= 1+3+4=2 2

Nun lassen sich die Winkel bestimmen. Wegen< O und'> O ist

' arctan(y=x) + =arctan(—2) +

= — 4+ =
3

wIN

Der Winkel von OP mit der z-Achse ist

V_
# arccos(z=r) = arccos(1= 2)

= 7
Die Winkel lassen sich auch unmittelbar aus der Skizze ableserenm man besicksichtigt, dass

die Punkte (x; 0; 0); O; Q die Halfte eines gleichseitigen Dreiecks und die Punkte;@ z); Q; P
ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck bilden.

1.4 Translation
Bei einer Verschiebung des Ursprungd nach

O"= (p1; p2; Ps)

andern sich bei gleichbleibender Richtung der Achsen die Koamdten eines PunktesX =
(X1; X2; X3) gema
X 7= (X1 = P1; X2 = P2; Xs — P3) :

14 H% http://www.mathematik-online.org/



1.4. TRANSLATION

A
0
Xo - ,X:t:Xl
Xp |
O O i 3 X -
O pﬁ X1 =

Beispiel:

Betrachtet man eine ebene gleichfmige Bewegung

(x(t); yt)) =(p+ t;q + t); t=0;

aus einem in Richtung derx-Achse mit Geschwindigkeitv fahrenden Zug, saandern sich die
Koordinaten gena
x"=x—vt; y"=y:

Der Beobachter nimmt eine andere Geschwindigkeit wahr.

Yy Y

A A poq A

t:l | |
l t=1 l t=1
l ‘

t=ol l
\ t =

1, .

t=0 |,  t=20
+ + - - L - - - - [l

vt 1

Beispielsweise giltdr ein Objekt, das sich in einer Zeiteinheit vorP = (1;1) nachQ = (4;3)
bewegt (roter Pfeil) fur v =2

P"=(1;1); Q"=(4-23-0)=(2;3):
Fur die tatsachliche und beobachtete Geschwindigkeit gilt entsprechend

1 V__ V_
vi= (4—12+@B—1)2= 13 w,= b5;

aus dem Zug erscheint die Bewegung verlangsamt.
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KAPITEL 1. KOORDINATEN

1.5 Rotation

Bei einer Drehung derxy-Ebene um diez-Achse mit dem Winkel transformieren sich die
Koordinaten eines Punktes? = ( py; p2; p3) gema

p{=C0S p1 + SN Py pPy= —SiN py+COS Po; P5= Ps:

y
O
y A
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
L p P
\ 2 O
\ /// \ /'X
\ _ - _ -
\ - \
' -7 -17 o
. - -
1 - - P1
. -
oo -7
P2 v - a "
—

Analoge Formeln erlalt man fur Drehungen deryz- und zx-Ebene.

Beweis:

Der Beweis stitzt sich auf einfache geometrisch®berlegungen.

- y
y A
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
L p P
\ 2 a
\ // \ 'X
\ 7 \Q////
\\ //// S/Ai/\./ 0
1T -7 P1
¢ -
. e
;7 \| -7 « R y
>
O 1 P1
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1.5. ROTATION

Zunachst erkennt man, dass

LSP;Q = ;
d.h. die rechtwinkligen Dreicke [{R10;S) und [{Q]P;S) sind ahnlich.
Im ersten Dreieck gilt

|OS| = p,=cos
und

IRS| = p;tan :
Aus dem zweiten Dreieck eralt man

p;=cos |PS|=cos (p,—|RS|)
=CoS pp—Sin p;

und
py’= [OS|+ [SQ| = pi=cos +sin (p, — |RS|)
S losit o, sin
= T cos P1 P2
=CcoS pi1+sin p:
Beispiel:

Die Abbildung zeigt links die Bahnkurven von geradlinigen ut kreis®rmigen Bewegungen:

G: (xy)=(1;2+1t=2));
K: (x;y)=(1+cos(t); 2—sin(t)):

Rechts sind beide Kurven in einem mit Winkelgeschwindigkeit = 1 rotierenden Bezugssystem
dargestellt, d.h. so, wie sie einem Betrachter auf einem Karudsetscheinen wirden.

H% http://www.mathematik-online.org/ 17



KAPITEL 1. KOORDINATEN

Die Transformation der Koordinaten ergibt #ir die geradlinige Bewegung
x9=c+(2+ t=(2 ))s; y’= —s+(2+ t=(2 ))c
mit
c=cos('t); s=sin(!t):
Es entsteht eine Spirale, da sich der Faktor in Klammern mit wdsendemt vergre ert. Die

abgebildeten 2 Windungen entsprechen dem Zeitintervallt <4 .
Aus den transformierten Koordinaten @ér die kreis®rmige Bewegung mitt =1,

x"= c(1+€)+s(2—9); y'= —sl+€+c2—9
mit
e=cos(t); s=sin(t)
ist die Form der Bahnkurve im rotierenden System nicht unmittbbar zu erkennen. Wie das
Beispiel zeigt, kann sich die beobachtete Richtung abrugtndern. Es loennen sogar Knicke in

der beobachteten Bahnkurve auftreten. In einem solchen sirlguen Punkt ist die beobachtete
Geschwindigkeit im rotierenden System Null.

18 H% http://www.mathematik-online.org/



Kapitel 2

Vektoren

2.1 \Vektoren im Raum

Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke: _

a= PQ
bezeichnet den Vektor vom PunktP zum Punkt Q. Alternativ kann ein Vektor als Parallel-
Verschiebung des Raumes interpretiert und mit einem Pfeil @hti ziert werden.

P> —& ]

Py

i

Q2
Q1

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, stellen gleichlange Pflei mit gleicher Richtung den

gleichen Vektor dar,PlQ_; = PZQ_;. Die spezielle Darstellung bezogen auf den Ursprung des
Koordinatensystems wird als Ortsvektor bezeichnet und de nreé die Koordinaten des Vektors:
101

_ S
OA= Lg] L1
az

Die Koordinaten von-a lassen sich ebenfalls als Di erenz der Koordinaten der Punk® und
P berechnen. Schlie lich wird mit _ _

OO0O=PP=0
der Nullvektor bezeichnet.

2.2 Addition von Vektoren

Die Summe von zwei Vektoren entspricht der Hintereinanderschang zweier Verschiebungen,

PR= PO+ QR

}% http://www.mathematik-online.org/ 19



KAPITEL 2. VEKTOREN

Q
a b
P € R
Fur die Koordinaten gilt entsprechend
C 1 C 111
a1 by a+ by
e=a+b= Lal L+l pl L =1L gJ+p, [ 1
as s as + b

Mit

—

QP = —PQ

wird die zua= 5@ entgegengesetzte Verschiebunga bezeichnet. Insbesondere gilt

at(—a) =0, a+0=a:

Beispiel:
Fur die Punkte

P=(1;11); Q=(4;27); R=(1;43)

werden die Vektoren

PR= PO+ QR
und
. N I I B
RP=RQ+QP=-PQ+ —-0OR
berechnet.
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2.2. ADDITION VON VEKTOREN

Wie in der Abbildung illustriert ist, gilt f ur die Koordinaten

4—1 1-4 3 -3 0
eza+ph = [2b1 Cadlgl o A1l 43 =131 1
/-1 3—7 6 —4
4—1 1-4 3 -3
—b+(—q) = [2l4 g1l p C=1C—p [} =1 1
7—3 1-7 4 —6 —2
= —€

Beispiel:

Unter einer schiefen Ebene versteht man eine Ebene, die gegenidorizontale geneigt ist. Wie
man in der Abbildung sehen kann,ésst sich die Gewichtskraffs in zwei senkrecht zueinander
stehende Komponenten zerlegen (Zerlegung einer Kraft mit &l des Kmfteparallelogramms):

f‘G:f'N+f‘H:

Senkrecht zur schiefen Ebene wirkt die Normalkraffy. Parallel zur schiefen Ebene wirkt
abwarts die beschleunigende Hangabtriebskraft .
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KAPITEL 2. VEKTOREN

2.3 Skalarmultiplikation

Der Vektor saentspricht einers-fachen Verschiebung, d.h.
C 1 C 11 1

a Sa;
s [g) =13, 1
as Sag
Speziell ist = 0.
A
S {--- - :
a |l ‘ sa
a | |
1 1 >
a Sy

Beispiel:
Die Seitenhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich im &enpunkt S mit dem Ortsvektor
1 L1 1
8= - a+b+e :
3
C
Mb Ma
A M, B

22 }% http://www.mathematik-online.org/



2.4. BETRAG

Um dies zu veri zieren schreibt man die Ortsvektoren der Punkt@uf der Seitenhalbierenden
AM , in der Form
1 1

1 1
p=at+tt(m—4=1at+t §b+ é13—4:31; t []Q; 1]:

Fur t = 2=3 ist p= - der Schwerpunkt teilt alsoAM , im Verhaltnis 2 : 1. Entsprechendes gilt
fur die SeitenhalbierenderBM, und CM..

2.4 Betrag
Der Betrag vona= E_Q ist die Lange des Pfeils vor® nach Q bzw. von O nach A, d.h.,
—1
(A= ai+ad+ap:

Insbesondere is{sg = [s||4].
Ein Vektor mit Betrag 1 wird als Einheitsvektor bezeichnet. Min benutzt die Schreibweise
»=v=v| fur einen normierten Vektor.

2.5 Dreiecksungleichung

Fur eine Summe zweier Vektoren gilt
la+ 1 < |4 + [

mit Gleichheit genau dann, wenna und B parallel sind, d.h.a= sh.

a4 b

2.6 Rechenregeln

Fur Vektoren gelten die folgenden Rechenregeln:

e Kommutativgesetz
a+b=D+a

* Assoziativgesetz:
at(b+e=(a+hH+ ¢

e Distributivgesetz:
s(a+ D) = sa+ sb
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KAPITEL 2. VEKTOREN

Beispiel:

Ein Flugzeug iegt mit 800km/h nach Osten bei einer Windgeschimdigkeit von 50km/h aus
WSW.

T+Y .
d
O T 7 T+p
Identi ziert man die horizontale Achse mit Osten und die vertilkale Achse mit Norden, so
bezeichnet 1 [ 1
800
B 0
den Geschwindigkeitsvektor des Flugzeugs und
1
_ 50co0s(=8)
~ 50sin(=8)

entspricht der Windgeschwindigkeit. Nach einer Stunde ist dasligzeug also bis

1 I

gty = 800+50cos(=8) _ 84619
y= 50 sin(= 8) 1913

ge ogen. Bezeichnetp die orthogonale Projektion vony auf die Gerade in Richtung vonx, so

setzt sich die Gesamtgeschwindigkeit aus der Komponente

- 10 ]
800 +50cos(=8) _ 84619

X P= 0 = 0

nach Osten und der Drift

1 L 11 [
0 — o0

50sin(=8) 1913

0= x+y—(x+ 9=

nach Norden zusammen.

24 }% http://www.mathematik-online.org/



Kapitel 3

Skalarprodukt

3.1 Winkel

Fur ;0 & 0 bezeichnet man mit

[(alD) L]0 ]
den kleineren der beiden Winkel, den die mit den Vektoren assiezten Pfeile in einem gemein-
samen Scheitelpunkt bilden.

Carhy

y

.

Die beiden Vektoren sind orthogonala [Blwenn der Winkel gleich =2 ist. Dabei vereinbart
man, da der Nullvektor auf jedem Vektor senkrecht steht.

Beispiel:
Die folgende Abbildung veranschaulicht einige typischesffle.

A A

7,b) = Q,b)=m
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KAPITEL 3. SKALARPRODUKT

3.2 Kosinussatz

In einem Dreieck gilt #ir den der SeiteAB gegemberliegenden Winkel

& = a’ + ¥ — 2abcos :

B
a C
Y A
b

Als Spezialfall ermlt man fur = =2 den Satz des Pythagoras? = a? + 7.
Beweis:
Der Beweis benutzt den Satz des Pythagoras.

a h C

P q

b

R
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3.3. SINUSSATZ

Es qilt
C=h+; h=a—pf

sowie
g= b—p; p= acos:

Damit erhalt man

¢ = (a8 =p)+(b—p)’
a®—p’+ B —2(acos )+ p?
a’ + b? — 2abcos ;

wie gewinscht.

3.3 Sinussatz

In einem Dreieck

sin _ sin _ sin
a b c
oder
sin :sin :sin =a:b:c
Beweis:

Zur Herleitung des Sinussatzes unterteilt man das Dreieck mit i der Hohen jeweils in zwei
rechtwinklige Dreiecke.
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KAPITEL 3. SKALARPRODUKT

Mit den Bezeichnungen in der Abbildung gilt

Damit folgt
. . h h
sin :sin = —-:—=a:b:
b a

Die mbrigen Verhaltnisse l®nnen analog hergeleitet werden.

3.4 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist durch
ab = |40 cosl{atb)
= aily + alp + ashy

de niert. Insbesondere ist
a-a= |4°

und
ab=0 < alnl

Aus der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes folgt
ab=D-a

sowie 1 1
sa+rb -e€e=sa-e€+ rb-€;

d.h. es gelten diedr Produkte mblichen Rechenregeln.

Beweis:

Die Aquivalenz beider Darstellungen folgt aus dem Kosinussatz:

lel? = |&* + B> — 2l&l[b| cos :
Bringt man alle Quadrate auf die linke Seite, so esit man
Gro+rg—(ai+ai+ay) —(h+ G+ 1)
Nach Substitution von ¢ = (ky — &) heben sich alle Quadrate auf, und die verbleibenden
gemischten Terme stimmen mit dem (-2)-fachen des Skalarprddas eiberein.
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3.5. ORTHOGONALBASIS

Beispiel:

Das abgebildete Dreieck besitzt die Eckpunkte

A=(6;0); B=(4;4); C=(0;0)

und es ist
. I:4I 1 _ I:GI 1 _ I:é 1
a=CB= , b= CA= o 7 ®=BA= _,
B
a] &1
Y
C A
b1
Der Winkel lat sich mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen:
C 1 1T 101
4 6
Cos:||4!! "j_!! :|: ‘?’4_:%£_I
4 116 6 32 2
4 Lo U
Man erhalt = =4, wie auch unmittelbar aus den Koordinaten ersichtlich ist.

Anhand des betrachteten Beispiels kann auch der Kosinussatberpreft werden. Es gilt
le® — &> — > = 20 — 32— 36 = —48;

was mit
Vo Vo
—2|¢|[fjcos = —2(4 2)6= 2

ebereinstimmt.

3.5 Orthogonalbasis

Eine Orthogonalbasis besteht aus drei paarweise orthogonalektoren t, v, w, jeweils ungleich
0.

H% http://www.mathematik-online.org/ 29



KAPITEL 3. SKALARPRODUKT

Wie in der Abbildung illustriert ist, | asst sich jeder Vektora als Linearkombination

a a-v a W
oz (B, (@Y (@ W
| ¥ |
darstellen. Die Summanden sind die Projektiones,, 4,, @y, auf die durch die Basisvektoren
erzeugten Achsen, undeir die Koe zienten gilt

2 2 2
A A L

2 2 2
T T

Sind die Vektorent, ¥, w normiert (|t| = |v| = |w| = 1), so spricht man von einer Orthonor-
malbasis. Speziell ist —1 01

a
La) L=l + ay + ae

el?:

as
fur die kanonische Orthonormalbasis
11 [ 11 | [ 11 |
1 0 0
g= Lol 1g= 3l 1g = Coll 1
0 0 1

des kartesisches Koordinatensystems.

Beweis:

Dass sich jeder Vektora als Linearkombination
H+ v+ w

darstellen ksst, ist geometrisch unmittelbar einsichtig.
Zur Bestimmung der Koe zienten bildet man die Skalarprodukie mit den Basisvektoren. Da

d-4= |t)® ¥-4=w-4=0;
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3.5. ORTHOGONALBASIS

folgt auf Grund der Linearitat des Skalarproduktes
ad=(d+ v+ w) 4= |4

Analog besstigt man die Formeln fur und . Die Formel fur die Quadratsumme der Koe -
zienten veri ziert man durch Ausmultiplizieren von

le’=(t4+ v+ w) (4 + v+ w):
Aufgrund der Orthogonalitat der Basisvektoren erlalt man
- B R R Vi
Man sieht ebenfalls leicht, dass die Di erenzvektoren zu denr&jektionen,
a—Hd;, a— Vv, a— W;;
jeweils senkrecht auf den entsprechenden Basisvektoren stehi@eispielsweise ist

(A—d)-"4=(~v+ w) -4=0:

Beispiel:

Bzgl. der orthogonalen Basis

I:1II:I I:ll 1 :Il L1
g= 1 5= C—h 1 w= [ 1
0 1 2
besitzt der Vektor C 11

1
a= l_—gIIZleX+2e),+4eZ
4

die Koe zienten

A ]
a'j‘ L B | B B |
|4 2 0 4 2
) e
- a';"-ll_lll | | =
M3 4
L)
- a'?:}I 1 CIoIr=1.
w6 5 4 2
Man erhalt somit die Darstellung
CArar 1 e 0
‘8.:§-|1“+"—!|._|=|=|| Jll |
2 9 1 2 2
I:lll:l
S Y | -
4
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KAPITEL 3. SKALARPRODUKT

Die Korrektheit der Koe zienten kann man auch durch Bilden des Betragseberprafen. Man
erhalt
le°=1+4+16=21;

was mit

9 9
o2+ e FlwR= So2+103% 206

ebereinstimmt.
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Kapitel 4

Vektorprodukt

4.1 Vektorprodukt

Der Vektor
€= axb

ist zu -aund b orthogonal, gema der ,Rechten-Hand-Regel orientiert und hat die lange
nnn|
%H: Ela' H-sin([(&lD)) ;

die dem Flcheninhalt des von den Vektoremund Baufgespannten Parallelogramms entspricht.

Mittel nger
A

€1

Zeige nger

Daumen
N
Insbesondere giltax b= 0 fur -alfiund ax ’DE: Ea' Hfur -al[B1
Alternativ | asst sich das Vektorprodukt durch
—1
ahs — aghy
axb= Cak —ab 1
ail, —ay

de nieren.
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KAPITEL 4. VEKTORPRODUKT

Beweis:

Um die Aquivalenz beider De nitionen zu zeigen, beobachtet man zechst, dass beide Dar-
stellungen linear inaund B sind, d.h. kompatibel mit skalarer Multiplikation und Additio n von
Vektoren. Fur die Koordinatendarstellung ksst sich dies unmittelbar nachrechnen. Lediglich
die Additivit at ist fur die geometrische De nition nicht o ensichtlich.
Man beweist zumchst, dass 1 [
—b
g xb= ¢ L[
0

A

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, erlt man das Vektorprodukt, indem man den Vektoi
auf die xy-Ebene projiziert und dann um den Winkel =2 dreht. Da die Lange der Projektion

%%in(f@:b))

ist, ergibt sich die obige Formel.

Aus der speziellen Darstellung folgt die Linear#t in der zweiten Komponente durch direktes
Nachrechnen, denn man kann 0.B.d.A. die Richtung des ersten Veks als € wahlen. Analog
lasst sich die erste Komponente behandeln.

Es genugt nun, die Aquivalenz der De nitionen fur alle Kombinationen der kanonischen Basis-
vektoren g, §, € zu uberprefen.

Fur den Flacheninhalt A des Parallelogramms wird die Bnge der Grundseitéd mit der Hohe
multipliziert, f ur die gilt ] ]
h= |4 sin [(alb) :
Somit folgt O] O]
A=l [g sin L&D = |axD:

34 }% http://www.mathematik-online.org/



4.1. VEKTORPRODUKT

Beispiel:

Zur lllustration der De nition wird das Vektorprodukt €der Vektoren

I -l
a= 1 ng b= 311
2 0

berechnet.
Ein zu aund D orthogonaler Vektor ist

I:Ill:l

L1 [
1=2

der bereits die richtige Orientierung besitzt. Aus

ab_ 9, _

ey 33 2

cos(altb) =

NI

folgt [(alb) = =4. Damit ist

Iﬂ=rdm9anm:3.§%.j§:9

und folglich
1 C a1 1
-1 —6
e= [ [C=1Cg [
1=2 3

Alternativ erh alt man mit der analytischen De nition auf einfache Weise
I S | I I 11 1

2 3 1-0—
e= CIAC3IC=10213—
2 0 2:-3—

]
-3 —6
.0 L=1L g L1
-3 3

R NN

Beispiel:

Fur die Standard-Basis gilt

BXG=8 §XG=8 BXE&™§
&xXg=0 §x§=0 €xg=0:

Entsprechende Formeln gelteneir eine beliebige, gem der ,Rechten-Hand-Regel\ orientierte
Orthonormalbasis.
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KAPITEL 4. VEKTORPRODUKT

Beispiel:

Auf ein Elektron mit der Ladung —e, das sich mit der Geschwindigkeitr in einem Magnetfeld
B bewegt, wirkt die Lorentzkraft

= ebx«~;:

Dies bewirkt bei der abgebildeten Versuchsanordnung eine Auskeing des stromdurch ossenen
Leiters in Richtung f~.

4.2 Regeln fur Vektorprodukte

Fur Vektorprodukte gelten die folgenden Rechenregeln:

e Antisymmetrie ]
axb= —Dbxa
e Linearitat
1 1 1 [ 1 1 1
1Bt B X it B = e xXD + g X +
1 1 1 1
2 1 &XD + ;& XxXDh

Grassmann-ldenti&t

(axpP xe=(a-gb—(b-©4a

Lagrange-ldentitat

(axb)-(exd)=(a g(b-d —(a A 9
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4.2. REGELN FUR VEKTORPRODUKTE

Beweis:

Die Antisymmetrie und Linearitat ist unmittelbar aus der Koordinatendarstellung des Vektor
produkts ersichtlich.
Zum Beweis der Identiaten kann man o0.B.d.A.a = § annehmen und muss aufgrund der
Lineariat in © nur die Falle ® = g und B = & betrachten; fur a = B sind beide Seiten der
Identit aten trivialerweise Null.
Im ersten Fall erbalt man fur die linke Seite der Grassmann-ldentit

C1C_ 1C 1C 11 C 1

0 C —C
(& xg) x€= Loll Il gl =1L _F [-1
1 Cs 0
Dies stimmt mit der rechten Seite
C§ — G
eiberein.
Die Lagrange-ldenti®t lautet in dem betrachteten Spezialfall 6= 6, b= §))
I:Ol 1 —1
Col 1 ... C=Tl,d, — c,d :
1 C1d2 - Czd]_

ist also o ensichtlich ebenfalls korrekt.
Analog argumentiert man #r D= €.

Beispiel:
Die Linearitat kann vorteilhaft bei parallelen Vektoren ausgenutzt weren. Beispielsweise ist
[ "O” IIlIIIIIIIIOII IIlIIIII
[IECYN | QW | NP | N/ I O | oW P I | I I I
1 0 1 0
C I I 1 111
0 1 1 0
= 6 Lol 1211l gll1
1 0 0 1
1 C1C 1 1
0—2 —10
- 53l o C=1C§ [
0—0 0

Die Grassmann- und die Lagrange-ldeniit fehren Vektorprodukte auf einfacher zu berech-
nende Skalarprodukte zuick. Beispielsweise ist

I_I_I:L_II_I;OII_I_I_II 12I 1 L 11 C_1C_1C_1 1

— 0 1 -1
T RIS IR I g = I —h CAC=1C—p [
3 2 0 2 3 -3
und L1 1 IcrIrmrri1 i 1
1 0 —2 3
LI DI I g ILTTHT Ty CxIL gILTEH.6—12.1=—12
3 2 0 3
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KAPITEL 4. VEKTORPRODUKT

4.3 Epsilon-Tensor

Der "-Tensor

"k CFL01Y ik 123},

ist Null bei zwei gleichen Indizes und hatefr paarweise verschiedene Indizes die Werte
"123 = 231 = 312 = 1,
"132 = 213 = "321 = —1l:

Er ist also invariant unter zyklischer Permutation undandert bei Vertauschung von Indizes das

Vorzeichen.

Beispiel:

Mit Hilfe des "-Tensors &sst sich das Vektorprodukte= a>xBin der Form

schreiben.

C =

jk=1

1
",k 0
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Kapitel 5

Spatprodukt

5.1 Spatprodukt
Das Spatprodukt
O O
ab;e = a (0% = a(lnc; —bey) + ax(ey —nes) + ag(bic, — byey)

stimmt bis auf Vorzeichen mit dem Volumen des von den drei Vesiten g, B, € aufgespannten
Spatseiberein. Es ist positiv, wenn die Vektorera, B, €gema der Rechten-Hand-Regel orientiert
sind.

Mit Hilfe des "-Tensors &sst sich das Spatprodukt auch in der Form
O OO E1

a,b;€ = "i.j kil G

ij.k=1
schreiben.
Beweis:
Mit

_ bxe

B>

ist -

@DD m
h=|g [Cos CAd F |a-d

die Hehe des Spats. Dd = [Bx g der Flacheninhalt des schra erten Parallelogramms ist,
erhalt man fur das Volumen

bxe — et Al -
D 4 x4 = |[aDb;4:

hf =

[l 111

CLIT]
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KAPITEL 5. SPATPRODUKT

5.2 Volumen eines Tetraeders

Das VolumenV eines Tetraeders, der von den Vektores, B und € aufgespannt wird, ist

- 1 e .
V= Zliebi 4l

Beweis:
Das VolumenV eines Tetraeders berechnet sich als

1

V = —Gh;

3
wobei G die Grund ache undh die Hehe bezeichnet. Bercksichtigt man, dassG halb so gro
ist, wie die Grund acheGgp,: des von diesen Vektoren aufgespannten Spats, so&tman

1 1

1
V= EGSpath = EVSpat = él['a;b;@l

mit Hilfe des SpatvolumensVsp,t.

Beispiel:
Das VolumenV des Tetraederles, (?(Ier V(I)I‘l dep Vellftoreln — 1
0 1 0
1 0 0
aufgespannt wird, betmgt
1
V= él[a;b;ﬂl
IC M 11 1C 1
1 0 1 0 -
= - A C T 2111
6 L
1 0 0 -
| I | |
1 0 H
- A gl
60 1 o O
— 2_ 1-
6 3
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5.3. EIGENSCHAFTEN DES SPATPRODUKTS

5.3 Eigenschaften des Spatprodukts

Das Spatprodukt ist linear in jedem Argument und besitzt damber hinaus die folgenden wei-
teren Eigenschaften.

» zyklische Vertauschung:
[ab;4 = [Db; e, 4=[€;aY
e lineare Abhangigkeit:
[aD;4=0 <= 0= a + D+ €;

mit mindestens einem Skalar; ; ungleich 0.

e Orientierung:
[ab;4> 0

fur jedes Rechtssystem.

5.4 Berechnung von Koordinaten

Spannen die Vektorend, v und w ein echtes Spat auf, soaksst sich ein beliebiger Vektor als
Linearkombination

X= °H+ v+ W
darstellen mit den Koe zienten

_bsviW, _ Dewid, _ [oud

T v W [v; w; 4’ [w; t; 4

Beweis:

Bildet man fer
= d+ ¥+ W

das Skalarprodukt mitv < w, so erhalt man wegenv: (v < w)=0 = w: (VX W)
X-(¥WX W= d - (¥xXWwW)

bzw.

_bsviw
TR &

da ¢, ¥ und w ein echtes Spat aufspannen, d.hd[v;w E 0 ist. Fur und verfahrt man
entsprechend.
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Beispiel:
Um den Vektor |:|2 1
x= [g [1
2
als Linearkombination der Vektoren
C 11 11 C1C 1
0 1 0
1 0 0

darzustellen, berechnet man zuachst

[t v;W=[v,;w,;d=[w;t;§=2
v, W =4, [w,d=—4 [x44=8:

Die Koe zienten erh alt man dann als Quotienten der entsprechenden Spatprodukte

4 4 8
* 21:1 ZV 2w 24— 2v+4w
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Kapitel 6

Geraden

6.1 Punkt-Richtungs-Form

Die Punkte X auf einer Geraden durchP mit Richtung t lassen sich in parametrischer Form
durch

ID—?:tﬁ; t (R

darstellen.

Entsprechend gilt
Xi=pi+tu; 1=1;23;

fur die Koordinaten des Ortsvektorsx.

Beispiel:

Die Abbildung veranschgutightgig; Punkt-Richtungs-Form eineGeraden g mit Aufpunkt P =
(1;3) und Richtung ¢ = _21 . Der markierte Punkt X der Geraden hat den Parameterwert
t =3=2.
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4
Al P - - ]
3
U —1.5
2r i
X
I:ll 1
1r IE| 3 1
[ 1II 11 3 L 11 I4\l I
. | o3 Y 15 T s
=1 0 1 2 3 4 5 6
Eine Parametrisierung der Geraden ist
[ 1|| I I 2| 1
g:x= 4 +t ;o tIR

6.2 Zwei-Punkte-Form

Die Punkte X auf einer Geraden durch zwei Punkt® £ Q lassen sich in der Form
P_>_(' = tE_Q; t [RI;

darstellen. Die Parameterwerte [[0; 1] entsprechen dabei der Strecke Q.

Q

X
Entsprechend gilt
Xi=pitt(G—p);, 1=1;23;

fur die Koordinaten des Ortsvektorsx.

Beispiel:

Fur t [[D;1] teilt der Punkt X die StreckePQ bei der Zwei-Punkte-Form im Verfaltnis
t . (1 —t). Insbesondere entspricht der Mittelpunkt zwischen den Punkte P und Q dem
Parameterwertt = 1=2.
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6.3. MOMENTENFORM

P
3, |
C 101 X
27 E 1 1
3
=(5,1
1r |l|| ||5|1| ||3| 5. 1)
1 N =
X3 3 *i -3 2
% 1 2 l 4 5 6
Eine Parametrisierung der abgebildeten Geraden ist
| 1|| | I 5| 1 1
g:x= 4 + t 1-3 t (R

6.3 Momentenform

Die Punkte X auf einer Geraden durctP mit Richtung t lassen sich durch

beschreiben.

Entsprechend gilt #ir den Ortsvektor

AXH= € €= pPpX4H:
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Beispiel:

Die Momentenform einer Geraden kann verwendet werden, unmsfeustellen ob ein gegebener
Punkt X auf einer Geraden liegt. kir das abgebildete Beispiel ergibt sicheif den Punkt X ;

LTI 1 i1 L1
5 1 2

PX;x4 = L[CLCRICACZICTEIC ) 1
0 0 0
I | 1 11 | 1 ]
4 2
= [—p I
0 0
0
= 1 0 IZb:

4.(-1)—2-(-2)

Fur den Punkt X, erhalt man hingegen
[

1 | ] 1 |
2:5 2

PX,xt = L[ =b Il [
0 0
1 [ 1 | ]
0 0
- [ 0 L=-I1[ d [Lghb:
25-(—1)—2:-(—2) 1.5
4
P =(1,3) I:l2 1
37 ——— _1 1
|PX2X
27 ) n
P X
1t PX; . =6,1) |
X, =(3.51)
O 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

6.4 Abstand Punkt-Gerade

Die Projektion X eines PunktesQ auf eine Gerade durch? mit Richtung t erfullt

P_)_() = t-u, t= w
|42
Daraus ergibt sich der Abstand als

g= 1@=9 x4
|+
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6.4. ABSTAND PUNKT-GERADE

Beweis:

Fur die Projektion X des PunktesQ auf die Gerade steht der VektoDT@ senkrecht aufu. Dies
lasst sich durch Bilden des Skalarproduktaberprefen:
1 1

vr- S (a—9 -t
XQ = q ﬁ+ |‘U|2

—PH
H -u:(q—p)-u——(ﬁlﬂl? [4>=0:

Nach De nition des Kreuzproduktes gilt

C 11 [1T11
[ax<D = |4 Qg sin [&D

und damit fur den Abstand d:
11 [T11

L %6@ %é@ [ OO %@Qm sin CPO;

in CPQ;4 =
|+

_la—9 x4
Wl

Beispiel:

Projiziert man den Punkt Q = (3; 3; 3) auf die Gerade

2 1
g: L}
3 1
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erhalt man als Projektion den Punkt mit Ortsvektor

LTI II 1 ICT T I ]
3 2 1
CIC QI BIC I IL T T 1 g
2 1
|‘H|2 12+12+12
3 1
I:le:l Illl 10 3|| ]
. et 1t2 1401 s
3 3 1 4
Der Abstand ist
11 1 1L
1 1
[ 2 1L 1l 1II_I —
0 1 U @+o2z+0-12+1—-22 _ V-
d= -\v/é = 3 = 2

in Einklang mit

%H% 1 V_
o) (3—32+(3 —22+(3 —42= 2:

6.5 Abstand zweler Geraden

Der Abstand zweier durch die PunkteP, Q und Richtungen 4, ¥ gegebener Geraden ist

g PQiey
x4

falls ¢ [1M. Fur parallele Geraden gilt

Man bezeichnet zwei Geraden als windschief, wenn sie nicht gkl sind und einen positiven
Abstand haben.
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6.5. ABSTAND ZWEIER GERADEN

Beweis:
Bezeichnen
X= P+ sH; y= g+ tv
die Ortsvektoren der Punkte lirzesten Abstandes, so ist
XY = PO+ tv— sy
orthogonal zu beiden Richtungsvektoren, also parallel zu
€= UX V!

Da die Lange eines Vektors gleich dem Betrag des Skalarproduktes minem parallelen Ein-

heitsvektor ist, folgt

und damit die geweinschte Formel.

Fur parallele Geraden kann man die Formekif den Abstand eines Punktes von einer Geraden
anwenden.

Beispiel:
Die Geraden CI1C 1 C 11 CI1C_ 1 C 1 1
1 1 3 1
g: 2} Ll dp: C3l} C—p 1
3 1 3 1
haben einen Abstand von
_I_ls_lul_lll_l_l_ll_l_ll_ll 1 I1 I |
%ﬁ [% [(RIC I 21T ITNT hI1C 1 —p [T
PQ;d;v 3 3_| 1 1 ]
d: = .!—!. 1 ! I
|t < v =l 1 H
101 —p [
1 1 O
IC_ 1 [
2 3 H
I p 1
0 -3 O V_
-9 V3

Beispiel:

Geht man von den vereinfachenden Annahmen aus, dass Flugzeugé direktem Weg vom
Start zum Ziel iegen und die Flugbahn aus Geradensitken besteht, so erilt man fer einen
Flug von Stuttgart (S) nach Kopenhagen die Steig ugbahn
I:I8 L1
g:SX =s 18 - 1s ]q; 8]
1
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und fur einen Flug von Frankfurt (F) nach Kairo

L1 [ 1
34

h:FX =t C=B1 -1t qu: 3
4

Legt man den Koordinatenursprung nach Stuttgart, so hat Franfurt die Koordinaten F =
(=50, 150 —1-4), gemessen in Kilometern. Die beiden Flugbahnen haben somiten Abstand
von

11 I | I I I O | o O I A O
—50 0 8 34 —
(T T hso LIl QIL T ITHT hd [ <1l —B7 I I_I
d = —1= e B e e il mm | 4 -
8 34 H
14 L1l —By L[]
L1 4 LU
] 1 (p|
—50 95
hso L1 2 1
_ —1=4 —792 U 4252
"9 +22+7922 636293
30
Kopenhagen
200 1
Frankfurt
100 g
O, i
Stuttgart
Kairo
_10 ! ! ! L
—100 0 100 200 300
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Kapitel 7

Ebenen

7.1 Parameterdarstellung einer Ebene

Punkte X auf einer Ebene durchP, die von zwei nicht parallelen Richtungend und v aufge-
spannt wird, erfullen o
PX = st+ tv; s;t (R

Entsprechend gilt
Xi=pit+su+tvy; 1i=1;23:

fur die Koordinaten des Ortsvektorsx.

Beispiel:
Eine Ebene E sei gegeben durch den Punkt = (1;2;3) und die Vektorent = (2;0;0)" und
v=(1;51), dh. e | e | s o |

1 2 1

E:x= L2ll+ kL gll o} L2l st (R

3 0 1

Dann liegt X = (1;1;2) auf der Ebene, denn es gilt
I:OII:I
R e
-1
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|:1||:|
Andererseits liegtX = (0:0;0) nicht auf der Ebene, denn es isPX = [=ALudd das Glei-
-3
chungssystem [ [ I | |
2 1 -1
s [oIl} p=1r—A3C 1
0 1 -3

hat keine Losung, wie man an der zweiten und dritten Zeile sehen kann.

7.2 Drei-Punkte-Form einer Ebene

Fer Punkte X auf einer Ebene durch drei PunkteP, Q, R, die ein echtes Dreieck bilden,
verschwindet das Spatprodukt:

[—)7; EQ;Eﬁ] =0:

Mit Hilfe von Determinanten lasst sich die Ebenengleichung auch in der Form

Pr G i1 Xz
P2 @ r2 X2|=0
Ps G I's X3
1 1 1 1
schreiben.
Beispiel:

Eine Ebene sei gegeben durch die Punkie=(1;2;3), Q=(3;23) und R = (2; 3;4).
Dann liegt X =(1;1;2) auf der Ebene, denn es gilt
LI I I I o1 1c 1
L 0 0 0
[PX; PQ;PR] = LML T M [l A=}
-1 0 1 -1 2
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7.3. HESSE-NORMALFORM EINER EBENE

Andererseits liegtX = (0;0;0) nicht auf der Ebene, denn es gilt
CIT I I 11T I TIT 11

_ —1 2 1
[PX:PO:PR]= I Mgl M3 T 34 — 6= —250
-3 0 1

7.3 Hesse-Normalform einer Ebene

Der Ortsvektor % eines PunktesX auf einer Ebene durchP orthogonal zu einem Normalen-
vektor 1 erfullt

x-A=d; d=p -A:
Bei der Normalform wird dabei|n| = 1 und d = 0 angenommen. In diesem Fall ist der
Abstand der Ebene zum Ursprung.

Beispiel:
Eine E@ﬁ,sel gegeben durch den Punk® = (1;2;3) und den normierten Normalenvektor
a L
31

Es ist C I 1 C 111

1, 2

d= L2l J1211=§;
3 31

d.h. die Ebene hat die Normalform
2 2 1
E : §x1+ §x2+ §x3=3:
Dann liegt X = (4;0;1) auf der Ebene, denn es gilt

x A= %(8+0+1): d:

Andererseits liegtX = (0;0;0) nicht auf der Ebene, denn es ist
x-A=0&d:
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7.4 Umrechnung zwischen den Ebenendarstellungen

(i) Eine Ebene E sei gegeben durch einen Punkt sowie zwei nicht parallele Vektorerd; v, d.h.
sie besitzt die Parameterdarstellung

E:x= p+su+ tv; s;t

Man erhalt zwei weitere PunkteQ und R, die ebenfalls auf der Ebene liegen und mR keine
Gerade bilden, durch
g= p+ H; += pt+ v:

Der Normalenvektor 1 steht senkrecht aufd und v, ist also parallel zutd < v. Der normierte
Normalenvektor #ir die Hesse-Normalform ist somit

HXY
[t

wobei das Vorzeichen [{+1;1} so gevahlt werden muss, dassl = p- A positiv ist.

(i) Eine Ebene E sei gegeben durch drei PunktE, Q und R, die ein echtes Dreieck bilden,
d.h. sie besitzt die Drei-Punkte-Form

] ]
E: x—p g pt—p =0:

Man erhalt zwei Vektoren, die die Ebene aufspannen, durch
H= EQ; v= PR:
Aus diesen Vektorenésst sich wie in (i) beschrieben die Hesse-Normalform gewinnen.

(i) Eine Ebene E sei gegeben durch einen Puni& sowie den Normalvektorn, d.h. sie besitzt
die Hesse-Normalform
E:x-f°=d;, d=p «

mit 1° = .sa9n und [{3F1;1} so gevahlt, dassd = 0.
Man erhalt zwei Vektoren, die die Ebene aufspannen, indem man zwendiar unablangige
Vektoren senkrecht zun sucht. Zum Beispiel kann man

H=AXX V¥=NAX4H,;

wahlen, wobeix ein beliebiger VektorEl A ist.
Aus diesen Vektorenasst sich wie in (i) die Drei-Punkte-Form gewinnen.

Beispiel:

Eine Ebene E sei gegeben durch die Punkte

P=(7;20); Q=(1;-62); R=(-1-83)

E: b 201 sd— [—dlsd— [—glTdlo:
0 2 3
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Zwei Richtungen, die die Ebene aufspannen, aelh man als Di erenzen der Ortsvektorenp, ¢

und +: T — ]
4= PO= (=g ly= pR= [—g0[ 1
2 3

Damit ist eine Parameterdarstellung der Ebene

Y | s Y )
7 —6 —8

E:x= L2+ kgl +} L-abl; Is;t (R
0 2 3

Ein Normalenvektor ist

I | I 11

—24+20 —4

A= uxv= L=de+18L =1L 21 1
60— 64 —4

Normierung ergibt |:4“:|
= [20L 1 H113
—4
Fur die Hesse-Normalform muss so gevehlt werden, dass
L1 [ 1
—2=3
d= (7,20 L3 L1
—2=3
nicht negativ ist, also = -1. Damit erhalt man

2 1 2
o — Ty + Syl =
E : 3X1 3X2 3X3 4

7.5 Abstand Punkt-Ebene

Der Lotvektor eines PunktesQ auf eine Ebene E durcH® mit Normalenvektor 1 ist

U]
Ol

‘A
a2

X3 = A

Seine lange
_IPQ: A
|7

ist der Abstand der Ebene zuQ. Der Punkt X mit Ortsvektor

wird als Projektion von Q auf E bezeichnet.
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Beweis:

Das Skalarprodukt

PO-f=cos [PO[A| = xdA|

ergibt das|n|-fache des Abstandes zwischéd und der Ebene, wobei das Vorzeichen angibt, ob
Pé auf die gleiche Seite wia zeigt. Damit ist

_IPQ: A
A
und _ —
— n_ PQ-ANR _ PQ-A
XQ=2d—= ——=
| Al A >
Beispiel:
2
Fur die Ebene durch den PunktP = (1;2;3) mit Normalenvektor 1 = LiIlsdll der Abstand
2
d des PunktesQ = (3;2; 3) sowie die ProjektionX auf die Ebene bestimmt werden.
Zunachst ist 111
2
PO= QI IPQ -A=4; |n=3:
0
Damit erhalt man 111
—. 42 4
XQ =- I dg= 2
9 5 3
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und errechnet schlie lich 11
19

L1ql 1
19

x= g—XQ =

Ol

7.6 Schnitt zweier Ebenen

Der kleinere der beiden Winkel []Q; = 2] zwischen zwei Ebenen mit Normalenvektoren; ist
durch

A
cos' = | 1 2|
|7 ||
eindeutig bestimmt und
H= A X 1

ist die Richtung der Schnittgeradeng. Einen Punkt P auf g kann man durch Schnitt mit einer
der Koordinatenebenen bestimmen und e#lt dann

g:%x=p+ty, t LR,

als Parameterdarstellung vorg.

Beispiel:
Fur die zwei Ebenen, die jeweils durch die PunktB; = (1;2;0), P, = (0;1; 3) und die Norma-
lenvektoren I | I | .
1 0
A = =l 1, = g1
0 1
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de niert sind, soll der der Winkel ' zwischen den Ebenen und die Schnittgerade der Ebenen
bestimmt werden.

Es ist 1
A, - A
cos = Ml 1
[fulfe| 2
und damit
b= =3
Weiterhin ist 11
-1
= Ay x A, = =L 1
-1

die Richtung der Schnittgeraden g. Um einen PunkX auf g zu bestimmen, geht man von den
beiden Ebenengleichungen aus:

Ex i % A= A
d.h.

Ei:X;i—X%X,= -1

E,: —Xo+ X3=2:

Wahlt man x, = 0, ao folgt x; = -1 und x3 = 2. Eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden
ist somit C1C 1 C 11

g:x= Loll+t Ll It m
2 -1

Beispiel:

Es soll der Winkel zwischen 2 Fichen des regelmigen Tetraeders mit den Eckpunkten
P.=(:;0,0); P=(-100); Ps=(0;1 \/i); P, =(0;-1, \/5)

bestimmt werden.

Man verwendet z.B. die Ebenen durcliP,; P,; P; bzw. durch Py; P,; P4.
Fur die Normalenvektoren gilt dann

JR— —_— _2 _1 Y
Ry = PP, x PPy = Lol =1 b ]
0 2 —2
bzw. C1C 1C 1 11 1
L L —2 -1
i, = P1Py X P1Py = I—Q—“—x—"ﬁ-ll_ L=1l2 bL .1
0 2 2
Somit ist | | A L
A - o
COS = = —— = —
OF fafiml = Y2712 3
und man erhalt
' =7053:
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Quadratische Kurven

8.1 Ellipse

Fur die Punkte P = (x;y) auf einer Ellipse ist die Summe der Abstnde zu zwei Brennpunkten
F. konstant: L L
IPF_|+ |PF.| = 2a

mit 2a > |F_F./|.

= X

Ist F. = (£f; 0), so gilt fur die Koordinaten
X2 y2

_+_:1. - 2_f2.
7 5 - P=a X
und
2 b
re=
1—(f=a)?cos’

fur die Polarkoordinaten der PunkteP.
Eine Parametrisierung der Ellipse ist

X = acost; y = bsint

mit t []Q;2 ).
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Beweis:

Die Aquivalenz der Darstellungen kann man durch direktes Nachrechn eberprefen.
Um zu zeigen, dass

—— —— 2 2
IPE |+ |PF.=2a [TTl+Y%L=1; F=a—f2

az P
X

1

7 Oy
>0

und erhalt die zur linken Gleichungeaquivalente Beziehung

2
2] gt 42 O 17+ 2
>0

Erneutes Quadrieren nach Division durch @ liefert

guadriert man 1

=1+ y?

f2
a’+ 2xf + gxzz x2+2xf + f2+y?:

Mit Substitution von f2 = a? — I ergibt sich nach Umformung die Koordinatenform.
Zur Herleitung der Polarform
03
2 _

~ 1—(f=a)2cog"
multipliziert man mit dem Nenner und bericksichtigt

x2=(x*>+ y?cos('):

r

Damit folgt
2
a : b2X2 _
a

und Division durch &7 ergibt die Koordinatenform.

X2+ y2 —

Beispiel:

Bei einer Ellipse werden Brennpunktstrahlen in Brennpunktsthlen re ektiert.
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Zum Beweis vahlt man als Hilfspunkte das SpiegelbildR des BrennpunktsF.. an der Tangente
g und einen beliebigen PunkiQ £ P auf g. Da Q au erhalb der Ellipse liegt, ist

2a= [PF|+ [PFL| < |QFZ| + |QFL]:
Ersetzt man die StreckerP F,. und QF. durch ihre Spiegelbilder, so et man
IPF_ |+ |PR| < |QF_| + |QR|;
und folglich messenF_, P, R auf einer Geraden liegen. Damit istt(FLP Q) =
Diese Spiegelungseigenschaft wird bei der Zennmerung von Nierensteinen ausgenutzt. Die

Strahlen aus einer radialen Quelle im BrennpunkE_ kennen durch einen elliptischen Re ektor
im Brennpunkt F.. gelmndelt werden.

8.2 Parabel

Die Punkte P = (x;y) auf einer Parabel haben von einem BrennpunkE und einer Leitgerade
g den gleichen Abstand.

Ist F =(0;f)und g: y= —f, so gilt fur die Koordinaten
4fy = x2
und

_ A4f sin’
~ cog'

fur die Polarkoordinaten der PunkteP.
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Beweis:

Die Aquivalenz der Darstellungen ist o ensichtlich. Durch Gleichszen der quadrierten
Abstande, _
IPF?=x*+(y—1f)*=(y+f)* = (dist( P; )

erhalt man die Koordinatenform. Substitution von
X=rcos; y =rsin'

fahrt auf die Polarform.

Beispiel:

Bei einer Parabel werden parallele, senkrecht zur Leitgera@infallende Strahlen im Brennpunkt
gelrindelt. Dies wird bei Satellitensclsseln und Teleskopen ausgenutzt, um einfallende Signale
zu verswrken.

Zum Beweis bemerkt man, dass
[TTI1LC 1 I_OI (rrjirrric 11 i1 L1
X X X X

FP + QP = — + — =
Q y f y —f 2y
parallel zur Richtung der Tangente im PunktP,
L1 L1
1 :
x=(2f)
ist. Da _ _
[FP[=[QP];

folgt daraus die Gleichheit der Winkel [{EL P; R) und (R P; Q), wobei R den Schnittpunkt
der Tangente mitg bezeichnet.
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8.3 Hyperbel

Fur die Punkte P = (x;y) auf einer Hyperbel ist die Di erenz der Absande zu zwei Brenn-
punkten F.. konstant:

IPF.| = |PF.| = +2a

mit 2a < |F_F./|.

und
r<= —

1— (f=a)2cog’

fur die Polarkoordinaten der PunkteP. Die Asymptoten haben die Steigungtb=a
Parametrisierungen der Hyperbeiste sind

X = xacosht; y = bsinht

mit t Rl

Beweis:

Die Aquivalenz der Darstellungen kann man durch direktes Nachrechn eberprefen.
Um zu zeigen, dass

— — 22
PEI-IPFl=#2a [TT ;-3 =1; F=f’-a;
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guadriert man —

2 2 2 2
I_(x+f)|_|_|+_|y izﬁ (x—1)>+y
>0

und erhalt die zur linken Gleichungeaquivalente Beziehung

2 15 +da GCr )7 e 7
>0

Erneutes Quadrieren nach Division durch @ liefert
f 2
a’+ 2xf + gxzz x2+2xf + f2+y?:

Mit Substitution von f2 = a? + k? ergibt sich nach Umformung die Koordinatenform.
Zur Herleitung der Polarform
r’= — o
1—(f=a)?cog"

multipliziert man mit dem Nenner und bericksichtigt
x?=(x*+ y?)cos":

Damit folgt
2 4
NG

2 2 _
Xty 2

und Division durch —? ergibt die Koordinatenform.

Beispiel:

Zur Bestimmung der PositionP eines Schi es werden die Zeitdi erenzend  beim Empfang
von synchronen Radiosignalen von verschiedenen SendestatioRe verglichen. So ésst sichP
als Schnittpunkt der Hyperbeln mit BrennpunktenF;, F, bestimmen.
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Als konkretes Beispiel wird
F1=(—=20); F2=(0;2); F3=(0;-3);, F4a=(3;0)

und a;, = ag4 = 1 gewahlt. Die entsprechenden Hyperbelgleichungen sind

und man erhalt

fur die Koordinaten der meglichen 4 SchnittpunktesS;.

Wie auch aus der Abbildung ersichtlich ist, existieren vier asungen. Bei der Navigation ist
dies unproblematisch, da ein Kap#n wissen sollte, wo sich sein Schi ungefir be ndet, d.h.
welches die relevante ésung ist.
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