Priifung in Hohere Mathematik IIT 6. Marz 2007

Losungen zur Klausur
fiir mach, umw, fmt, bau, immo, tema, und zugehorige Technikpiddagogik

Aufgabe 1: (25 Punkte)
Gegeben ist das folgende Differentialgleichungssystem:

, (1 -1 —e®
()

Bestimmen Sie den Losungsraum.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Sei
1 —1
A:(l 3> )

Zunéchst wird eine Losung f des homogenen Differentialgleichungssystems mit der An-
fangsbedingung f(0) = e; = () bestimmt. Es ist

() wer-a()-()

Die Vektoren e; und A(e;) sind linear unabhéngig, jedoch ist A?*(e;) von ihnen linear
abhéngig; es ist ndmlich
Az(el) - 4A(€1) + 461 =0.

Die beiden Komponenten f;, fs der gesuchten Losung f des homogenen Systems erfiillen
also die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

y' — 4y + 4y = 0; (1)

die Anfangsbedingungen ergeben sich aus

Das zugehorige Polynom ist
p(X)=X?—4X +4= (X —2)°.

(Man hétte es auch als charakteristisches Polynom von A gewinnen kénnen.) Es hat 2 als
doppelte Nullstelle; ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (1)
besteht also aus den Funktionen

2x 2x

mit den Ableitungen
2e% (1 + 2z)e*.
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Die Komponenten fi(z) bzw. fo(x) der gesuchten Losung sind demnach Linearkombi-
nationen r1€%* + roze?®, wobei 7, und ry das lineare Gleichungssystem

G0 e 6)

16sen (mit der Wronski-Matrix des gegebenen Fundamentalsystems an der Stelle z = 0
als Koeffizientenmatrix). Es ergibt sich

ri=1,r,=—1 bzw. r =0,1ry=1.

Die gesuchte Losung des homogenen Differentialgleichungssystems ist somit

e?x o l,62:c
o= (7).
2x 2z
, (e = 2ze
f (ZL’) - (€2x+2xe2x)

o) = /) = 1) = (o L)

Wegen f(0) = (§) und ¢g(0) = (9) bilden f und g ein Fundamentalsystem von Losungen
des homogenen Differentialgleichungssystems mit zugehoriger Wronski-Matrix

Y, B 62x . I62$ _:EGZ:J:
(Q?) - erm 6232 + erw :

Weitere Losungen sind

sowie

Das Fundamentalsystem ist normiert, d.h. M(0) ist die Einheitsmatrix; folglich ist
M(z)™' = M(—x).
(Falls M (z) die Wronski-Matrix eines nicht normierten Fundamentalsystems ist, ist all-
gemeiner M (z)™' = M(0)"'M(—z)M(0)~1.)

Zur Gewinnung einer partikuléren Losung fp des inhomogenen Differentialgleichungs-
systems macht man gemé&fl dem Prinzip der Variation der Konstanten den Ansatz

folx) = e1(2) f(x) + ea()g(x)

mit differenzierbaren Funktionen ¢y, ¢y, deren Ableitungen dem Gleichungssystem

v () = ()
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so dass man ¢;(x) = e %, ca(x) = —e~* wihlen kann. Damit erhélt man als partikulére

Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems

o= ().

(Mit der Beobachtung, dass () ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 2 ist, hitte
man diese auch mit dem Ansatz f,(z) = ¢(z) (1, ) durch Losen der Differentialgleichung
d(z) = 2¢(x) — e gewinnen konnen.)
Der Losungsraum des gegebenen inhomogenen Differentialgleichungssystems besteht
aus den Funktionen )
Tlf + 1rog + f P

mit r1,T9 € R.

Prof. Dr. H. Hahl Seite 3 von 8



Priifung in Hohere Mathematik IIT 6. Marz 2007

Aufgabe 2: (10 Punkte)

In der z-y-Ebene ist die Menge G := {(z,y) € R*|0 <z < —y? + 4y — 3} gegeben.
Bestimmen Sie das Volumen des Drehkorpers, der durch Rotation von G um die z-Achse
entsteht.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Es ist —y? + 4y — 3 = 0 genau fiir y = 1 oder y = 3, also —y? + 4y — 3 > 0 genau fiir
y € [1,3].

Der Drehkorper ldsst sich also mit der Funktion r: R? — R: (y,2) — /92 + 22

beschreiben als
{(z,y,2) € R*[1 < 7(y,2) <3,0< 2 < —(r(y,2))* +4r(y, z) — 3}.
Sein Volumen erhélt man durch Integration iiber den Kreisring
B={(y,2) e R¥1<y* +2* <9}

als

V= [[0wa? a2 - 3 ayae.
B

Durch Einfithrung von Polarkoordinaten (r, ) in der y-z-Ebene (mit Funktionaldeter-
minante r) wird dies

2 3
V:/ / (—=r? 4+ 4r — 3)rdrdyp
o J1
2 3

1 4
= / [——7“4 +=r® — §7“2 de
0 _

(Als Alternative kann man mit den {iblichen Formeln fiir Drehkérper das Volumen auch
bestimmen als Differenz der Volumina der zwei Drehkorper, deren duflere Konturen
folgendermaflen beschrieben sind:

e durch die Gleichung y = 2+ +/1 — x beziehungsweise y = 2 —+/1 — x fiir x € [0, 1],

welche man aus x = —y? + 4y — 3 gewinnt

e oder durch die beiden Kurven, die durch ¢ — (—t? 4+ 4t — 3,t) fiir t € [1,2]
beziehungsweise fiir ¢ € [2, 3] parametrisiert sind.)
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Aufgabe 3: (15 Punkte)
Gegeben ist das Vektorfeld

x 0
g:R*—=R*: |y|— |0
z z

und die geschlossene Fléche
S={(z,y,2) € Rla*+y* < 1, 2 = 2(1—(2*+y*))}U{(z, 9, 2) € Rz’ +y* <1, 2 = 0}.

Berechnen Sie den Fluss von ¢ durch S

//(g°n)d0,

S

wobei n der nach auflen gerichtete Einheitsnormalenvektor der Flache S ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Sei J der von S berandete Korper. Mit dem Satz von Gauf ist

//(gon)dO:///divg(x,y,z)dxdydz:///1dxdydz =V
J

S

J

das Volumen von .J. Dieses Volumen liisst sich berechnen durch Integration iiber die
Einheitskreisscheibe
D ={(z,y) e R¥|2" +y* <1}

v://2(1—(x2+y2))d:cdy_
D

Ubergang zu Polarkoordinaten liefert

als

2 1

1, 1,
Vz?//(l—r2)rdrd90:47r —r2 -t =1,
2" 1,

//(gon)dO

S

direkt berechnen. Der Fluss durch den Boden ist 0, da das Vektorfeld g dort 0 ist. Der
Fluss durch dem oberen Teil von S ist

Z/ <2<1f(x82+y2>>> * <<3§m> X (fliy)) dz dy =!/2(1 — (22 +9?))dzdy,

(Alternativ kann man den Fluss
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dies fiithrt auf dasselbe Integral wie oben. Der Normalenvektor

1 0
n= 0 X 1
—4x —4y

wird dabei nicht auf Einheitslange normiert; dies tragt dem Verzerrungsfaktor der Pa-
rametrisierung Rechnung. )
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Aufgabe 4: (10 Punkte)

Die Funktion f: R — R ist durch f(z) = (z — 27k)* — 7° fiir x € [(2k — 1), (2k + 1)7|
und k € Z gegeben.

Berechnen Sie ihre Fourier-Koeffizienten a¢ sowie a,, und b,, fiir m € IN.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4:

ao:l 7Tf(x)dx:%/W(ac?—ﬁ)dac

T -7
1|1 T 4
= ; |:§ZE3 — 7T233:| - = —§7T2

Unter Beachtung der Tatsache, dass sin(mm) = 0 fiir m € IN, erhdlt man mit zweima-
liger partieller Integration:

1

an=— | f(@) - cos(ma) da
_ %/_:(g;? _ 2?) cos(ma) dz
YRR .
_ _% /:rmsin(mx) du
-2 ([geostma))”, + [ & eostna) i)
= 2 (=2 con(mm) + & [ sin(ma)] ")
= = cos(mm)
o

Fir —7m <z < 7 ist

und wegen
fx) = (r =21 =22 = 0= (—7)* = 2* = f(~n)

gilt dies auch fiir + = £7. Also ist f auf [—7, 7] eine gerade Funktion und f(z) -sin(mx)
eine ungerade Funktion, da sin(mz) fiir m € IN ungerade ist. Deshalb gilt:

/f -sin(max)dr =0
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Alternativ erhélt man nach zweimaliger partieller Integration die Stammfunktion:

1
— /(m2 — 72) - sin(ma) do =
7r
1
{——3 (m?a® cos(ma) — 2ma sin(ma) — 2 cos(ma) — 7°m? cos(mx))
m3m

Einsetzen der Integrationsgrenzen fiithrt dann ebenfalls zum Ziel.
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