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2. Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen
phys

Bitte unbedingt beachten:

e In dieser Klausur konnen bis zu 73 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 (8 Punkte): Fiir fest gew#hlten Parameter a > 0 sei die Funktion f, definiert durch

() = (1<)

a) Berechnen Sie fiir f, das eindimensionale Taylorpolynom der Ordnung 2 um den Punkt
t = 0 in Abhéngigkeit des Parameters a.

Die ersten zwei Ableitungen von f, sind

—1/2 —-3/2
ro=-y (5-1)  wa zo--3(5-1) .

a?

Damit folgt fiir das gesuchte Taylorpolynom der Ordnung 2

Ty(t) = Ful0) + F1(0) £+ 5 F20) - = =~ Zat— Sa*f’

b) Bestimmen Sie mit Hilfe von a) fiir die Funktion

ot = £l 2 (s <1y <)

T

das zweidimensionale Taylorpolynom der Ordnung 1 an der Stelle (z,y) = (0,0).

Mit a) folgt fiir die ersten Glieder der eindimensionalen Taylorpolynome von f; und f;
um z =0 bzw. y =0

1 1 1 1
Tfl(x)zl—éx—gﬁ und TfZ(y)zé—y (bzw.i—y—gf).
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Damit ergibt sich fiir die ersten Glieder des Taylorpolynoms von g um (0, 0)

fi(x (1 =1y 1,2

) Gr)

Das gesuchte zweidimensionale Taylorpolynom der Ordnung 1 ist also

1 1 1
Ti(x,y) = 1768 oY
’Gesamt: 8P
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Aufgabe 2 (9 Punkte):
a) B ist obere Dreiecksmatrix = Eigenwerte sind die Diagonaleintrége 1, 1, —1, 0.

b) e Eigenvektor zum Eigenwert 0 :

2 0 00 0
Bt b= —12 —2488 v ?
2 4 01 0
e Eigenvektoren zum Eigenwert 1 :
0O 0 0 O
b-b= —12 —04 —02 8

2 4 0 -1

Daraus folgt, dass zum doppelten Eigenwert 1 nur einen Eigenvektor, ndmlich

existiert. Es ist also noch ein Hauptvektor zu berechnen.

e Hauptvektor vy zum Eigenwert 1 und Eigenvektor vg :

0o 0 0 0 | O 00 0 0 | O
B 1 0 0 0 | 1 10 0 0 |1
(B-BE)m=vs=1 5 4 5 o | 2|~ o0 -2 -1 | 2|
2 4 0 -1 1] 4 24 0 -1 4
d.h. zum Beispiel
1
oy — 0
Tl o
-2
(vg nur eindeutig bis auf die homogene Losung, also Vielfache von v3).
c) Aus a) und b) folgt: Die Jordan-Normalform von B ist
11 0 0
01 0 0
00 —-10
00 0 0
’Gesamt: 9P‘
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Aufgabe 3 (10 Punkte):
a) Da 1+ Nullstelle des reellen Polynoms p ist, ist auch 1 — i Nullstelle. Somit kann man p

durch (z —1—1i)(z — 1 +14) = 2* — 22 + 2 teilen.
Polynomdivision ergibt p(z) = (2% — 2z + 2)(2? — 52 + 6).

Mit Hilfe der Mitternachtsformel berechnet man als Nullstellen von 22 — 5z + 6 die Werte
2 und 3 und erhalt

i) die reelle irreduzible Zerlegung
p(z) = (22 =22+ 2)(z — 2)(z — 3),
ii) die komplexe irreduzible Zerlegung

p(z)=(z—-1—d)(z—1+1i)(z—2)(z —3).

b)
241 24+0)(1+2i) 2+i+4—-2
_— = = =1
1—2i (1—2i)(1 + 2i) 1+4
z = 2 (14i)=—i(l+i)=—i+1
i) z=1—1.
i) z=2ei™. (r=[1—1i =2, tanp =% =—-1=9=3nr+kr kel
|Gesamt: 10 P
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Aufgabe 4 (11 Punkte):

T
v(x) =h(x;+xo+a3) | 22 |, Av; + Avy + Avs = 0.
T3

Substitution: u := x1 + x5 + x3.

(a)

g—: = NW(u)z1 + h(u)
%2—;211 = h"(u)xy + 20/ (u)
3—2 = h'(u)r

o= W

6;—;%1 = h'(u)x.

=  Av; = 3h'(u)z; + 21 (u)
Avy = 3h"(u)ze + 20/ (u)
Avs = 3h"(u)zs + 21 (u).

Avy + Avy + Avg = 30" (u)u + 61’ (u).

s () = —%h’(u), M1 =1, K(1) = 1.

Substitution A'(u) = y(u).

Trennung der Variablen:

H:R, -R H':R—-R, H'(y =¢

1
— y(u) = H '(—2Inu) = e 2 = el

y:R— R,
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1
= h'(u) = el h(1) =1
1
= h(u) =2— —, h:[1,00)— R.
u
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Aufgabe 5 (10 Punkte): Es gilt
1 1 1

442t (224+20)(a2—2) (r—1-d)(z+1—d)(z—1+i)(v+1+4)

Da der Grad des Nenners n = 4 und der Grad des Zéhlers m = 0 ist, gilt n > m + 2. Aus der
Vortragsiibung ist bekannt, dass daher

S| , 1 ) ' 1 |
/—oo4+$4 = 2miRes (—4+Z471+2> + 2miRes (4+z4’_1+2)

. 1
= P e sy g g ey
- 1
R Y e s Yo iy PRy
B 271
o (Q+i+ =) +i— 14+ (1+i+1+19)
271
+(—1—|—i—1—i)(—1+2’—1+@')(—1+i+1+@')
B 271 271
T 2(26)(2 + 26) * (—2)(—2 4+ 21)(2i)
. m m
T I 4 44
(4 —4i) + (4 + 4i)
B 16 + 16
8t
= =7
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Aufgabe 6 (9 Punkte): Parametrisieren Sie folgende Fléche:

(a) D={(z,y,2) eR® | 2? +6y*> = 2,2 €[0,h]}, h€R, h > 0.

(b) Ferner gilt:

Es folgt dann:

We

/T cos p

- T i
w(p,r) = \/gsmgo v €10,2m), r €0,
r
7 sin ¢
T
wy(p, 1) = §cosp
0
L_ cos
2y 0S¥
_ 1 :
o) = | 2o sing
1
wgo,Zwr,B - w<p,3wr,2
X Wp = | Wp3aWr1 — We1Wr3
Wgo,lwr,Z - W@,Qwr 1
\/_coscp
= V/rsing

. 1 1
—V/rsing 5 =sing — \/gcosgoz\/77

\/_cosap

Tsmgo

2\/6

Andererseits gilt: w(Z, %) = (0 \/ 5 2) Also folgt:

n <O,

ho b\ _ wpxwi(3,3)
E’§> |wp X we (%, 2)]
0

24 ~ 1 2V6

12h + 1 \[15 V2Rt 1

2v6

).

cos

=l
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Aufgabe 7 (8 Punkte): Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

a) lim (2(n+1)—V4n2+n—-2)=| 1
1 1
b) lim n Bn+1)n )—1 =| -3
n—0o0 Bn—-1)(n+1)
2
c) lin%(l—l—?)x)x = €
d) fim 2S0@
=0 1 — cos(x)
’Gesamt: SP\
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Aufgabe 8 (8 Punkte):

a) Welche der folgenden Reihen sind konvergent?
Antworten Sie nur mit ’j’ fiir ja’ bzw. 'n’ fiir 'nein’. Beachten Sie, dass in dieser Teilaufgabe
fiir falsche Antworten negative Punkte vergeben werden.

) nl o0 1 n? 00 1 ) \/T_\/_
;(_1) % Zl (1 a ﬁ) Z nlnn Zl - n -
] ] n ]

b) Fiir welche x € R konvergieren die folgenden Reihen?
Geben Sie den maximalen Konvergenzbereich an.

n

(14 2)" = x
> e ek

n=1 n=1
—3<zr<l1 zeR
’Gesamt: 8P
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