Prof. Dr. Eck

Hohere Mathematik 3

Musterlésung

Aufgabe 1 (12 Punkte) Berechnen Sie das Volumen und den Schwerpunkt des Korpers

K

x>0,

y=>0, 220,

<, Pyt <2.

In Zylinderkoordinaten haben die Gleichungen die L8 ellptisches Paraboloid: = — 2 — 2
Form 1.6
1.4
recosp >0 = pel[-n/2,7/2],
1.2
rsing >0 = ¢e(0,7],
1
220,r2§22 = 0<r<z,
038
rr2<2 = 2<2—7r%.
06
04 Kegel: z =r
Aus der dritten und vierten Gleichung folgt 02
r <2—12=r <1 also ist das Volumenintegral o
N
in Zylinderkoordinaten 0
05 L
17, 05
w/2 1 2—r2 1
T 2
rdzdrdp = B) (2—7r°—=r)rdr
p=07r=0 z=r 0
[, r 1" x(1-1/4—-1/3) 5«
2 4 31, 2 24
Fiir die z-Koordinate des Schwerpunkts ist
/2 1 2—r2 1 oo ) 1
9 _
/ / / zrdzdrdy = g/ (( 27" ) — %) rdr = g/(4—4r2+7“4—7“2)7“d7“
e=07r=0 z=r 0
7 [, ot . 1Y w(2-5/4+1/6) 1l
= —_ r - — _ = =
4 4 6], 4 48 7

also s, = 11/10.

Fiir die z-Koordinate des Schwerpunkts ist

/2 1 2—r2 1 o3 ; a3
/Cosgp/ / r’dzdrde = /(2—r2—7’)r2dr: [%_%_ZL:@’
p=0 r=0 z=r 0

also s, = 26/(257). Aus Symmetrie ist s, = s, .
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Aufgabe 2 (11 Punkte)
a) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung
y'(x) +6y'(x) + y(z) =0

sowie die spezielle Losung, fiir die y(0) = 4 und y(1) = 0 gilt.

b) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

y'(z) — 4y (2) + 5y(x) = 8sin(a)

a) Das charakteristische Polynom der homogenen Differentialgleichung lautet
NM+6A+9=(A+3)7 = Ajp=-3,

somit ergibt sich die allgemeine reelle Losung zu

y(x) = c1e™% + come™"

Aus den Randbedingungen
4 = y(O) =
0 = y(1) = cre?®+ce®

folgt ¢y = 4, co = —4. Somit ist die spezielle Losung
y(z) = 4(1 — x2)e .
b) Das charakteristische Polynom der homogenen Differentialgleichung lautet
MN—dA+5 = AN =2—14 =241,
somit ergibt sich die allgemeine Lésung zu
yn() = 81e@7D% 4 ,eHe

die allgemeine reelle Losung lautet

2 2

yn(x) = c1e”" cos(x) + cpe** sin(x) .

Die rechte Seite ist von der Form f(z) = Im (p(z)e®"*), wobei p ein Polynom vom Grade Null
ist und A = 7 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Es liegt also keine Resonanz vor,

der Ansatz fiir die partikuldre komplexe Losung lautet:

T

yp(z) = ae
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Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt mit Hilfe der Operatorenmethode:

(D—(2-9)E)(D—(2+14)E)ac™ = 8"
(D —(2—2i)E)(D —2E)a = 8¢*

(D — (2 —2)E)(—2a) = 8

a(l—i) = 2

also a = 1 + 7 und somit die allgemeine komplexe Losung zur rechten Seite 3¢
y(z) = yn(z) + yp(x) = ¢16%79% 4 6eT0% 4 (1 4 §)e'™
Die allgemeine reelle Losung zur rechten Seite 8 sin(z) = Im(8¢™*) lautet demnach

y(x) = c1e* cos(w) + cpe® sin(z) + cos(z) + sin(x) .
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Aufgabe 3 (8 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
2ay(x)e™) + (3+ y(x))e($2)y'(x) =0.

a) Zeigen Sie, dass die gegebene Differentialgleichung nicht exakt ist.

b) Bestimmen Sie einen nur von y abhéingenden integrierenden Faktor A fiir die gegebene Differen-

tialgleichung.
c) Bestimmen Sie die implizite Form der allgemeinen reellen Losung der Differentialgleichung.

d) Bestimmen Sie die implizite Form der speziellen Losung, welche y(0) = 1 erfiillt.

a) Aus
2

fla,y) = 2zye”™ = fy(z,y) = 2we”
g(z,y) = B+ye” = glz,y) 22(3 + y)e”’

folgt
Fo(@,y) = go(a,y) = 20(2 + y)e™ #0,

die Differentialgleichung ist also nicht exakt.

b) Fiir den integrierenden Faktor muss gelten

Ny) _ guleyy) = fyloy) 202+ y)e” 24y 2
Ay) f(z,y) 2zye”” y ooy

+1,

also )
N(y) = (; + 1) ANy) = AMy) =0 =P

( Ay) f(x,y) ) _ ( 2uyer )
Ay)g(z,y) (342 + y*)e” +y

besitzt nach obigen Uberlegungen ein Potential, welches sich zu

c) Das Vektorfeld

B(x,y) = y'e™
berechnen lésst. Die allgemeine reelle Losung hat die Form ®(z,y) = ¢, also
Y (x)e” @ — ¢ ceR.
d) Einsetzen in die allgemeine Losung liefert die spezielle Losung.

Bel=e=c¢ = y3($)6x2+y(‘”) =e
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Aufgabe 4 (10 Punkte) Gegeben sind die Funktionen

Ae) ::{ 1 fiir z € [0, 1]

0 sonst

{ 1 fiir z € [1,2]

0 sonst

a) Bestimmen Sie die Laplacetransformierte und die Fouriertransformierte der Funktion f;.

b) Ermitteln Sie die Fouriertransformierte der Funktion f5, indem Sie die Fouriertransformierte von

f1 verwenden.

c) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte der Funktion

9(z) = fi(z) = fo(z),

indem Sie die Fouriertransformierten von f; und f; verwenden.

d) Ermitteln Sie die Fouriertransformierte der Funktion

T fir x € [0, 1]
h(z) =< 2—x firzxell,2 ,
0 sonst

indem Sie die Fouriertransformierte von g verwenden.

a) Laplacetransformierte:

1 ., boes4
s

L0)(s) = 7 fu(z)e™>® du = / s = |-t

Da f(z) = 0 fiir < 0, kann die Fouriertransformierte aus der Laplacetransformierten berechnet
werden:
- 1
= —L ) = —

b) Aus fo(z) = fi(z — 1) folgt die Fouriertransformierte:

i(—e % 4+ 1)

&V2m

ie % (e — 1)

F6) = o€ (6) =
f2(8) f1(§) N

c) Die Linearitdt der Fouriertransformation ergibt

S L Fe T i(—e 2 4 2e7%€ — 1) _ Cd(em®t 1)
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d) Die Funktion ¢ ist die Ableitung der Funktion h

Mit dem Zusammenhang

~ i~ i (e7% —1)2
h(g) = _gh/(é) = _Eg(g) == g2\/%
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Aufgabe 5 (11 Punkte) Losen Sie das Anfangsrandwertproblem
Opu(t,r) = 20 u(t,z)+6u(t,z), =€ (0,7),t>0,

(
(t,0) = wu(t,m) = 0,
uw(0,2) = 0, Oyu(0,xz) = 8sin(x).

Ansatz: u(t,z) = v(t)w(zx)

" 1

2
In homogene Differentialgleichung: v"w = 2vw” + 6vw = — = Y t6=c.
v w

Zweite Gleichung und Nullrandbedingungen:
20" = (¢ — 6)w = w,(z) =sin(nz), ¢, =6-2n*, n>1

Erste Gleichung fiir ¢,,: v” + (2n% — 6)v = 0

Losungen:

n=1: v (t) = are® 4+ bre

n>1: U, (t) = a,, cos(V2n2 — 6t) + b, sin(v2n? — 61)
Superposition:

u(t, ) = (are* + bie ) sinz + Z (an cos(V2n? — 6t) + b, sin(v2n? — 6t)> sin(nz)
n=2

Anfangsbedingung u(0, x) = 0:

u(0,z) = (a1+b1)sinx+2ansin(nx) “0=a;=—b,a,=0,n>1,

n=2

Anfangsbedingung (0, x) = 8sin(z):

u (0, 2) = 2(a; — by) sinz + an\/Qn2 — 6sin(nx) = 8sin(z) = a; = —-b;=2,b,=0,n>1.
n=2

Losung insgesamt

u(t, ) = 2(e* — e ) sin(z) .
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Aufgabe 6 (8 Punkte)

Wir betrachten folgendes Gliicksspiel: In einer Urne liegen 3 schwarze und 2 weifle Kugeln. Es werden

zwei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Der Spieler bekommt fiir jede gezogene schwarze Kugel 1 Euro

und muss fiir jede gezogene weifle Kugel 2 Euro bezahlen.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung und den Erwartungswert des Gewinns.

b) Wie muss man den vom Spieler fiir eine weile Kugel zu zahlenden Betrag anpassen, damit der

Erwartungswert des Gewinns gleich 0 ist?

Sei X die Anzahl der schwarzen Kugeln und Y = X —2(2— X)) der Gewinn. Mit der hypergeometrischen

Verteilung folgt:

Weiter gilt

Der Erwartungswert von Y ist

Zu b) Sei z der pro weiler Kugel zu zahlende Betrag und Z = X — z(2 — X)) der fiir diesen Betrag

o))

1
2
() ()
1 1 6
P =1) =~ =
)
) ()
2 0 3
PX=2)= =15
)
P(Y:—4):P(X:O):1—10
P(Y:—l):P(le):%
P(Y:2):P(X:2):1%
4 3 6 4
EY)=-5-5% 0" 10
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resultierende Gewinn. Dann folgt:

1
P(Z:—Qz):P(X:O):E
6
PZ=1-2)=P(X=1)=—
10
3
(Z=2)=P(X=29) ==
und 2 6(1 ) 6 12 -8
z -z — 82
E(Z)=—— — =
(2) 10+ 10 10 10
Es gilt also 5
E(Z):O(:)z:§



