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Aufgabe 1 (4 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 0 gilt

. (n+1)>2
Zk <
k=0

(vollstandige Rechnung auf separatem Blatt).

Wir verwenden Induktion tiber #.
Induktionsanfang. Fiir n = 0ist0 < 1.

Induktionsschritt. Sei die Ungleichung fiir n — 1 vorausgesetzt und zeigen wir sie fiir n. Es wird

Yk
k=0

unter Verwendung der binomischen Formel fiir (n + 1)

k=0

((n—1)+1)2+n

2
(n? + 2n)
2
(n+1)?
I

Aufgabe 2 (6 Punkte) Gegeben sei die Matrix

16 10
21 -13]

a) Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

5
A =2; v1=( ]; Ay =1, vz=[
-7

b) Berechnen Sie die Diagonalgestalt von A.

Ag =

20
01

g

c) Geben Sie die Transformationsmatrix T der Ahnlichkeitstransformation T'AT = A, an.

5
T =
[—7

2 R
-3



Aufgabe 3 (14 Punkte)

a) vq,...,0, seien Vektoren in einem reellen Vektorraum V. Formulieren Sie die Definition
tiir die lineare Unabhéngigkeit von v, ..., v,.

Mo+ ...+4,0,=0 © Ai=...=A,=0

b) Vervollstindigen Sie die folgende Aussage so, dass auf der rechten Seite keine Klammern
stehen.
-(AVB)=-AA-B

) (a,), n € IN, sei eine Folge reeller Zahlen. Wie lautet die Definition der Konvergenz der
Folge (a,),en gegen den Grenzwert a,?

Ye>0 dn(e): |ag—arl <e Vk=n(e)

d) f:R — Rseieine stetig differenzierbare Funktion. Gegeben seien a < b. Vervollstandigen
Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

f) = fla) = f(E)b-a) &€(ab)

e) g, f : R — R seien stetig differenzierbare Funktionen. Vervollstindigen Sie die Regel der
partiellen Integration.

b b
f 8 (0 f(0dx = [g(0) f()]; — f 8(x) f'(x)dx
f) Gegeben sei die additive Gruppe (Z/8Z, +) der Restklassen modulo 8. Bestimmen Sie die

kleinste Untergruppe, die die Elemente [2] und [4] enthdlt.

Die Untergruppe besteht aus allen geraden Restklassen, also
u = {[0], [2], [4], [6]}-

g) f:R" — IR" sei eine lineare Abbildung. Ergénzen Sie zur Dimensionsformel.

dim(im f) = n — dim(ker f)

Aufgabe 4 (8 Punkte)
a) Zeige Sie, dass die Vektoren

1 1 0
bl—]_, b2_0/ b3_0
1 2 1

eine Basis des R® darstellen (vollstindige Rechnung auf separatem Blatt).

Zu zeigen ist, dass
110

T=|10 0
1 21



invertierbar ist.

110 1 1 0
1 00 « (0 -10
1 21 0 1 1
1 1 0

< |0 -1 0

0 0 1

b) Geben Sie die Transformationsmatrizen fiir die Transformation in die Standardbasis an:

110 0 1 0
T={1 00 T'=|1 -10
1 21 -2 1 1
c) Gegeben Sei die lineare Abbildung
2 3 1
L:R >R, b1, b |3 b2
3 1 -2

Ist L eindeutig bestimmt (begriinden Sie)?

Da (b1, by, b3) eine Basis ist, ist L mit Angabe der Bilder der Basis bereits eindeutig be-
stimmt.

d) Bestimmen Sie Bild und Kern von L (Darstellung beziiglich der Standardbasis).

3] (2 0
imL =span||3],|1]||; kerL =span||1
1) {3 0

Aufgabe 5 (4 Punkte) Berechnen Sie das Integral

f x? sin(x) dx .
0

(vollstandige Rechnung auf separatem Blatt)

Mit partieller Integration fiir den Ansatz f’(x) = sin(x) und g(x) = x* erhilt man f(x) = — cos(x)



und g’(x) = 2x und somit ist:

Y Us

f x*sin(x)dx = [ —x° cos(x)]::O +2 f x cos(x) dx

0 0
T

[ —x? (:os(x)]::0 + Z[x sin(x)]::0 -2 f sin(x) dx

0

= [ —x? cos(x)]::0 + Z[x sin(x)]::0 + 2[ cos(x)]::O
= n’-4

Aufgabe 6 (8 Punkte) Gegeben sei die Funktion
fFRR->R (xye—xXyP+y°-v.
a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.
2xy? 27 4x
grad f = Y ; Hf = Y Y
2x%y +3y* -1 dxy 2x* + 6y

b) Bestimmen Sie die kritischen Punkte von f.

1
P1/2 = (O, i%)

c) Bestimmen Sie den Typ der kritischen Punkte (relatives Maximum, relatives Minimum,
Sattelpunkt).

P;: relatives Minimum
P,: Sattelpunkt

Aufgabe 7 (8 Punkte) Gegeben sei die lineare Differentialgleichung erster Ordnung
cos(x)

Y’ +sin(x)y = xe“® .

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

y = —sin(@)y
dy

o - —sin(x)y
dy

— = —sin(x)dx
y

fldy = f—sin(x)dx

y
Inly| = cos(x)+¢

Y, = Cecos(x)



b) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der Differentialgleichung.

y(x) = c(x)e™*™ Variation der Konstanten

Cl(x) — xecos(x) e cos(x) — X
X

cx) = ftdt

0

(@ = [P

1
c(x) = §x2

1 2 _cos(x)
Yp(x) = Ex e

c) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert y(0) = 2.

Yy = Wt
1
y(x) — EXZ ecos(x) +C ecos(x)
y(0) = O+ce
y(0) = ce=1
1
c = -
e

Aufgabe 8 (5 Punkte) Berechnen Sie den Genzwert

lim Inx
x—1 (1 —x)2

(vollstindige Rechnung auf separatem Blatt).

||oo

lim Inx lim 1
im———— =
x—1 (1 — .’Xf)z x—1 —ZJC(l — .X)

Aufgabe 9 (3 Punkte) Untersuchen Sie die nachstehende Reihe auf Konvergenz.

i n(n2+ 1) o

n=1

(vollstindige Rechnung auf separatem Blatt)

i n(n2+ 1) o

n=1

Betrachte die Reihe mit dem Quotientenkriterium:

1 2

(n+ )2(n+ ) X1
nn+l) 4,
5 X

n+2

a
e = |x =] x|
n

ay




1.Fall: |x|>1

Die Quotientenfolge konvergiert gegen | x |> 1, d.h nach dem Quotientenkriterium ist die
Reihe divergent.

2. Fall: |x|<1
= Absolut konvergente Reihe.
3.Fall: |x|=1

f @ und f ”(”TH) (=1)" sind divergent, da die Reihenglieder keine Nullfolge bilden.
n=0

n=0



