Prof. Dr. Klaus Hollig 14. Oktober 2010
Klausur zu Grundlagen der Computermathematik

L6sungen

Aufgabe 1 Geben Sie (ohne Beweis) an, welche der folgenden Aussagen richtig und
welche falsch sind.

a) Die Folge A"z /||A"z|| konvergiert, wenn die Betrége der Eigenwerte von A kleiner
als 1 sind.

b) Die eine Householder-Transformation beschreibende Matrix ist symmetrisch.

c) Der Spektralradius der Iterationsmatrix () des Gauf-Seidel Verfahrens ist fiir alle
symmetrischen, positiv definiten Matrizen A kleiner als 1.

d) Ein lineares Programm mit beschrinkter, nicht leerer zuldssiger Menge besitzt
mindestens eine Losung.

e) Ein Ausgleichsproblem ist immer eindeutig lésbar.

Losung

a) falsch: A = diag(1/2, —1/2), z = (1, —1)*
b) richtig: (E — dd*/r)t = E — d*d*/r

c) richtig, das GauB-Seidel Verfahren konvergiert fiir symmetrische, positiv definite
Matrizen A und daher mufl der Spektralradius der Iterationsmatrix kleiner als 1
sein.

d) richtig: Jede stetige Funktion nimmt auf einer beschrénkten kompakten Menge ihr
Minimum an.

e) falsch: Die Losung ist nur bis auf Addition eines Vektors im Kern der Koeffizien-
tenmatrix eindeutig.
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Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Singuldrwertzerlegung der Matrix

A:

DN = DO

1
2
1

. .. Rane A . .
in faktorisierter Form, A =Y *® " uzopv}, sowie deren Pseudoinverse.

L6sung
oo (24 12
AA_(lZ 6
RangAzl«»al:\/SpurA:\/%

v; L Kern A = Spann(1, —2)' ~ v, = (2, 1)'//5

uy = Avy /oy = (5, 10, 5)'/v/150 = (1, 2, 1)'/v6

Pseudoinverse

1 2 1 2 4 2
I U _
A_v101u1—150<1)(5,10,5)—30<121)
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Aufgabe 3 Schreiben Sie ein Matlab-Programm function x = solve(u,v,b), das ein
lineares Gleichungssystem R'Rx = b fiir eine nicht-singulire obere Dreiecksmatrix

u;r U1 0
R= 2
Un—1
0 U,
16st.
Lo6sung

Zunichst wird R'y = b mit Vorwértseinsetzen gelost

y(1) =o(1)/u(l),  y(k) = (b(k) —v(k = Dy(k —1))/u(k)

und dann R'z = y mit Riickwirtseinsetzen

z(n) =y(n)/u(n), w(k) = (yk) —v(k)z(k+ 1)) u(k).

Dabei kann auch bereits beim ersten Schritt der Vektor x verwendet werden, der dann in
der zweiten Schleife iiberschrieben wird, weil jeweils nur auf noch nicht iiberschriebene
Werte zugegriffen wird.

function x = solve(u,v,b)

n = length(b);
x(1) = b(1)/u(l);
for k = 2:n
x(k) = (bk) - v(k-1)*x(k-1))/ulk);
end
x(n) = x(n)/un);
for k = n-1:-1:1
x(k) = (x(k)-v(k)*x(k+1))/uk);
end
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Aufgabe 4 Fiihren Sie fiir das lineare Gleichungssystem

2 1 T . 3
1 2 i) N 3
einen Schritt u = (0, 0)* — v der Jacobi-Iteration durch. Bestimmen Sie die Iterations-

matrix und geben Sie die Maximum-Norm des Fehlers zur exakten Losung (1, 1)* nach
10 Schritten an.

Losung
Iterationsschritt
vy = (3—1-0)/2=3/2
ve = (3—1-0)/2=23/2
Tterationsmatrix

@= ( —?/2 _%)/2 )

Eigenwerte —1/2 und 1/2 mit Eigenvektoren

(1) ()

Eigenvektorzerlegung des Startfehlers

20- (1)~

~ Ay = —(=1/2)19% = (=1, =1)°/1024 = ||Ag]|ee = 1/1024
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Aufgabe 5

Bringen Sie das Optimierungsproblem
T —ary — min, 2x,—1<x1 <3, 2,>0

durch Einfiihrung von zwei Schlupfvariablen x5 und z, auf Standardform. Bestimmen
Sie alle zuldssigen Basislosungen und das Minimum der Zielfunktion in Abhéngigkeit
von a > 0.

Lo6sung
Nebenbedingungen
r1+a3 =3, —x1+2r+rs=1
[ 4
1 0103
( ﬁ b ) = -1 20 1|1
1 —a 0 0]
Basislosungen und Zielfunktionswerte
(3 2, 0, 0 ), 3—2«
( =1, 0, 4, 0 ), nicht zuldssig
(3 0, 0, 4 ), 3
( 0, 1/2, 3, 0 ), —«/2
(0 0, 3, 1 ), 0

Minimum: —«/2 fiir 0 < @ < 2 und 3 — 2« fiir @ > 2
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Aufgabe 6 Transformieren Sie die 3 x 3-Matrix

1 =210
Ap=[0 3|5
0 —410

durch eine Householdertransformation der letzten beiden Zeilen auf obere Dreiecksform

und geben Sie die 2 x 2 Transformationsmatrix in der faktorisierten Form E — — dd" an.

,
Bestimmen Sie ebenfalls die Losung = des Ausgleichsproblems e = ||Az — blj — min
und geben Sie auch den Fehler e an.

Lo6sung

Die Householder-Transformation wird auf die unteren beiden Zeilen angewandt, und
basiert auf dem Vektor (3, —4)" mit der Norm 5. Folglich ist

8
d:<_4)7 T:||C||2d1:40.

()0 #(2)-5-(7)

ergibt sich die Dreiecksform

1 -2/ 0
0 —5/-3 |,
0 0|4

aus der sich die Ausgleichslosung ablesen lésst:

xe =3/5, x =6/5.

Der Fehler ist e = 4.



