Priifung in Hohere Mathematik 3 7. Semptember 2010

Losungsvorschlage zur Klausur
fiir mach, umw, fmt, bau, immo, tema, und zugehorige Technikpiddagogik

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Gegeben ist die Parametrisierung ® eines Flachenstiicks S durch

®: [0,27] x [0, g] —R: (@, y) — ((cos(@) +2) cos(w), (cos(¢) +2) sin(w),sin(¢)) .
Weiter ist das folgende Vektorfeld gegeben:
g: RP = R3: (x,y,2) — (2,0,0).
Bestimmen Sie //S(rotg) endO.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Variante 1: direkte Berechnung

Es gilt
0
rotg(x,y,z) = ( 1 )
0
und weiter
—sin(@) cos(y) 2)sin(y)
Dy (9, y) = —sin(qozsi)n(w) cos(w>
cos(

—cos(p)(cos(p)+2)cos(y)
5(9.9) = Do x Dy(p. ) = | —cos(@)(cos(g) +2) sin(y)
—sin(¢)(cos(¢) +2)

Damit ergibt sich

2 %
[[wotg endo = [ [ rotg(@(g.))) en(g. y) ayde
S o Jo
om 20 —cos(@)(cos(p)+2)cos(y)
:/ / 1 o | —cos(@)(cos(p)+2)sin(y) | dyde
00 —sin(@)(cos(¢) +2)
2n
_/ / —cos(p)(cos(p)+2)sin(y)dyde
- | 2”[cos<<p><cos<<p> +2)cos(y)]Y3 do

2 2
— [ ~(cos(9)?dg+ [ ~2c05(p)do
0 Jo

J/

-0
1 1 2
— [E(p—i— Zsm(ZgD)} ) =-7
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Variante 2: Mit dem Satz von Stokes

Mit Hilfe des Satzes von Stokes kann die Flichenintegration durch die Integration iiber die

Randkurve ersetzt werden
//(rotg)ondO / s)eds,
S

dabei ist K die Randkurve des Parametergebiets [0,27] x [0, 7]. Es ergeben sich vier Teilkur-
ven der Rankurve K, die wie folgt parametrisiert werden sollen

Ki: Cp:[0,27] — R2: ¢+ (¢,0)

= (
K: G: [0,5] = R*:¢ (27r,t)
Ky: C3:[0,2n) = R*: 1 — (2w —1,%)
Ky Cs: [0,3] = R*: 1~ (0,5 —1)
mit den zugehorigen Kurven im Raum
®(Cy): [0,27] — R?: t — ((cos(r) +2),0 sm(t))
D(C): [0,3] —R?: ¢ (3cos 1), 3sm ),0)
d(C3): [0, 27r]—>R2 — (0, (cos(27 2),sm(27r—t))
D(Cy): [0,3] —R?: ¢ (3005(%— ) SSm(%— 1),0)

Man sieht dabei sofort, dass die Kurvenstiicke ®(K;) und ®(K4) zusammenfallen und gegen-
sinnig durchlaufen werden. Sie brauchen bei der weiteren Rechnung also nicht mehr beachtet
werden. Aullerdem ist

(PoC) (1) = (—sin(r),0,cos(r))
(@ oC3)'(t) = (0,sin(—t),—cos(—1))

Damit kann das gesuchte Integral bestimmt werden

//S(rotg)ondO / g(s ods-/ ods—l—/ K% s)eds

_ /022<c1><cr1 (1)) (@oCrY () + /Ozng@(cs(r))) ¢ (@oCr) (1)

ox [ sin(z) —sin(r)
= / 0 ° 0 dr
0 0 cos(t)
or [ Sin(2w —1) 0
+ / 0 o sin(—r) |ar
0 0 —cos(—t)
0
2n 1 1 2n
= / —(sin(¢))*dr = — [—(p—i— - sin(Zq))} =-7
0 2 4 0
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Aufgabe 2: (10 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

y" —2y' +y = 8cosh(x)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Teil 1: Berechnung der homogenen Losung

Die Differentialgleichung hat das charakteristische Polynom
2 —241=(t—1)

Dat =1 ein doppelter Eigenwert ist, folgt

fu(x) =cre* +coxe®  mitcp,ep €R

Teil 2: Berechnung der inhomogenen Losung

Variante 1: Inhomogene Losung nach Art der Rechten Seite

Wir betrachten nun den inhomogenen Teil
8cosh(x) =4e* +4e™*
Wir I6sen nach Art der rechten Seite, unter Verwendung des Superpositionsprinzips.

Bei 4¢* liegt ein Resonanzfall vor. Ansatz und Ableitungen lauten

fi = ax*e"
f1 = ae* ()c2 + Zx)

fil=a (x2 +4x+2)
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
ae* (x2 +4x + 2) —2ae* (x2 + 2x) +ax?e” = 4é"
2a =4
a=72

Also ist
f1(x) = 2x%"

Bei 4¢* liegt keine Resonanz vor. Ansatz und Ableitungen lauten

h= be ™
fim e
= be
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

be X +2be ™t +b ¥ =4

4b =4
b=1
Also ist
frx)=e™
was
Fr() = fi(x) + folx) = 2%+
und
F(x) = fu(x) + fo(x) = cre +cpxe’ + 2x%¢" + e mitep,cp €R

ergibt.

Variante 2: Inhomogene Losung mit Variation der Konstanten

Die Wronskimatrix lautet
o xe

M(x) = (Zx ex(x—)lc— 1)>

Mit dieser Wronskimatrix erhalten wir mit dem Ansatz

4)=(oto)
Mx)| 1) =
) (Clz )
e* xe* 0
e* e“(x+1)|de"+4e™

1 0| —4x—dxe™>

0 1| 444

cq :/—4x—4xezxdx

das Gleichungssystem

dies lasst sich umformen zu

Also ist

c) = /4+4e_2xdx

Man sieht direkt, dass
c) = /4 +de Pdx = [4x — 26_2x]

Partielle Integration ergibt

—2x _ _f —2x l/ —2x _ —2x _)_C_l
/xe dx—[ 26 ]+2 e dx—{ (2 4)]
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Damit ist
c1=—2+e F(2x+1)
sowie
fp(x)= 2x%e¢* +e "
und

f(x) =cre’ +coxe” + 2% +e ™ mitep,cp €R
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Aufgabe 3: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

y' + sinh(x)y = sinh(x)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Teil 1: Berechnung der homogenen Losung

1
Mit Satz 3.2.2 aus der Vorlesung, wobei g(x) = —sinh(x) und i(y) = — sind, erhalten wir
y

yp=c-e O mitceR.

Alternativ konnen wir durch formales Umformen und Integrieren folgern, dass

__ sinh(x)dx
y

In(y) = —cosh(x)+¢ mitéeR

y=c-e )  mitceR

Teil 2: Berechnung der inhomogenen Losung

Mit Variation der Konstanten kommen wir auf den folgenden Ansatz
c(x) = / ¢“*N) ginh (x)dx
Wir substituieren u = cosh(x) und erhalten

c(x) / ¢“°") sinh (x)dx

e'du
_ [ ecosh(x)}

Einsetzen ergibt

cosh(x) = ,—cosh(x) _ 1

Die allgemeine Losung lautet folglich

y(x) = yp(x) +yp(x) =c- e~ 11 miteeR
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Aufgabe 4: (8 Punkte)
Gegeben ist die folgende 27-periodische Funktion f mit

0 firxe[—m,0]
2 firxe (0,7)

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.

(b) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Man erkennt leicht, zum Beispiel anhand einer Skizze, dass die Funktion f weder gerade
noch ungerade ist. Ihre Periode betrigt 27z. Wir berechnen

aozl/ /de_27r_2

/ f(x)cos(jx)d / 2cos(jx)d l [3sm(] )} =0

0
T

bj:_/ﬂf( ) sin(jx)dx / 2sin(jx)dx = []—jcos(]x)}

- ;—j (cos(jm) —1) = ;—; (“1)i—1) = Jin (—1)7*1 1)

0

wobei hier j € N. Als Fourierreihe erhalten wir

~ 14 Z —1)/*1 4 1) sin(jx)
Jj= 17

(b) Die Funktion f ist fiir alle x € R\ {k7}, k € Z stetig differenzierbar. Die Fourierreihe
von f konvergiert somit fiir alle Elemente dieser Menge gegen f.

Fiir alle {x = kn}, k € Z konvergiert die Fourierreihe jeweils gegen den Mittelwert aus
links- und rechtsseitigen Grenzwerten an diesen Stellen. Dieser Mittelwert ist an allen
diesen Stellen gleich 1.
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Aufgabe 5: (12 Punkte)

Es ist die reelle Matrix
1

A=

SO =

2
0

N =N

gegeben. Bestimmen Sie die reelle Losung des Anfangswertproblems

Y'=Ay mit y(0)=(0,1,0).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

Variante 1 mit minimalem Polynom

Ay(0) = (—1,2,0)7 | AZ%y(0) = (-3,4,0)T

Wir bestimmen das Polynom x4, indem wir in der mit den berechneten Vektoren gebildeten
Matrix eine Nullzeile erzeugen und die entsprechnden Operationen zusammenfassen:

0 10 0 10 0 10
12 0] B2 -1 0 0] 2P (-1 0 0
3 40 3 40 0 40

0 10

B 10 0

0 00

Folglich ist
A% —3(Av—2v) —4v=0.

Das annulierende Polynom lautet somit
xa(A)=A*—=31+2=0.

Setzen wir in )4 den Differentialoperator D ein, so ist x4 charakteristisches Polynom zu der
Differentialgleichung

2a(D)y=0 < y'-3y+2y=0.

Daraus folgt
mA)=0 & M=1,4h=2

Das Fundamentalsystem von y4(D)y = 0 wird somit von

gi(x)=¢" , gx)=e*

aufgespannt.
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Wir bestimmen die zugehorige und an der Stelle x = 0 ausgewertete transponierte Wronski-

Matrix M(0), sowie die fiir den Losungsalgorithmus benétigte Inverse (M7 (0)) !

wo-(3 )
wo-(1})
o) = e (G 1) =3

Damit erhalten wir die gesuchte Losung zu dem AWP:
0 —1 . 1 — . 2x
f(x) =1 2 ’ <_21 11) ) (eer) =10 1 ) (eZX) = e
0 0 0 0/ \° 0
Variante 2 mit charakteristischem Polynom

Ay(0) = (=1,2,0)" , A%y(0) = (-3,4,0)"
Das charakteristische Polynom von A liest man direkt ab:
2()=A-1)(A-2)

Setzen wir in )4 den Differentialoperator D ein, so erhalten wir das Fundamentalsystem der
dadurch induzierten DGL y4(D)y = 0 duch die Nullstellen von x4 :

2a(A) = (A —1)(A -2y

2x

=g1x)=¢€¢" , o) =e , g3(x):xe2x

Mit diesen Funktionen bilden wir die Wronski-Matrix:

e~ er X er
M(x)= [ e 2e% (2x+1)e*
e de¥ (4x+4)e*
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1 4 -3 2
MDY ©0)=[-4 4 -3
1 -1 1
Somit erhalten wir die Losung
0 —1 -3 4 -3 2 e 1 30 e e — e
foy=11 2 4| [-4 4 3] |e&]=|010 Xl = &
0 0 0 1 -1 1 xe* 000 xe? 0
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