Prifung in Héhere Mathematik 3 15. Marz 2011

Losungsvorschlage zur Klausur
fur bau, ernen, fmt, lul, mach, tema, umw, verf

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Es sei
M:={(xy,2) e R®| ¥ +y? <1, —(C+y?) <z<xy+1}

gegeben.

(a) Zeigen SieM ist bezlglich defx,y)-Ebene ein Normalbereich.

(b) Bestimmen Sie fiir das stetig differenzierbare Vektdrfel R — R3 mit

f(xy.2) = (1,025 +12)

den Ausfluss vorf durch die Oberflache vol.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Wir setzen im Folgenden zur Vereinfachuk(@, y) := — (X2 +y?) und/(x,y) := xy + 1 sowie
D1(0) := {(x.y) € R? [ }*+y* < 1}

(a) Da/,kaufD1(0) stetig sind undD1(0) als Kreisflache selbst ein Normalbereich beztig-
lich derx respektivey—Achse darstellt, ist nur noch zu verifizieren, dessy) < ¢(x,y)
fur alle (x,y) € D1(0) gilt.

Wir fihren Zylinderkoordinaten eirx = rcosg,y = rsing mitr € [0,1],¢ € [0,2m].
Damit erhalten wir
l(x,y) =r?cospsing +1>1—|r?|-|cospsing| > 0> —r2 =k(x,y).

<1

Folglich istM ein Normalgebiet beziglich déx,y)-Ebene.

(b) 1. Variante (mit dem Satz von Gaul})
Aus dem Satz von Gauld wissen wir

A(f,o"M):// div f (x,y, 2) dxdydz.
M

wobei wir die Randflache voll mit dM bezeichnen.
Fur die Divergenz in kartesischen Koordinaten erhalten wir

div f(x,y,2) = X- /X2 +y2.
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Damit folgt
: t(xy)
// div f(x,y,z) dxdydz = // / X+ /X2 +y2dzdxdy
M D1(0

2 rcos¢rsm¢
_/ / / r2cosp - | detly| dzdrde.
k(rcosg.rsing) SN——

r

wobei wir M in der zweiten Zeile auf Zylinderkoordinaten transforrhleben. Daraus
erhalten wir weiter

2m 1 prlcospsing+1
/ / / r3cosp dzdrd¢
0 JOo Jz=—r2

2 p1
:/0 /Or?’cosqb (r®cosp sing +1+r?) drd¢
:/Ozn/ol(r5+r3) cosp drd¢+/02n/olr5co§¢sin¢ drdg

1 1, 1 om 1 1 on _
— [ér +Zr L./O cosp d¢ + {ér }0/0 cos ¢ sing do
=0

- _E [cosgﬂ

Somit istA(f,0M) = 0.
2. Variante (per Definition)
Der Ausfluss vorf durch die OberflachéM ist durch

A(f,alvl):/a f.ndo
M

definiert, wobei wir mitn den aufdM nach auf3en gerichtete Normaleneinheitsvektor
bezeichnen. Die Oberflache v lasst sich nicht komplett stetig differenzierbar pa-
rametrisieren. D8 ein durch den Graphen védmach oben und durch den Graphen von
k nach unten begrenzter Kreiszylinder ist, konnenaWt jedoch in drei Flachen (Man-
tel IMy;, BodendMy, DeckeldMy) aufteilen, welche man jeweils stetig differenzierbar
parametrisieren kann. Es ist dann

// f~ndO:// f-nd0+// f~nd0+// f.ndo.
oM My ~ o Jom, JJowm

=Mantel =Deckel =Boden

Mantel: Die durch®M: {(¢,2) e R?|0< ¢ <2m, —1<z<cospsing+1} — R3
mit ®M(¢,2) = (cosg,sing,z) " definierte Abbildung parametrisiert stetig differenzier-
bar die Mantelflache des Zylinders. Es ist

oY (9.2) = (—sing,cosp,0)", dY(¢,2)=(0,0,1)"
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woraus sich
(q’?f X CDE”) (¢,2) = (cosp,sing,0) "
und
f(PM(9,2)) = (1,0,z-cosp) "
ergibt. Somit ist
//{}MM f-ndO= /Ozn/zcmsmwlcosrb dzd¢ = /ozn(coszcl)sin¢+2005¢)d¢

1 - 2
= [_—co§¢+23in¢] =0.
3 0

Deckel:  Die durch®’ : [0,1] x [0, 2717 — R3 mit
®'(r,¢) = (rcosp,rsing,r’cosp sing +1)"
definierte Abbildung parametrisiert den Deckel des ZylisdE&s ist
DL(r,¢) = (cosp,sing,2r cosp sing) ",
®Y(r,¢) = (—rsing,rcosp,r?(cos’ ¢ — sinch))T,

woraus sich
(be X d)fi,) (r,@) = (—r?sing, —r?cos¢,r)’

und
f(d'(r,9)) = (1,0,r*cos ¢ sing +r2cosp) "

ergibt. Damit ist

//ﬁM/f.ndO:/ozn/ol (_rzsin¢+r50052¢sin¢+r3cos¢> drdg

1 .o 1 o1 1 on
_ {—%@] /2 sing d¢ + L—lsrﬁ]o/oz cos ¢ sing do + [%r“} /02 cosp d¢
R , —

0/0 0
=0 =0
1 1 21
=~ . |-Zcos =0.
6 { 3 ¢L

Zum Schluss berechnen wir noch das Oberflachenintegragbelzidles Bodens.

Boden: Die durch®*: [0,1] x [0,2r1] — R3 mit ®X(r,¢) = (rcosg,rsing, —r2)T
definierte Abbildung parametrisiert den Boden des Zylindéssist

OK(r,¢) = (cosp,sing,—2r)",  ®(r,¢) = (—rsing,rcosp,0)"

woraus sich
(d)'r‘ X CDE) (r,¢) = (2r%cosp, 2r?sing,r)"
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und

f(CDk(r7 ¢)) = (17 07 —r4COS¢)T
ergibt. Damit der Normalenvektor nach auf3en zeigt, mussen mit—1 multipliziert
werden. Somit ist

//aMkf.ndO:/OZn/ <r5cos¢ 2r cosqb) drd¢
2
3

:l%rG -3} / cosp d¢ = 0.

// f.ndO = // f.ndo = // f.ndO=0
0M|\/| sz de

und damit insgesan#(f,dM) =

Somit ist
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Aufgabe 2: (7 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Differentialglerdn

(2¢ —X)Y +y=2x x>

27
sowie die spezielle Losung zum Anfangswgit) = 2
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Umformen ergibt
y+ >
(2x YT x(2x—1)

Diese Gleichung hat die Form

Y +9(x)y = h(x)

1 2
9(x) X(2x—1)’ ) 2x—1
Nach Satz 3.2.8 berechnen wir unter Verwendung einer Rarttehzerlegung

/g dx—/(ZX . X)dx:ln(Zx—l)—In(x),
—I

mit

nx-1) _ _ X
2x—1
und erhalten damit die homogene L&sung
X
f =C——, CeR.
h(X)=Cs —, Ce€
Fur die partikulare Losung verwenden wir den Ansatz derafem der Konstanten:

fo(0) = k(¥ 5

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

:/m@&w
_ 2 n(2x-1)—In(x)
_/2x—1el dx
2 2x-1 2
=51 % dx:/)—(dx:ZInx.

Damit ist die gesamte LOsung

f(x) = (C+k(x))e"®¥ = (C+2Inx) CeR.

X
2x—1’
Aus der Anfangsbedingung(1l) = 2 folgt durch Einsetzel® = 2 und damit die spezielle
Losung

y(x) = (2+2Inx)2xx_1.
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Differentialglerdn

y' —y —2y=4(sinh(x))2+ 2.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Zuerst muss die homogene Losung bestimmt werden.yAusy — 2y = 0 ergibt sich das
charakteristische Polynom

p(X) =X?—X—2=(X—-2)(X+1)
mit den Nullstellem1 = 2, A, = —1. Die homogene Losung lautet daher
fo(X) = c1e®+ce ™ mitcy, e R.

Um die inhomogene LAsung zu bestimmen, bietet es sich anedie Seite umzuformen:

1 2
h(x) = 4(sinh(x))2+2 =4 (é(eX — ex)) +2=e"4e .

Nun gibt es mehrere Mdglichkeiten:
e Ansatz nach Art der rechten Seite

Hier wird das Superpositionsprinzip angewendet, d.h. eslevepartikulare Losungen
zu den beiden Storfunktionem (x) = € und hy(x) = e ¢ gesucht. Dazu wird der
Ansatz nach Art der rechten Seite genutzt.

1. Storfunktionhy:
Zunéchst wird die Storfunktioh;(x) = € betrachtet. Da das charakteristische
Polynom die einfache Nullstelle 2 hat (Resonanz) und denotyale Faktor der
Storfunktion vom Grad O ist, besitzt der Ansatz fur die pantire Losung die
Form

fpr(X) = axe™
mit den Ableitungen
(¥ =al+2xe*  und (%) = a(4+ 4x)e™ .
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
a(4+ 4x)e? — a(1+ 2x)e?* — 2axe®™ = 326 = e = hy(X) ,
was aufa = £ fiihrt. Alternativ kann der Operatorenkalkiil verwendet aear:
(D+1)(D — 2)axe® = &
(D + 3)D(ax) = &
(D+3)a=1
3a=1,
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was ebenfalls = 2 5 liefert. Damit lautet die partikulare Losung
1

2. Storfunktionhy:
Die zweite Storfunktion lautdix(x) = e~2*. Da—2 keine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms ist und der polynomiale Faktor derf8tiktion Grad O hat,
besitzt der Ansatz fir die partikulare Losung die Form

fp2(X) = ag™
mit den Ableitungen
h2(X)=—2ae"®  und bo(X) = dae™ >
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
dae 2 4 2ae 2 — 2ae X = dae X L e X = hy(x)
was aufa = 1 fithrt. Damit lautet die partikulare Lésung

1
fpo= -
2= 74
e Variation der Konstanten

Der Ansatzfp(x) = c1(X)e* + cp(x)e > fulhrt auf
e e (¥ 0
2 —e ) \c(x)) ~ \eX+e )"

(5 aee) (d) - (212%)

Umformen liefert

und damit

G0 =5(1+e®), =3 (e
Integration ergibt

c1(x) = %x— %2e‘4x, Co(X) = %e3x+ %e‘x

und damit die partikulare Losung
1 1
fo(X) = _erX+ S
Insgesamt erhalt man die allgemeine Lésung

1 1 )
f(X) = c1€* + coe * + éxe2X+ Ze‘zx mitci,co € R .
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Aufgabe 4: (6 Punkte)
Bestimmen Sie die L6sung des Anfangswertproblems

1 0 -1 1
y = (6 2 2) y, y(0)= (0) :
5 0 -1 1

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 4:
e 1. Variante (mit Minimalpolynom) (siehe Satz 6.3.7)

Wir erhalten

und damitA?v+ 4v = 0. Das zugehdrige Polynom
p(X) =X2+4

hat die Nullstellemy , = +2i, und damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zu-
gehdorigen skalaren Differentialgleichung

91(X) = cog(2x),  g2(X) = sin(2x).
Die zugehorige Wronski-Matrix ist

g2x)  sin(2x)
M(x) = <_Czosin();x) ZSCIBS(;X))

Mo = (5 ). mon=(G 3).

Damit ist die Lésung des Anfangswertproblems gegeben durch

1 0 cog 2x)
B B 1 0\ fcog2x)\ _ e
0= ((1) 44) <O %) <sin(2x)) (cos{sz)iréi)i?m(Zx)) |

e 2. Variante (mit charakteristischem Polynom)(siehe Satz 6.3.4)

mit

Wie oben erhalten wir
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Das charakteristische Polynom der Mathixautet
Xa(X) = (2= X) (1= X)(=1=X) +5) = (2= X)(X*+4)

mit den Nullstellem, , = +2i, A3 = 2. Das reelle Fundamentalsystem der zugehdrigen
skalaren Differentialgleichung lautet damit

g1(x) =cog2x), ga(X) =sin(2x), g3(x) =€>.
Die zugehorige Wronski-Matrix ist

( cog2x) sin(2x) e )

M(x) = [ —2sin(2x) 2cog2x) 2e*

—4cog2x) —4sin(2x) 4e
mit

1 01
M@O)=[ 0 2 2
0

—4

IS
v
<
—~
o
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|
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\_/

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

1 0 - 3 -3 cog(2x) cog(2x)
fx)=(0 -4 0 0 3 sin(2x) | = —2sin(2x) .
1 4 — -1 - e cog(2x) + 2sin(2x)

I O NI
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Aufgabe 5: (9 Punkte)
Gegeben ist die 2-periodische Funktibmit

f(x) =x+sin(mx) fuar —1<x<1 wund f(x+2)=f(x).
(a) Entwickeln Sief in eine reelle Fourier-Reihe.

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Da f(—x) = —f(x) qilt, ist die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung. Daisi
ap = ap = O fur allen.

Um die anderen Koeffizienten zu berechnen, bietet es sichiarBummandex und
sin(7x) getrennt zu betrachten. Fir den ersten Teil erhalten wir

. 1 1
bn = / xsin(nmx)dx =2 [ xsin(nmx)dx
-1 0

2 t 2t
= [—F[xcos(nnx)hjL FT/O cognrx)dx

2 2 1 a1 2
= Ecos{nn)jtw[sm(nnx)]o_( 1) —

Der zweite Summand sjrnx) ist schon in Form einer Fourierreihe gegeben.

Damit erhalten wir insgesamt

f(X) ~ sin(7x +z ”+1 —sin(n7)

(1+ )sm ) + Zz ”+1 —sin(n7)

(b) Die Funktionf ist nur an den Punktef?k+ 1 : k € Z} unstetig. An allen anderen Punk-
ten konvergiert die Fourierreihe folglich gegen den Fuidiwert, wahrend sie an den
Sprungstellen gegen den Mittelweytl + (—1)) = 0 konvergiert. Der Grenzwert der
Fourierreihe ist also die 2-periodische Fortsetzung dekfon

x+sin(x), fur —1<x<1,
0, far x=-1
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