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Klausur der Modulprüfung / Diplomvorprüfung

für B.Sc. aer / B.Sc. mawi / Dipl. aer / Dipl. geod. / Dipl. autip

Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

• Bearbeitungszeit: 120 Minuten

• Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhändig beschrieben.

• Bearbeitungen mit Bleistift, Grün- oder Rotstift sind nicht zulässig!

• Lesen Sie zunächst die Aufgabenstellungen aufmerksam durch und beachten Sie, dass je nach

Lösungsweg die gegebenen Hinweise hilfreich sein können.

• In den Aufgaben 4 – 6 sind die vollständigen Lösungswege mit allen notwendigen Begründun-

gen anzugeben. Die Bearbeitung der Aufgaben nehmen Sie bitte auf gesondertem Papier vor.

Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt und schreiben Sie auf jedes Blatt ihren

Namen und die Matrikelnummer.

• In den Aufgaben 1 – 3 werden nur die Endergebnisse gewertet. Diese sind in die vorgegebenen

Kästen einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden bei der Bewertung

nicht berücksichtigt.

• Die Prüfungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 04.05.2011 über das Studenteninforma-

tionssystem der Universität Stuttgart (https://lsf.uni-stuttgart.de/) bekannt gegeben.

• Die Klausureinsicht wird voraussichtlich am 06.05.2011 stattfinden, Ort und Uhrzeit werden

auf www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM3-Kuehnel-WS1011/ bekannt

gegeben.

Viel Erfolg!

Hinweise für Wiederholer:

Studierende, die diese Prüfung als Wiederholungsprüfung schreiben, werden darauf hingewiesen, dass

zu dieser Wiederholungsprüfung für bestimmte Fachrichtungen eine mündliche Nachprüfung gehört,

es sei denn, die schriftliche Prüfung ergibt mindestens die Note 4,0.

Wiederholer, bei denen eine mündliche Nachprüfung erforderlich ist, müssen sich persönlich vom

11.05.2011 bis zum 13.5.2011 bei Marcel Bliem (V57 8.155, bliem@mathematik.uni-stuttgart.de)

einen Termin hierfür geben lassen. Eine individuelle schriftliche Benachrichtigung erfolgt nicht! Sie

sind verpflichtet, sich rechtzeitig über das Ergebnis der schriftlichen Prüfung zu informieren und sich

ggf. zum vereinbarten Zeitpunkt für die mündliche Nachprüfung bereitzuhalten.

Mit Ihrer Teilnahme an dieser Prüfung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.

Die mündlichen Nachprüfungen finden vom 24.05.2011 bis 26.05.2011 statt.
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Name, Vorname Matrikelnummer Studiengang

Aufgabe 1 ( 1 + 1 + 1 + 2 + 2 = 7 Punkte)

Geben Sie bei den folgenden Aussagen an, ob Sie wahr oder falsch sind. Für jede falsche Antwort gibt

es einen Punkt Abzug, die Aufgabe kann aber insgesamt nicht mit weniger als 0 Punkten bewertet

werden.

(a) Für jede stetige Funktion F : R2 → R und jeden Punkt (x0, y0) ist die Differentialgleichung

der Form

y′(x) = F (y(x), x), y(x0) = y0

eindeutig lösbar.

falsch

(b) Für jede stückweise stetige, periodische Funktion f : R → R konvergiert ihre Fourierreihe an

jedem Punkt x ∈ R gegen f(x).

falsch

(c) Für zwei unabhängige reelle Zufallsvariablen X, Y gilt E(X · Y ) = E(X)E(Y ).

wahr

(d) Die Differentialgleichung

xy2 − x2yy′ = 0

ist exakt.

falsch

(e) Die Funktion f : R2 → R, gegeben durch

f(x, y) =


3
2
, für 0 ≤ x ≤ 1

4
und y ∈ [0, 1],

5
6
, für 1

4
< x ≤ 1 und y ∈ [0, 1],

0, sonst,

besitzt alle Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsdichte auf R2.

wahr
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Aufgabe 2 (7 Punkte)

Sei

D =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, y ≥ 0 z ≥ 0
}
.

Berechnen Sie das folgende mehrdimensionale Integral in Kugelkoordinaten

~x(r, ϕ, ϑ) = (r cosϕ sinϑ , r sinϕ sinϑ , r cosϑ) .

Fassen Sie den Integranden soweit wie möglich zusammen, bevor Sie ihn eintragen.

∫
D

(x2 + y2 − z2) dV =

1∫
r= 0

π∫
ϕ= 0

π
2∫

ϑ= 0

r4(sin2 ϑ− cos2 ϑ) sinϑ dϑ dϕ dr

= π
15

Aufgabe 3 (5 + 3 = 8 Punkte)

(a) Gegeben ist das Anfangswertproblem

y′ = −e
−2 y

x

x
+
y

x
, y(2) = 0 .

Substituieren Sie u = yx−1 und geben Sie die Differentialgleichung für u an.

u′(x) = −e−2u/x2

Lösen Sie das Anfangswertproblem

y(x) = −x
2

ln(x
2
)

(b) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Lösung zu

y′′′ − 2y′′ + y′ = 0

y(x) = c1 + c2e
x + c3xe

x c1, c2, c2 ∈ R
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Aufgabe 4 (2 + 6 + 5 = 13 Punkte)

Gegeben ist der Körper

K =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 2, z ≥ 0 , y2 − 2y + z2 ≤ 8
}
.

(a) Was ist K für ein Körper? Fertigen Sie eine Skizze an.

(b) Bestimmen Sie eine Parametrisierung des Körpers K und berechnen Sie dessen Masse mK für

die Dichteverteilung

ρK(x, y, z) = x+ y − 1 .

(c) Bestimmen Sie den Fluss des Vektorfeldes

~X =


−1

2
x2

yz2 − x3z − x2z2

z(y − 1)2 − x3


durch die Oberfläche von K nach außen.

Hinweis: Die Menge

Z = {(x, y, z) : y2 + z2 ≤ r2}
ist der Vollzylinder mit Radius r um die x-Achse.

(a) Es gilt

y2 − 2y + z2 ≤ 8 ⇐⇒ (y − 1)2 + z2 ≤ 9

Mit dem Hinweis zusammen ergibt sieht man, dass K der Halbzylinder um die in y-Richtung

um 1 verschobene x-Achse mit Höhe 2 und Radius 3 ist.

0

1

2

−2

−1

0

1

2

3

4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

x

y

z

(b) Aus der Skizze kann die Parametrisierung

~x(x, r, ϕ) =
(
x , r cosϕ+ 1 , r sinϕ

)
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mit

0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ ϕ ≤ π

entnommen werden. Die Masse berechnet sich zu

mK =

∫
K

%k dV =

3∫
r=0

π∫
ϕ=0

2∫
x=0

(
x+ r cosϕ

)
r dx dϕ dr = π

3∫
r=0

2∫
x=0

xr dx dr + 2

3∫
r=0

π∫
ϕ=0

r2 cosϕdϕdr

= π
[x2

2

]2
0

[r2

2

]3
0

+ 2
[r3

3

]3
0

[
sinϕ

]π
0

= 9π

(c) Es wird der Satz von Gauß benutzt. Die Divergenz des Vektorfeldes ist

div ~X = −x+ z2 + (y − 1)2 .

Damit gilt∫
∂K

~X · d ~A =

∫
K

div ~X dV =

3∫
r=0

π∫
ϕ=0

2∫
x=0

(−x+ r2 sin2 ϕ+ r2 cos2 ϕ
)
r dx dϕ dr

= −π
3∫

r=0

2∫
x=0

xr dx dr + 2π

3∫
r=0

r3 dr = −π[x2

2

]2
0

[r2

2

]3
0

+ 2π[
r4

4
]30

= −9π +
81π

2
=
−18π

2
+

81π

2
=

63π

2

Aufgabe 5 (5 + 3 + 4 = 12 Punkte) Gegeben sei die Funktion f : [−π, π]→ R durch

f(x) =


0, für − π ≤ x < −π

2
,

x, für − π
2
≤ x < π

2
,

0, für π
2
≤ x < π.

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f . Ausdrücke der Form cos(kπ
2

) oder sin(kπ
2

) müssen

an dieser Stelle nicht ausgewertet werden.

(b) Welchen Wert nimmt die Fourierreihe bei x1 = 0, x2 = −π
2

und x3 = π
2

an?

(c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe
∞∑
l=0

1

(2l + 1)2

durch Auswerten der Fourierreihe bei x = π
2
.

Hinweis: Es gilt für k ∈ N0

cos(kπ
2

) sin(kπ
2

) = 0 und sin2(kπ
2

) =

0, für k = 0, 2, 4, . . . ,

1, für k = 1, 3, 5, . . . .
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(a) Zu berechnen ist die Fourierreihe

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
k=0

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
.

Da f eine ungerade Funktion ist, gilt ak = 0 für alle k ∈ N0. Die bk berechnen sich zu

bk =
1

π

π∫
−π

f(x) sin(kx) dx =
1

π

π
2∫

−π
2

x sin(kx) dx =
1

π

(
−1

k

[
x cos(kx)

]π
2

−π
2

+
1

k

π
2∫

−π
2

cos(kx) dx

)

=
1

π

(
− π

2k
cos
(πk

2

)− π

2k
cos
(−πk

2

)
+

1

k2

[
sin(kx)

]π
2

−π
2

)
= −cos(πk

2
)

k
+

2 sin(πk
2

)

πk2

Damit ist die Fourierreihe

f(x) ∼
∞∑
k=1

(
2 sin(πk

2
)

πk2
− cos(πk

2
)

k

)
sin(kx) .

(b) Der Wert der Fourierreihe an der Stelle x0 ist Mittelwert aus rechts- und linksseitigem Grenz-

wert von f . Damit hat die Fourierreihe den Wert 0 bei 0, den Wert −π
4

bei −π
2

und den Wert
π
4

bei π
2
.

(c) Nach (b) gilt

π

4
=
∞∑
k=1

(
2 sin2(πk

2
)

πk2
− cos(πk

2
) sin(πk

2
)

k

)
=

2

π

∞∑
k=1

sin2(πk
2

)

k2
=

2

π

∞∑
l=0

1

(2l + 1)2
.

Damit folgt
∞∑
l=0

1

(2l + 1)2
=
π2

8
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Aufgabe 6 (4 + 5 + 4 = 13 Punkte)

In einem Binnenmeer befinden sich vier Arten von Fischen. 50% aller Fische sind rot, 25% aller

Fische sind schwarz, 15% aller Fische sind gelb und 10% aller Fische sind grün.

(a) Die schwarzen Fische gelten als Delikatesse. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind bei einem

Fang von 1200 Fischen mehr als 279 schwarz?

(b) Ein Fischer fängt 400 Fische. Geben Sie ein Intervall an, in dem mit 95% Wahrscheinlichkeit

die Anzahl der gefangenen roten Fische liegt.

(c) Die grünen Fische sind vom Aussterben bedroht. Wie viele Fische muss man mindestens fangen,

um mit 84% Sicherheit zu sagen, dass noch mindestens 4% grüne Fische im Binnenmeer leben.

Hinweis: Gehen Sie davon aus, dass die Gesamtzahl der Fische im Meer sehr groß gegenüber der

Anzahl der gefangenen Fische ist, und benutzen Sie den zentralen Grenzwertsatz.

(a) Sei X die Anzahl der gefangenen schwarzen Fische, dann gilt

E(X) = 1200 · 0.25 = 300

und damit

P (X > 279) = 1− P (X ≤ 279) = 1− Φ

(
279− 300√

1200 · 0.25 · 0.75

)
1− Φ

(−21

15

)
= Φ(1.4) = 0.9192

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 91.92% sind mehr als 279 schwarze Fische in einem Fang von

1200 Fischen.

(b) Sei X die Anzahl der gefangenen roten Fische, dann ist

E(X) = 400 · 0.5 = 200

und damit

P (E(X)− r ≤ X ≤ E(X) + r) = P (X ≤ E(X) + r)− P (X ≤ E(X)− r)

= Φ

(
r√

400 · 0.5 · 0.5

)
− Φ

(−r
10

)
= Φ

( r
10

)
− 1 + Φ

( r
10

)
!

= 0.95

⇒ 0.95 = 2Φ
( r

10

)
− 1

⇒ 0.975 = Φ
( r

10

)
⇒ 1.96 =

r

10

⇒ 19.6 = r
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Die Anzahl der gefangenen roten Fische liegt mit 95% Wahrscheinlichkeit zwischen 180.4 und

219.6.

(c) Sei ax die Anzahl der grünen Fische in einem Fang von x Fischen. Dann ist

E(ax) = 0.04x

und es gilt für die Anzahl der zu fangenden Fische x

0.84 = P (ax > 0.04x) = 1− Φ

(
0.04x− 0.1x√

0.9 · 0.1 · x

)
= Φ

(
0.06x√
0.09x

)
⇒ 1 =

0.06x√
0.09x

⇒ x = 25 .

Ausgewählte Näherungswerte der Verteilungsfunktion Φ0,1(z) für die Standardnormalverteilung

z ,00 ,01 ,02 ,03 ,04 ,05 ,06 ,07 ,08 ,09

1,0 ,8400 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8513 ,8554 ,8577 ,8529 ,8621

1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830

1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9015

1,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177

1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9215 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319

1,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9492 ,9441

1,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545

1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,9633

1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,9706

1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767


