Kiinzer, Kohls Samstag, 03.03.2012

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Losung zur Klausur

Aufgabe 1.1

Erster Lisungsweg.

Es ist i i i
[e'e] fe%e] 2
S (1) = (IR (1)) - (S (D))
= 1—(—11/4) (1-1+15)
— 4_ 13
5 16
- _1
80
= —0,0125

Zweiter Losungsweg.

. S 1\k _ 1\3 00 nNF_ 14 _ 1 _
Bsist 35,75 (—3) = (-1) - 2020 (-1) = 515 = —s0 = ~0,0125.
Aufgabe 1.2

(1) Der Zahler z(x) := sin(2z) ist auf R differenzierbar, mit Ableitung 2'(z) = 2 - cos(2z). Es gilt
z(0) = 0 und 2'(0) = 2.
Der Nenner n(z) := « ist auf R differenzierbar, mit Ableitung n’(z) = 1. Es gilt n(0) = 0 und
n’(0) = 1.

Also ist I'Hopital einmal anwendbar. Es wird

A= e T B ee T W)
(2) Erster Lisungsweg.

Der Zihler z(x) := (2% — 1)? ist auf R zweimal differenzierbar, mit Ableitungen
Z(z) = 2-(2° —1)-1n(2) - 2° = 2In(2) - (22" — 2%) .
und
Z'(r) = 2In(2) - (2In(2) - 2** —In(2) - 2%) = 2In(2)% - (2%*+! —27) .
Es gilt 2(0) =0, 2/(0) = 0 und 2”(0) = 21n(2)%.
Der Nenner n(z) := 22 ist auf R zweimal differenzierbar, mit Ableitungen n’(x) = 2z und n”(z) = 2.
Es gilt n(0) = 0, n/(0) = 0 und n”(0) = 2.
Also ist I'Hopital zweimal anwendbar. Es wird
2 (x

. o2 ) ) _ 20 _ ~
lm f@) = im0y = Gy T ey = ) T @ 08

Zweiter Lisungsweg.

Da die Funktion R — R, t +— t2 stetig ist, ist

27 —1)2 27 — 1\ 27 — 1\
lim % = lim < > = (hm > .
z—0 €T x—0 €T z—0 xT




Der Zahler z(z) := 2% — 1 ist auf R differenzierbar, mit Ableitung z’(x) = In(2)-2*. Es gilt 2(0) =0
und 2'(0) = 1n(2).

Der Nenner n(z) := « ist auf R differenzierbar, mit Ableitung n’(z) = 1. Es gilt n(0) = 0 und
n'(0) = 1.

Also ist I'Hopital einmal anwendbar. Es wird

Insgesamt wird somit

Aufgabe 1.3
In Standardnotation ist Ko = —10000, "= 1 Jahr, n = 20, K,, = Ko9 = 0 und g = 1,06. Gefragt ist R.
Es wird

qg—1 n 1,06 — 1 20
R = ) (Kn—q"Ko) = m (0 —1,06°"(—10000)) = 871,85 Euro.
Aufgabe 1.4
Skizze des Graphen von f.
f(@)
1
® f
1 X

Es ist f genau dann nicht stetig an der Stelle 0, wenn es ein ¢ € R+ q so gibt, daf} fiir alle § € R+ ein
(zu ¢ passendes) Z € R existiert mit |Z — 0] < ¢ und

1f (@) = fO)] > .

Hierfiir konnen wir z.B. ¢ := 1 verwenden. Denn sei § € R~ vorgegeben. Fiir dieses § kénnen wir

Z :=§/2 wihlen. Dann ist |z — 0] = /2 < § und

i~}

[f(2) = fO) = |£(6/2) = f(O)] = 1-0] =1 >

N =

Aufgabe 1.5

1 0
Es ist (( (1)) , (?)) linear unabhéngig, da die Zeilenstufenform der Matrix mit diesen 2 Spalten sich zu

10 10 10
(10) . (00) . (01)
01 01 00

ergibt, und genau 2 Nichtnullzeilen enthélt.



Es ist ((

=0

1
) ) (?)) linear unabhéngig, da die Zeilenstufenform der Matrix mit diesen 2 Spalten sich zu

01 10 10
(10) ~ (01) ~ (01)
11 01 00

ergibt, und genau 2 Nichtnullzeilen enthilt.

Zur Berechnung einer Basis von U NV diirfen wir also die Matrix A durch Nebeneinanderstellen aller
4 erzeugenden Vektoren bilden und diese zur Zeilenstufenform umformen.

1001 100 1 100 1 100 1
A:(lOlo)w(001—1)w(011 1)w(010 2)
0111 011 1 001-1 001-1

)) von {z € R™! : Az =0}.

e

Das Standardverfahren liefert also die (einelementige) Basis ((_

Also ist eine (einelementige) Basis von U NV gegeben durch

()2 (=G

Insbesondere ist U NV in der Tat eine Gerade.

Aufgabe 1.6
Sei g(z) := 2? fiir z € R. Es ist ¢’(z) = 22. Wir erhalten

f(f x-cos(r?)dx = f(f 1-g/(z) - cos(g(z)) dx
= 1. fg cos(g(z)) - ¢'(z) dz
= 1. fgg((g)) cos(u) du
= 3 @l
= 5 (sin(g(t)) —sin(g(0)))
= 1 (sin(t?) —sin(0))
= 3 -sin(t?).

Aufgabe II.1
Es wird
_ 1
fz) = 1000 L
! _ . —2z
fl@) = 1000 =2
_ —4-1—6:32
fr@) = 1000 b
Es wird )
f'(z) 2z
E(z) = .
7(®) f(x) o 2+ 22
Es wird )
1 (x) 2 —3x
Es = . = .
7(2) f!(x) o 24 22

Uberpriifen wir die Voraussetzungen unseres Lemmas aus §7.2.2.

Es ist f(z):%>0ﬁirz€R>o.

Es ist f’(x):looo-ﬁ <0firzeRso.



222
2412

Fiir x € Ry ist Ef(x) > —1 genau dann, wenn — > —1, also genau dann, wenn 222 < 2 + 2, also

genau dann, wenn r < V2.
<

2—3z2

—2 genau dann, wenn a2

Fir z € Rso ist Ep/ ()

also genau dann, wenn x > V6.

< —2, also genau dann, wenn 2 — 3z2 < —4 — 222,

Dies ist nie beides zugleich der Fall. Also kénnen wir unser Lemma anwenden.

Demgem&f nimmt der Gesamtgewinn G(z) = z - f(x) bei zp € R sein Maximum an, falls E¢(zg) = —1
ist, d.h. falls — 225 = 1 ist, d.h. bei

T = V2 ~ 1,41 Euro pro Kilogramm .

Aufgabe I1.2
Fiir die Partialbruchzerlegung suchen wir A, B, C' und D aus C mit

r+1 _ r+1 1 A n B +C+D
(x241) - 22 (z4+i)  (x—1i)-22 2z+i xz—-i x 22’

Durchmultiplizieren mit (2% + 1) - 2% gibt die Bedingung

r+1 = A@@® —i2?) + B2 +i2?) + C(2® + ) + D(z* +1) .

—1/2 1000
—1/2 0100
/1 ~ o010
1 0001

A
Wir formen das fiir (E) entstehende lineare Gleichungssystem um.

D

0001[1 11100 101/2 i/2/0 100 i/2
0010[1 02i i 1|0 011/2-i/2/0 010—i/2
<11010>W<00101)W 00/1 /01 ™ loo1 /0
11100 00011 00 0 11 000 1

Dies liefert die Partialbruchzerlegung

z+1 1141 11-1 1 1
@11 2 2241 272 i @ &
Also wird
Ff@de = [} i de
= Bei-iEe e de
= [-3 In(z® +1) — arctan(z) + In(z) — 1]2_

1
= —11n(5/2) — arctan(2) + arctan(1) + In(2) + 3
= —11In(5/8) —arctan(2) + = + %

0,4133 .

Q

Aufgabe I1.3

(1) Esist

2z—y2
Vf(SC,y,Z) = <2y2xyz) .
2z—y
Also ist 0
v7(0,0,0) = (1) .

und somit (0,0, 0) eine Flachstelle von f.

Ferner ist
2 —2y 0
Hf(l',y,Z) = < —2y 2—2x —1> .
0 -1 2



Also ist 0

2 0
H;(0,0,0) = (87%3) .
Es ist M; (H(0,0,0)) = 2 > 0, My(Hf(0,0,0)) =4 > 0 und

My (H;(0,0,0)) = det(§ 2-1) = det(2) det ([ 74) = 6>0.

Also ist (0,0, 0) eine lokale Minimalstelle von f und so insbesondere eine lokale Extremstelle von f.

Zuniichst sind in der Tat ¢1(0,1,0)=0-0+0-0=0 und ¢2(0,1,0)=0-1-0+1—-1=0.

Es ist, wie in (1),
21—y2
Vf(SC,y,Z) = <2y—21y—z) .

2z—y
Also ist .
vi(0,1,0) = (2) .
Es ist
y
v91(.’L',y,Z) = (IJFZ) )
y
und also L
V,,(0,1,0) = (g) .
Es ist
yz
ng(:c,y,z) = ($Z+1) 9
zy
und also

0
V,,(0,1,0) = (5) .
Insgesamt ist also
10
N(0,1,0) = (o 1) .
10
Folglich ist
-1 10 . 1
V0,100 = (73) = (91)- () = N0.10)- (D)
wie sich als eindeutige Losung eines linearen Gleichungssystems ergibt, auch ohne Losungsverfahren.

Der Lagrangemultiplikator ergibt sich also zu r = (Z;) = (7%)

Wegen ¢1(0,1,0) =0, g2(0,1,0) = 0 und wegen der eindeutigen Existenz des Lagrangemultiplikators
ist somit (0, 1,0) eine Flachstelle von f unter den Nebenbedingungen g; = 0 und g2 = 0.

Wir 16sen nun N (0, 1,0)% u = 0 fiir u € R**1. Esist N(0,1,0)* = (1) bereits in Zeilenstufenform,
so daf sich geméf Algorithmus die allgemeine Losung

{we R . N(0,1,0)'u=0} = {Al(_é) A € R}

-1
und also U = ( (IJ) ergibt.
-1
Auch jedes nichtverschwindende Vielfache von ( ?) kann hier als U Verwendung finden.

Weiter wird
F(‘Tayaz) = f(‘rayaz)_plgl(xayaz)_p292(xayaz)
= @+y’ 4+ —ay’ —yz) - (-1) (ay +y2) =2 (ayz +y — 1)
= 2?24y’ +22 - +ay—22yr—2y+2.

Folglich ist

2 —2y+1-2z —2y
-2 —2x 2 ’

Hp(z,y,2) = <2y+12z 2-2z -2z



und also

Hp(0,1,0) = (:

NN
[=)\h
NON

).

UtHp(0,1,00U = () .
Diese Matrix ist positiv definit, da M;((8)) = 8 > 0 ist.

Es wird

Also ist (0, 1,0) eine lokale Minimalstelle und so insbesondere eine lokale Extremstelle von f unter
den Nebenbedingungen g1 = 0 und g» = 0.

Aufgabe I1.4
Erster Lisungsweg.

Mit der Eulerschen Formel wird

fow sin(2z) cos(z)dz = fow 2—1i(e2iz —e 2Ty, %(eiz +e” %) dw
— ﬁ foﬂ'(e3im + eiz _ e—iz _ e—3iz) dx
— ﬁ[z%_lieSiz + %eiz _ %efix _ %&efﬁz]gzo
= FEED DD ) = () - 1) = (=) - 1)
- (Dheh o)
_ 4
- 3
~ 1,33

Zweiter Losungsweg.

Mit zweimaliger Anwendung der Produktregel kann man wie folgt argumentieren. Aus

Jy sin(2z)cos(z)dz = [—3 cos(2x) cos(x — Jo (=% cos(22))(— sin(z)) dz
= 1-—1 [ cos 2,7:)5111( )dx
= 1—1[Lsin(22)sin()]7_y + % f = sin(2x) cos(z) dx

= 147 [, sin(2z) cos(ac)dx

folgt
3 s
—/ sin(2x) cos(z)dx = 1
4 Jo
und also
T 4
/ sin(2z) cos(z)dz = - =~ 1,33.
0 3
Dritter Losungsweg.
Mit Substitution wird
o sin(2z) cos(z)dz = [ 2sin(z) cos(z) cos(z) dx

= —2 [ (cos(x))? (cos(z))’ dx
-

Q



Aufgabe I1.5
In Standardnotation ist @ = 0, b = 1 und c¢(x) = 2°.
In Standardnotation ist 9 = 0, yo = 1 und yj = 0.

Wir suchen eine spezielle Losung der Form §(z) = A\z3 + px? + va + € mit \, u, v, € € R, welche die
inhomogene Differentialgleichung 4 (x) + §(x) = 23 erfiillt.

Es sollte also
23 L §'(2) + (@) = 6Az+2u) + (AP + pa? + vz +€) = A\® + pa? + (6X + )zt + (20 + €)2°

sein.

Koeffizientenvergleich liefert (auch ohne Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme) bei z3, da8
A = 1 ist, dann bei 22, dafi i = 0 ist, dann bei 2!, dal v = —6\ = —6 ist, dann bei 2%, dal ¢ = —2u =0
ist.

Insgesamt ist also §(z) = 2 — 6.
Wir suchen die allgemeine Lésung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung v’ 4+ u = 0.

Esista2=0<1=b.Esist w=+vb—a2=1. Alsoist fir aller, s € R
u(z) = e *(rsin(wz) + scos(wz)) = rsin(z) + scos(x)

eine Losung von u” +u = 0.
Wir bestimmen die Parameter r und s durch Einsetzen der Anfangswertbedingungen.

Es soll die Losung

y(z) = §(z) +u(r) = 2° — 6z + rsin(z) + s cos(x)
von 3" +y = 2> die Anfangswertbedingungen erfiillen.
Zunichst wird

y'(z) = 322 — 6+ rcos(z) — ssin(z) .

Es sollte also
y(0) = s
y'(0) = —6+r

Yo = 1
¥ = 0
sein.

Es ergibt sich (auch ohne Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme) aus der ersten Bedingung,
dafl s =1 ist, aus der zweiten sodann, dafl r = 6 ist.

Insgesamt erhalten wir die Losung
y(xr) = 2® — 6x + 6sin(x) + cos(z)

unserer inhomogenen Differentialgleichung " + y = x> unter den gegebenen Anfangswertbedingungen
y(0) =1 und y'(0) = 0.



