Prof. Dr. Ch. Hesse Musterlosung 3.09.2012, 180min

Aufgabe 1 (7 Punkte) Die 27-periodische Funktion f: R — R ist durch folgenden Graphen gegeben.

a) Geben Sie die Koeffizienten der re-

ellen Fourier-Reihe von f an. / /
b) Geben Sie an, in welchen Punkten T " >

x € [—m, 7] die Fourierreihe gegen

die Funktion f konvergiert. 5 5

c) Bestimmen Sie durch Einsetzen von einem geeigneten z in die Fourierreihe von f den Wert der

Reihe .
Z sin( )
n=1
a) a, =0 da f(z) =z ungerade ist.
1 [7 1 1 ™ 1 [ 1
b, = —/ zsin(nz)dr = —| — —x Cos(nx)] - —/ —— cos(nz)dz
T ) . Tl n — T)_. n
~
—rcos(nm) + — () cos(—nm)
= —mcos(nm) + —(—m) cos(—nm
™m ™m
2
_~ 1 n+1
2()

- 2
~ E ~(=1)"*!sin(nx)
n
n=1

b) In allen Punkten z € [—m, 7] \ {7, =7} d.h. iiberall bis auf Sprungstellen.

c) Setze v = §

g 2 n+1 i %)
i sin( ): —%

n=1
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Aufgabe 2 (7 Punkte) Gegeben sei die Differentialgleichung

1

y'(x) +4y(x) — cos(22) L, -

T oene T
J— x‘ J—
4 4
a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.
b) Wie lautet hier die Grundlésung?

c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten oder der Green’schen Funk-
tion eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

(Hinweis: Die Identitét sin(a + ) = sin(a) cos(5) + sin(5) cos(«) konnte niitzlich sein!)

a) Mit y” = —4y erhalten wir
y = ¢ cos(2z) + ¢ sin(2x)

b)
L.
Yy =5 sin(2z)

ypla) = — / ol — tyr(t)de

yp(z) = — /0m % sin(2x — 2t)(_cosl(2t) — 1)dt
- %/O“*’ (sin(2z) cos(2t) — sin(2t) COS(Q:E))(CO;%) +1)dt

B %/Oz sin(22) i;r;(ég cos(2x) + sin(2x) cos(2t) — sin(2t) cos(2x)dt
)

xT

cos(2z) + %(sin@x) sin(2t) + cos(2x) Cos(2t))}0

1 1
=3 [ sin(2z)t + 5 In(cos(2t)

1 1 1 1
=% sin(2z) + 1 In(cos(2x)) cos(2z) + 11 cos(2x)
Alternative mit V.d.K.

) (z) cos(2z) + cy(x) sin(2z) = 0

2¢) (x)(—sin(2z)) + 2¢5(x) cos(2x) = +1

cos(2t)

A(z)d (z) = b(z) mit A(g;):( cos(2z)  sin(2x) ) o) — ( cé(az))

—2sin(2x) 2 cos(27)

0
und  b(z) = ( ) )
cos(2x) +1

2cos(2z) —sin(2x) )

d(z) = A7 (2)b(z) mit A'(z) = % ( 2sin(2r)  cos(2x)

Seite 2 von 10



Prof. Dr. Ch. Hesse Ho6here Mathematik 3 Musterlésung 3.09.2012, 180min

i (z) %( - 128?) —sin(2z)) = c1(z) = iln(cos@x)) + i cos(2x) + ¢
cy(z) = % + %cos(Q:c) = () = %x + i sin(2z) + &

insgesamt lautet die Losung:

1 1 1
Yinh = 5@ sin(2z) + 1 In(cos(2x)) cos(2x) + 1t ¢ cos(2x) + ¢ sin(2x)
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Gegeben sei die partiellen Differentialgleichung

a)

b)

YUy = Uy
Bestimmen Sie sidmtliche Losungen der Differentialgleichung, die die Form wu(z,y) = v(z)w(y)
besitzen.

Bestimmen Sie alle nichttriviale Losungen der Form u(z,y) = v(z)w(y), die die Bedingungen

u(0,y) = u(m,y) = 0 erfillen.

b)

Mit dem Ansatzt u(z,y) = v(z)w(y) bekommt man folgendes

wy) _ v'z) _ w'(y) = kyw und v"(z) = kv(x
zmwy_v@)_k dh. w'(y)=kyw(y) und v"(z) = kv(x).

fiir w(y) erhalten wir

d d 1 2
o _ ykw = o ykdy = In|w| = v’k +c = w(y) = ce2¥
dy w 2

Man betrachte folgende Fallunterscheidung;:

Fall 1: k=0 =v(z) =ax+b w(y) =c

Fall 2: k>0 = v(z) = c1eV* + coe VR w(y) = ces?’

Fall 3: k <0 = v(x) = &V 4 Ge ™V oder v(x) = ¢ cos(v/—kx) + ¢osin(vV/—kz),

k,2

c1,60 € C und w(y) = ce2

Nur fiir den Fall £ < 0 erhalten wir nichttriviale Losungen zu den gegebenen Anfangsbedingun-

gen.
v(0)=c; =0 und v(7)=cysin(vV—km)=0=V—-kr=nr=k=-n?> neN

n2
u(z,y) = ce =¥ sin(nz),n € N
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Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben sei die Fldche S wie abgebildet.
a) Geben Sie eine Parametrisierung von S und
von 0S an.

b) Geben Sie ein Vektorfeld 7(u,v) an, das auf

T3

der Flache S ohne den Ursprung senkrecht
steht.

Wil
s et
i

: A
4 \
A7l
.
c) Berechnen Sie das Integral g4 I'“““"““}

% gdx
85

mit Hilfe eines geeigneten Integralsatzes fiir
das Vektorfeld

Il
o il
7#?%1#11/%%””%,%”’!"’& /,llllllll i

Ty

Kl
)
1

1,3 — 51‘%
9(x1, T2, w3) = | @ow3 — 2122 + 11

1,..2 2

a) Fiir die Fliche S lautet die Parametrisierung in Zylinderkoordinaten

S(r,p) =1 rcos(p)

: r e [0,1] ¢ € [0,2m).
rsin(p)

Damit erhalten wir folgende Parametrisierung fiir die Randkurve:

1
[:c(p) cos(p) |, ¢ € [0,2m)
sin(¢)
b)
1 0 r
n(p,0) =S, x Sy = | cos(p) | x| —rsin(p) | = | —rcos(yp)
sin(ep) rcos(p) —rsin(p)

c) Nach dem Satz von Stokes gilt:

% gdx://rotg-ﬁedU://rotg-ﬁJSgoxSr|dg0dr,
as S

T
rotg = —T3

1
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2 1
T cos(¢p) r
—rsinp) | - | —reoste) | drdep
0 0 1 —rsin(yp)
1

2
= / / 2 cos(ip) + r?sin(p) cos(p) — rsin(p)drdp = 0
o Jo
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Name, Matrikel-

Vorname: Nummer:

Studien-
gang:

Aufgabe 5 (10 Punkte)

a) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem Y’ = AY mit

2 -1 0
A - 0 3 0 )
-3

Die Eigenwerte der Matrix A lauten

AM=3 =2 =1

und die zugehorigen Eigenrdume sind

V(3)=L((-2,2,5)"), V(2) = L((-1,0,3)"), V(1) = L((0,0,1)")

Geben Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems an:

Yiom(2) = c1 2 e’ + ¢y 0 e 43| 0 |e* ci,c9,c5 €ER.

b) Geben Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems an:

0

Y =AY + | 0

6:13
Yinn(x) = Yiom(z) +xe® | 0
1
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Aufgabe 6 (8 Punkte) Gegeben sei der Korper K
K:={(z,y,2)eR*: 2<2*+y*<4, 0<Z2, 0Z:22}
und das Vektorfeld f: R3 — R?® durch

22y cos(y?) — 2z
flz,y,z) = | —sin(y?) + 322
sin(y?) + 222

a) Stellen Sie den Koérper K mit Hilfe von Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) dar.

K=| {(rcos(y), rsin(p), z)| 0

A
N
A
u[\I)
|
VB
A
AN
A
o
N
A
=
A
(]
—

b) Berechnen Sie das Volumen V' von K.

V= 3T

c) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f.

div f = 4z

d) Geben Sie mit Hilfe eines geeigneten Integralsatzes an, wie der Fluss durch die Oberfliche von

K (von innen nach auflen) durch ein Dreifachintegral dargestellt werden kann.

ffaKf‘”dU: [ [ [ div fdv

e) Berechnen Sie den Fluss durch die Oberfliche von K (von innen nach aufien).

ffaKf'"dU: 327”
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 7 (10 Punkte) Gegeben ist die komplexwertige Funktion

1
a) Bestimmen Sie die Pole von f.
21/2/3 =1  Za/5/6 = —1

b) Berechnen Sie an jedem Pol das Residuum von f.

Res(f;i) = 55¢  Res(fi—i) = {5

c) Sei K, in der komplexen Zahlenebene der positiv orientierte Kreis um —2i mit Radius r. Be-

rechnen Sie
I = f(2) dz und I, = f(z) d=.
Ky

K>

d) Fiir R =2 3 bezeichne in der oberen Halbebene Hp den Halbkreis um 0 vom Radius R, der von

R nach —R im positiven Sinn durchlaufen werde. Zeigen Sie:

lim f(z)dz = 0.

R— 00 Hp

}%i_lgo /HR f(z)dz

™ A _ T R
< 1; it it — T
:I%KI;O/O |f(Re™)Re"|dt Blgrgo i |(R262“+1)3|dt
: "1 .1
Tl )y BT AT

e) Bezeichne Dg den durch die Strecke von —R nach R abgeschlossenen Halbkreis Hpg, der positiv

orientiert sei. Berechnen Sie fiir R = 3

f(2)dz = =

Dpg

f) Bestimmen Sie

©
—dr = 8x
/; (l‘2+1)3 x 16
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Aufgabe 8 (7 Punkte)

a) Berechnen Sie die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

y" — 3y =0.

yhom(x> = c1 + 026333, C1,Co € R.

b) Wie lautet die Laplace-Transformierte mit den Anfangsbedingungen y(0) =2 und y'(0) = 17

L(u)(s) = e v

c) Berechnen Sie eine partikuldre Losung der Differentialgleichung
y' — 3y = (2 + 1)e*”

und geben Sie alle Losungen dieser Differentialgleichung an.

y([[’) = Yhom + éxe?m: + %{L’263x
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