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Aufgabe 1 (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
6 0 1
A=10 2 0
1 06
b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems
Ty =6z + 23
Ty = 219
xy = 11 + 63

¢) Bestimmen Sie die spezielle Losung des Differentialgleichungssystems aus b) zur Anfangsbe-

dingung

d) Bestimmen Sie A%,
Losung:
(a) Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) mit

1

6— A
p()\):det(A—)\I):(Q—)\)-det( L 6

) =(2-XN)((6—-X)?*-1).

Die Eigenwerte sind damit Ay =2, \y =5, \3=7.
Zugehorige Eigenvektoren v; sind gegeben durch die nichttrivialen Losungen der homogenen

linearen Gleichungssysteme (A — \;I)v = 0.

o 7Zu M\ = 2:
4 0 0 0
00 v=10 = zB.uvu=1|1
10 0 0

o 7Zu M\ =5
1 0 1
0 -3 0Jv=1]0 = zB.vy=1] 0
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e Zu N3 =7T7:
-1 0 1 0 1
0 =5 0 |Jv=1]0 = zB uy3=10
1 0 -1 0 1

(b) Das Differentialgleichungssystem besitzt die Form & = Az mit der Matrix A aus a). Daher ist

die allgemeine Losung z.B. gegeben durch

0 1
zt)=c | 1|+ | 0 [+ |0]e", e eeR.
0 -1 1

(c) Essoll z(0) = (1,1,1)T sein, daher erhalten wir die ¢; durch Auflésen des inhomogenen linearen

Gleichungssystems
0 1 1 cy 1
0 0 col=11
0 -1 1 C3 1

Daraus ergibt sich unmittelbar ¢; =1, co =0, ¢3 = 1. Die gesuchte Losung ist damit

0
zt)=1]e*+ 0]

(d) Da A € R*3 symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix S, so dass A = SDST, mit
D = diag(\1, A2, A3). Die Spalten der Matrix S bestehen aus den normierten Eigenvektoren.

Damit ist
=1 =TI =TI
—
A =95pST.SDST. S .ST.SDST = 8SDgT
100— mal
0 J% J% 2100 0 0 1 0
— 100 1 1
=11 0 0 0 b5 0 7 0 ~
1 1 100 1 1
0 ~ U 0 0 7 7 0 7
1 1 100 5100 4 7100 7100 _ 5100
0 VARG 0 2 0 + =
_ 1 =100 1 =100 100
=11 0 755 0 —755 2 0
0 1
V2

7100_5100 5100+7100

1 ~100 1 ~100
Lo g Ly t

S
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ﬁ—1 und xg =1

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
a) lim sin(n”) d) lim z, , wobei x,11
s o0 ﬁ n—o00
o ond+6 12 ¢) lim S
b) Im e o ”*“’Z(k* 1!
el — e 1L [* sin(t?)
li f) lim — dt
c) 230 x tanh(x + 5) ) 220 VT Jo /26 + t3
Losung:
(a) Esist
o noe _ L osin(?) o 1 aos
Vi T ov/n T \/n
_ . sin(n?)
Damit gilt nach dem Einschniirungssatz lim =0
n—00 \/ﬁ
(b)
nP+6 120 1+ 5 4\ .
6n3+5n2.ﬁ:6+§. 9 — 0 fiir n — oo.
—— —~—
—>é —0
61+:1: e
m tanh(5) '

(c) Es ist mit den Regeln von de I'Hospital
61+I —e %cz

1. 77: l.

20 xtanh(z + 5) 50 tanh(x + 5) +

= % — 1. Daraus ergibt sich dann sofort

[e.e]

(d) Sei z* der Grenzwert der Folge. Dann muss gelten z* =
=e— 1.

¥ = —2.
hmz k+ ;0

(e)
1
n—00 - n'
(f) Unter Verwendung der Regeln von de I'Hospital und dem Hauptsatz der Differential- und

n=

Integralrechnung ist
x sin(t?) dt o«
3 » 0 .
< lim 1
2V

Seite 3 von 10



Prof. Schneider Hohere Mathematik 1/11 Musterlésung 25.02.2013

Aufgabe 3 (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie unter Verwendung der Sinus-Reihe die Taylorreihe der Funktion f(z) = zsinz
zum Entwicklungspunkt xg = 0.

b) Bestimmen Sie f19(0) und f2°1%)(0).

¢) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe.

d) Ist =0 eine lokale Extremstelle? Wenn ja, handelt es sich bei dem Extremum um ein lokales

Maximum oder ein lokales Minimum?

e) Skizzieren Sie f fiir x € (—2m,27).

Losung:
(a) Esist
o0 o0 1
r) =xsin(z) =z % = —1)F %P2,
/() ; 2k+1) };( ) (2k +1)!

(b) Die Taylorreihe von f ist allgemein gegeben durch f(z) = S L O yn | Koeffizientenver-

n=0 n!

gleich bei 2'® = 2%*2 liefert dann k& = 4 und somit
£09(0) ! 10 10!
=(-1)'= = fI90)= = =10.
10! (=1) 9! J0) 9!
Da £ i%lf; der Koeffizient vor einer ungerade Potenz von x ist und nach a) die Taylorreihe

von f aber nur gerade Potenzen von x enthilt, folgern wir sofort, dass f013(0) = 0 ist.

(c) Der Konvergenzradius der Sinusreihe ist Unendlich. Multiplikation mit x &ndert daran nichts,
daher ist der Konvergenzradius der Taylorreihe aus a) ebenfalls Unendlich.
(d) Esist f'(z) = sin(z) + xcos(z) und f’(z) = 2cos(z) — xsin(z). Damit haben wir f’(0) = 0

und f”(0) =2 > 0. Somit muss bei x = 0 ein lokales Minimum vorliegen.

(e)
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

a) Konstruieren Sie fiir den Untervektorraum, der durch die Vektoren
4 8
a= (0], b=13
3 6
aufgespannt wird, eine Orthonormalbasis und ergénzen Sie diese zu einer Orthonormalbasis des

R3.

b) Berechnen Sie den Radius und den Mittelpunkt der Sphére
{x € R® | o] + 25 + 25 — 221 — 813 + 16 = 0}.
c) Bestimmen Sie den Abstand des Untervektorraumes aus a) und der Sphére aus b).

Losung:

(a) Wir verwenden das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt, um eine Orthonormal-

basis {v1,v2} von span{a,b} zu konstruieren. Es ist

4
1 1 0
U1 T ¢ =T )
lall =5
3
8 . 4 0
wy =b— (byvy)vy = | 3 —%-50 0l=131,
6 3 0
1
Vo = 77— Wy = 1
[[wa]

Den Vektor vz, der {vy,vs} zu einer Orthonormalbasis des R? erginzt, erhalten wir durch das
Kreuzprodukt
-3
1
V3 = V1 X Uy = g 0
4
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(b) Durch quadratisches Ergénzen erhalten wir

i+ ok 22— 21 —8r3+16=0
& 2] -2 +1—-1+a5+25—8r3+16—-16+16=0
& (v -1+ a5+ (13 —4)* =12
& |lz—(1,0,4)7) = 1.

Man liest nun leicht den Mittelpunkt M = (1,0,4)" und den Radius r = 1 ab.

(c) Der von a und b aufgespannte Unterraum ist eine Ebene E durch den Ursprung, mit dem

Normalenvektor vz. Sie besitzt daher die Hessesche Normalform

3 4
E —5.731 + 51’3 =0.
Der Abstand von E zum Mittelpunkt M der Sphére ist dann d(E,M) =|—2.1+5 -4/ = 2.

Da der Radius der Sphére kleiner ist als der Abstand von M zu F, erhalten wir den Abstand

der Sphére zu E durch d(E, M) —r = 8.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)

a) Geben Sie fiir die nachfolgenden uneigentlichen Integrale jeweils an, ob diese konvergieren oder

divergieren. Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

2 edr _ 1 00 72
. d .o d
) [ e 0 [ e

b) Bestimmen Sie diejenige Losung x(t) der Differentialgleichung

o(t) = 2 — 3z + 2

e -1 1 (X1 L > 4 4 SN 4Rt
— —(4 n_l — R . _n72:_ —k'

x? x2<;n!(x) > :1:2;71!96 ;n!x x+kzzo(k+2)!x
~—_———

=:R(x)

Die Reihe R(z) hat unendlichen Konvergenzradius (leicht mit dem Quotientenkriterium

einzusehen), ist damit insbesondere auf [0, 2] stetig und somit Riemann-integrierbar. Da-

2 4x_1 24 2
/6 dx:/ —dx—i—/ R(x)dx,
2
0 r o T 0
—_—— Y—}/ ——

divergent konvergent

her ist

also ist das fragliche Integral divergent.

ii) Der Integrand kann in folgender Weise abgeschéitzt werden:

2
(L
T (14 a?)er = e*
Weiter haben wir / e “dr = lim [—e’””]f = lim (e —e *) = ¢! < co0. Daher folgt,
L—oo L—o0

1
dass das fragliche Integral nach dem Majorantenkriterium konvergiert.
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(b) Es handelt sich hierbei um eine separierbare Differentialgleichung. Trennung der Verénderlichen

1
———de= [1dt=t+e
/$2—3x+2 ! / e

Mit einer Partialbruchzerlegung haben wir dann

fithrt dann auf

1 1 1 1 r— 2
- — dr = dr— dr =1 —92|—1 1l =1 ‘
/x2—3x+2dx /(x—l)(x—Z) x /x—2 x /x—l r=In|z—2|—In|z—1] nj-—— ‘

Dies fiihrt dann zur allgemeinen Losung

r—2 2 — ke

1 — ket

ket = x(t) ke R.

r—1

Die Anfangsbedingung z(0) = % liefert schliefSlich £k = —1, so dass die gesuchte Losung gegeben

ist durch
24 et

 1+4et

()
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Aufgabe 6 (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie diejenigen Punkte auf der Menge
M ={(z,y) | 2* +ay+y* =1},

welche vom Ursprung minimalen Abstand besitzen.

b) Berechnen Sie den Gradienten der Funktion

f(z,y) = ye* — a?e’,

sowie die Gleichungen der Tangenten an die implizit definierte Kurve C' = {(z,y) | f(z,y) = 0}
in den Punkten P;(0,0) und P, = (1,1).
Losung:
(a) Der Abstand eines Punktes (x,y) zum Ursprung ist gegeben durch /22 + y2. Dieser Ausdruck

wird wegen der Monotonie der Wurzelfunktion genau dann minimal, wenn 22412 minimal wird.

D.h. wir erhalten das folgende Optimierungsproblem:
Minimiere 2* + y? unter der Nebenbedingung z* + zy + > = 1.

Das zugehérige Lagrangefunktional ist gegeben durch H(z,y, \) = 22 +y? + M(2* +zy+y*>—1).

Die notwendigen Bedingungen fiir ein Extremum sind

O,H =2z + (22 + y)A = 0,
8,H =2y + (z + 2y)A = 0,
WH=a>+ay+y>—1=0.

Die Bedingung 0 = 0, H —0,H = 2(x —y) + (z —y)A = (x —y)(2+ A) fithrt auf die zwei Fille
r=yund A = —2.

o Fall x =y:

Dann wird 9\H = 0 zu 3z =1, also z = y = +1/3.
e Fall \ = —2:
Eingesetzt in 0, H = 0 haben wir dann —2z — 2y = 0, was genau dann der Fall ist, wenn
r = —y. In die Bedingung 0\H = 0 eingesetzt liefert dies 2? = 1, also = +1 und
y=Fl.
Die kritischen Punkte sind also S /o(£1,F1) und 53/4(:|:%\/§, :I:%\/g) Den kleinsten Abstand
zum Ursprung haben offensichtlich die Punkte S3 und Sy.
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(b) Esist
grad f(z,y) = (ye* — 2xeY, e” — 1%eY).

Damit ist grad f(0,0) = (0,1) und grad f(1,1) = (—e,0). Da der Gradient immer senkrecht

auf den Niveaulinien steht, haben wir damit als Tangentengleichungen

mit 7, s € R.
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