Priifung in Hohere Mathematik 3 5. September 2013

Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf, geod und so weiter ;)

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Im R3 wird eine Fliche T durch die Abbildung

®:[0,%]x[0,%%] — R}
(3+cos(r)) cos(s)
(s,¢) — (34 cos(t)) sin(s)
sin(t)

parametrisiert. Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldes

f:R3 —» R3
X 0
y > 0
Z —XZ

entlang der Randkurve von T'.
Losungsvorschlag: Bei der Zirkulation von f entlang der Randkurve von 7 handelt es sich
um das Kurvenintegral

[ rw)-du

wobei fiir die Randkurve eine Orientierung gewéhlt werden muss, wodurch das Ergebnis nur
bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Sei Q := [0, 2Z] x [0, 2%]. Nach dem Satz von Stokes

gilt
[ rw)-du= //T(rotf)-ndO,

wobei hier die Orientierung der Randkurve 97 vertrdglich sein muss mit der Einheitsnormalen
n. Da das Ergebnis aber nur ohnehin bis auf Vorzeichen eindeutig ist, miissen wir uns im die
im Satz von Stokes geforderte kompatible Orietierung keine Gedanken machen und werden
im Folgenden einfach beide Seite als gleichwertige Losungswege berechnen.

Losungsweg 1: Es ist das Integral

//T(rotf)-ndO,

wobei n eine Einheitsnormale an 7" ist, zu berechnen. Eine Einheitsnormale n an T ist gegeben

durch
0P 0P

X
ni=n(s,t) = 95— 9L

|as><az|
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Wir werden unten sehen, dass sich der Betrag \% X 8 ; | im zu berechnenden Integral raus-
kiirzt, sodass man nicht notwendig eine Einheitsnormale bestimmen muss. Es ist

—(3+cos(r)) sin(s) —sin(t) cos(s)
%_CI) X 8a_<I> = 3 +cg§€t))cf>s(s) X —Zin(t)(s:.?rf(s)
§ ! 0 cos(t)
(3 +cos(t)) cos(s) cos(z)

) )
= (3 +cos(t)) sin(s) cos(
(3 +cos(z))sin(s) sin(z) sin(s) + sin(z) cos

(3+cos(r)) cos(s) cos(t)

= (3—|—cos(t))sm( )cos(t)
(3+cos(t))sin®(s) sin(r) 4 (3 + cos()) sin(z) cos>(s)
(3+cos(t))))cos( s) cos(t

)
(5)(3+cos(t))cos(s)

) cos(s)cos(t)
= | (3+cos(t (s)cos(t) | = (3+cos(t)) | sin(s)cos(t)
(3 +cos(z))sin(t) sin(t)
Der Betrag dieses Vektors ist 3 + cos(7) und daher erhalten wir
cos(s)cos(t)
n= | sin(s)cos(t)
sin(t)
Es ist o of
aa—ﬁ - aa—j 0-0 0
rotf=[ 2195 | = o—(—2)) =[z] .
9h _ 9N 0-0 0
ox dy
wobei f1,..., f3 die Komponentenfunktionen von f sind. In den Koordinaten von @ ist also
0
(rot ) o®(s,t) = | sin(?)
0
und daher

((rot f) o®(s,1)) -n(s,t) = sin(z) sin(s) cos(z) .
Fiir das Oberflichenintegral erhalten wir nun unter Beriicksichtigung von 2.2.2 im HM-Skript

/(rotf )-ndO = / (rot f)o®)- n|a—q)><aq)|dsdt

2P ., I
X dd IJP
_ (rotf)-ndOz/((rotf)ofb) 2 g T8 O ds
/T 0 ]%_‘f %_‘f| ds
3
= [ | 7 (sin(t)sin(s) cos(r)) (3 +cos(r)) ds dt
s=0Jt=0
3
=[] 3sin(t) sin(s) cos(¢) + sin(¢) sin(s) cos(#)? ds dr
s=0Jt=0
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Mittels partieller Integration bestimmt man folgende Stammfunktionen

/cos(@)sin(@) de = —1008(9)2 ;

2
- 20 1 3
sin(6)cos(0)” d6 = 3 cos(0)”,
Damit sehen wir, dass
3n
2 1
/ ’ cos(t)sin(r) dr = =,
=0 2
7 1
/ sin(t)cos(t)? dt = = |
=0 3
und daher
¥ ¥ 17 3
/ 3sin(¢)sin(s)cos(t) ds dr = 3—/ sin(s) ds = =,
5=0J1=0 2 Js=0 2
T ¥ 1 (7 1
/ sin(¢) sin(s) cos(r)? ds dr = —/ sin(s) ds = = .
s=0Jt= 3 s=0 3

Wir erhalten nun

Losungsweg 2: Es ist das Integral
f(u)-du
oT

zu berechnen. Die Randkurve dT is durch die Einschrinkung von & auf das Quadrat dQ
parametrisiert. Wir durchlaufen dQ gegen den Uhrzeigersinn und parametrisieren die vier
Seiten des Quadrats einzeln wie folgt:

375 2 R
1110, 7]—>IR{ , S (O) ,

3w 3 _
K3 [077]_>R27 SH(23_7T )7
2
3n
Ky [0,7] —>R2, > (3—750—2‘)
2

Fiir die Parametrisierung des Quadrats gibt es einen Punkt.
Es gilt dann (siehe auch 2.2.2 im HM-Skript)

4 3z /
/an(u).du:i;/o foq)oKi(u)'(q)OKi)(u)du-
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Es ist
4cos(s) 0
fo®oK(s)=f|4sin(s) | = |0
0 0
und daher ist das Integral tiber K; gleich 0.
Es ist
0 0
fo®oKy(t)=f[—-3—cos(t) | =1|0
sin(7) 0
und daher ist auch das Integral iiber K> gleich 0.
Es ist
3 cos(%’r —) 0
fo®oKs3(s)=f| 3sin(3Z —s) | = 0 ,
—1 3cos(3Z —)
/ :
/ 3cos(3Z — ) 3sin(3F — )
(PoK3)'(s) = 3sin(37”—s) = —3008(37”—s) ,
—1 0
und daher ist auch das Integral iiber K3 gleich 0.
Es ist
3+cos(3F —1) 0
fodoky(t)=f ~ 0 ,
sin(3E — 1) — (3+cos(3E —1))sin(3E —1)
3+cos(3E 1) / sin(3Z —1)
(@oKy) (1) = - 0 ,
sm(%ﬂ—t) —cos(%’r—t)

und daher ist
3
/2 FodoKy(t)- (Poky) (1) di
0

7 3n 3n 3n
= /0 <3+cos(7 —t)) sm(T —t)cos(7 —t)dr.

Wir konnen dieses Integral entweder analog zu oben mittels partieller Integration berechnen,
konnen es aber auch mittels Substitution berechnen:

3 3
wi= cos(g —1) ~>dw = sin(—7r —1)dr

und obiges Integral wird dann gleich

1 1 1
/0(3—1—w)wdw:Bw+§w2} :%—i—

Prof. Dr. N. Knarr Seite 4 von 12



Priifung in Hohere Mathematik 3 5. September 2013

Also ist auch hier
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Aufgabe 2: (12 Punkte)
Finden Sie die allgemeine Losung des Systems y’ = Ay + A mit

A= (G s) o= ().

Losungsvorschlag: Berechne zunichst die allgemeine Losung des homogenen Systems

y/ = Ay. Wihle dazu einen beliebigen Startwert, etwa v = (1,0)7, dann sind v und Av =
(—1,—4)T linear unabhingig.
Das charakteristische Polynom von A ist X? —2X 4 1 = (X — 1)?, was man entweder durch
Berechnung von det(A — A1) oder aus der Gleichung A%v = 2Av — v erhilt. Ein Fundamen-
talsystem der zugehorigen Gleichung y” — 2y’ +y = 0 bilden die Funktionen g (x) = ¢* und
g2(x) = xe*, und daraus erhilt man die Wronski-Matrix

mo= (5 2)= (& wlie)

Auswerten bei xg = 0, Transponieren und Invertieren ergibt

mon =5 7).

Somit ergibt sich als Losung f; der homogenen Gleichung zum Anfangswert f;(0) = v:

- ~—1( & \ [ e —2xée*
i) =l 00"y (4 ) = ().
Da v und Av linear unabhéngig sind, kann als zweite, linear unabhingige Losung f> = f]

gewihlt werden:
—e* —2xe*

fx) = < —4¢* — 4xe* )
Also ist mit f und f> ein Fundamentalsystem fiir das homogene System gefunden. Alternativ,
aber aufwendiger, kann zur Bestimmung einer zweiten, linear unabhédngigen Losung auch ein
weitere Startwert, etwa v = (0,1)7 gewihlt und obige Rechnung dafiir wiederholt werden.
Nun muss noch eine partikulidre Losung des inhomogenen Systems durch Variation der Kon-
stanten berechnet werden. Die Wronski-Matrix M(x) des homogenen Systems ist

' —2xe*  —e* —2xe"
M(x) = (filf2) = ( —4xe*  —4e* —4xe" )

Auswerten bei x = 0 und Invertieren ergibt

M(0) = b-l und M(0)~! = ! _%
0 —4 0 —3 ’
Damit berechnet man nun

M(x) " = M(0) M(—x)M(0) ! = ( e bxe ™ e e )

X 1l ,—x 1., ,—x
xe 7€~ 5xe
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Der Ansatz
rooN 1 [ e +xe —%e‘x—%xe_x 2e8 1
)= e = (T T ) (G )= ()

fiihrt jetzt zu
X
()

und damit erhalten wir eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems als
e’ —2xe* —e* —2xe* X 2xe*
Fp(x) = M(x)e(x) = ( —4xet  —4e* —4xe* > ( —X ) n ( 4xe* ) ’
sowie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

f:fp+C1fl+C2f2:ex( 2x+C1(1—2x)+C2(_1_2x) )

4x —4cix+cp(—4 —4x)

mit c1,c; € R beliebig.
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

Y =3y 42y =2+ 3xe*.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y” — 3y’ + 2y = 0. Das charakteri-
stische Polynom p dieser Differentialgleichung lautet

p=X>-3X4+2=(X-1)(X-2).
und hat die Nullstellen 1 und 2. Also lautet die allgemeine homogene Losung fj:

Sa(x) = c1f1(x) +cafa(x) = cre* + cre™
mit cy,cp € R.
In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikulire) Losung der

gegebenen inhomogenen Differentialgleichung — und zwar entweder durch einen Ansatz nach
Art der rechten Seite (Variante 1) oder durch Variation der Konstanten (Variante 2).

Variante 1: partikuliire Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulire Losung f,, von y” — 3y’ +
2y =2+ 3xe*, indem man eine partikulidre Losung f,1 vony” — 3y’ +2y =2 = h;(x) und eine
partikulire Losung f,2 von y” — 3y’ + 2y = 3xe*™ = hy(x) bestimmt und diese beiden addiert:

fp:fpl+fp2-

e Zunichst zu y” — 3y’ +2y = 2 = hy(x)! Weil 0 keine Nullstelle von p ist (keine Reso-
nanz), machen wir den Ansatz

fo1(x) = ae™.
Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
0+2a=h;(x) =2.
Alsoa=1und f,(x) = 1.

o Jetzt zu y" — 3y 4 2y = 3xe** = hy(x)! Weil 2 eine einfache Nullstelle von p ist (Reso-
nanz), machen wir den Ansatz

fr2(x) = (b+cx)x'e®,
Zweimaliges Ableiten ergibt

fpa(x) = (b+2(b+c)x+2ex?)e™,
fra(x) = (4b+2c+ (4b+8c)x + 4cx2) e,
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Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
2cxe™ 4 (b4 2¢)e™ = 3xe™
und damit ¢ = % und b = —3 (Koeffizientenvergleich!). Also f,2(x) = —3xe* + %xzezx.
Insgesamt erhalten wir f,(x) = f,1(x) + fp2(x) = | —3xe* + 3x%e™.

Variante 2: partikulire Losung durch Variation der Konstanten
Die Wronskimatrix M (x) zu fi, f> und deren Inverse M (x)~! lauten:

e

) = (5 pa)e M0 = psatne) = (2050 %)),

Aufgrund eines Satzes aus der Vorlesung ist eine partikuldre Losung gegeben durch f,(x) =
c1(x) f1(x) +c2(x) f2(x), wobei ¢y, ¢; Funktionen sind, sodass

AN gt (O )= (260 e (0 Y (e e
ch(x)) g h(x)) ~ \—e ™ e ) \243x¢?) ~ \ 272 43x /-
Also gilt (mit Integrationskonstanten c, ¢20):

c1(x) =2 —=3(x—1)e" + 1o,

3
co(x) = —e sz + 20

(partielle Integration fiir ¢;!). Wihlt man die Integrationskonstanten cyg, ¢3¢ beide gleich 0,
so erhilt man eine partikuldre Losung f, durch

fr(x) = ci1(x) fi(x) +c2(x) fa(x) = (26 =3(x—1)e") e + (- e 4 %xz)ezx

3
=14 3™ —3xe> + §x262x :
(Diese partikulire Losung unterscheidet sich von der in Variante 1 durch die Losung x +— 3e%
der homogenen Gleichung. Wihlt man die Integrationskonstanten cqp,cg2 als ¢co; = 0 und

co2 = —3, so erhilt man die partikulidre Losung aus Variante 1.)

In einem dritten und letzten Schritt muss man schlielich noch die oben bestimmte allge-
meine homogene Losung und die oben bestimmte partikulidre Losung addieren:

3
F0) = o)+ folx) = 16+ e2¢™ +1-3x + 22 (e1,02 € R),

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 4: (10 Punkte)
Sei f: R — R die 2-periodische Abbildung, die gegeben ist durch

f(x):=sinh(x), xe[-1,1), f(x+2)=f(x).

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f. Thre Losung darf Ausdriicke der Form
sinh(a) bzw. cosh(b) mit a,b € R enthalten.

(b) An welchen Stellen x € R konvergiert die Fourier-Reihe von f? Gegen welchen Wert
konvergiert die Fourier-Reihe an diesen Stellen jeweils?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Weil sinh(x) = %(ex — ™) (in Worten: weil sinh der ungerade Anteil von exp ist), ist
sinh ungerade und damit gilt a,, = 0 fiir alle n € NU{0}.

Wir miissen also nur noch
2 (2 21 I
b= /_ zg Fx)sin (Sex) dx = /_ sinh(x)sin(nx)
berechnen fiir alle n € N (wobei T = 2 die Periode von f ist).

Variante 1: Ausnutzung von sinh = cosh’ und cosh = sinh’
Wegen sinh = cosh’ und cosh = sinh’ kann man das b,-Integral mithilfe (zweimaliger)
partieller Integration berechnen, und zwar wie folgt:

/ sinh(x) sin(nmx) dx = cosh(x) sin(nmx) — nn / cosh(x) cos(nmx) dx
= cosh(x) sin(nmx) — nx ( sinh(x) cos(nmx) +nm / sinh(x) sin(n7mx) dx)
= cosh(x) sin(n7x) — n7wsinh(x) cos(nmx) — n’m? / sinh(x) sin(nmx) dx,

das heifit (Auflosen der obigen Gleichung!)

1

/Sinh()C) Sin(l’lﬂ.X') dx = m

( cosh(x) sin(nmx) — nmwsinh(x) cos(mrx))
und damit ergibt sich mit sin(+nz) = 0 und cos(£nm) = (—1)", dass

- /_11 sinh(x) sin(n7rx) dx — (cosh(x) sin(n7x) — nasinh(x) cos(nnx)> ’]_1

1 +n?nm?
1
= Toan (— nrsinh(1)cos(nw) +nmw sinh(—l)cos(mt))
n
2nm .
= m(—l)’“rl sinh(1).
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Variante 2: Ausschreiben von sinh in die exp-Bestandteile

Wegen sinh(x) = %(ex — ™) kann man das b,-Integral auch in zwei Integrale aufteilen

und diese dann wieder mit (zweimaliger) partieller Integration getrennt berechnen.
/ex sin(nmx)dx = " sin(nmx) — nﬂ:/ex cos(nmx)dx
= e'sin(nmx) —nxw (ex cos(nmx) +nmw / e sin(nmx) dx) ,
/e" sin(nmx)dx = —e *sin(nmx) + nn/e" cos(nmx) dx
= —e “sin(nmx) + nn( —e “cos(nmx) — nit/ex sin(nmx) dx) )

das heit (Auflosen der obigen Gleichungen!)

1
/ex sin(nmx)dx = T5ie <ex sin(nmx) —nmwe* cos(nn’x)) )
1
/e_x sin(nmx) dx = 1o < —e “sin(nmx) —nmwe™ cos(nitx))

und damit ergibt sich mit sin(+nx) = 0 und cos(£nm) = (—1)", dass

1 1,/ 1
b, = / sinh(x) sin(n7mx) dx = 5 ( / e sin(nmx) dx — / e “sin(nmx) dx)
-1 -1 -1

= 1 X Q1 X —x - x 1
= m<e sin(nmx) — nmwe* cos(nmx) + e *sin(nmx) +nme cos(mrx))‘_1
1
EETIE) <—n7re1 cos(nm) +nme ! cos(nm) +e ' cos(nm) —e! cos(nn’))
n
2nm .
T (—1)""sinh(1).

SchlieBlich miissen wir die eben bestimmten reellen Fourierkoeffizienten noch zur reel-
len Fourierreihe Sf von f zusammensetzen:

(=1)"n

ao
- 1+n2n2

$F(0) =4

+ Z ay cos(nmx) + Z by sin(nmx) = —27msinh(1) Z sin(nmx).
n=1 n=1 n=1

(b) Wie man sofort sieht, ist f|(_ 2 142x) flir jedes k € Z stetig differenzierbar und sowohl
f als auch f” sind stetig fortsetzbar auf das abgeschlossene Intervall [—1 + 2k, 1 + 2k],
mit anderen Worten: die einseitigen limites

1. 1 / 1 1 /
x\irlr}FZkf (), x\irlr}FZkf (), x/‘llTZkf (), x/llr-li}2kf (x)
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existieren in den reellen Zahlen. Also konvergiert die Fourierreihe von f nach einem
Satz der Vorlesung in jeder Stelle x € R gegen das arithmetische Mittel aus den einsei-
tigen Grenzwerten, kurz:

sy = L6216 _

: > (1im £() + lim £(»))

v/ % pAY

Weil nun f in den Stellen 1+ 2k (k € Z) Sprungstellen hat und in allen anderen Stellen
stetig ist, ergibt sich

f(x=)+ f(x+) _ sinh(1)+sinh(—1)

Sf(x)= > = 5 =0 firxe{l+2k:keZ},
Sf(x):f(x_);f(XJr):f(x) fiirx ¢ {1+2k: k€ Z}.
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