Kimmerle Musterlésung 26.02.2014, 120min
Tabelle der Standardnormalverteilung ®(z) = \/%7 . o dt:
x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
®(x) | 0.5000 0.5398 0.5793 0.6179 0.6554 0.6915 0.7257 0.7580 0.7881 0.8159
x 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
O(x) | 0.8413 0.8643 0.8849 0.9032 0.9192 0.9332 0.9452 0.9554 0.9641 0.9713
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Aufgabe 1 (8 Punkte) Ein Student legt den Weg zur Uni mit den nichtaufeinander abgestimmten
Verkehrsmitteln Bus und Bahn zuriick. Zu 90% wird der Anschluss erreicht, ansonsten muss er auf den

néichsten Zug warten. Der Student hat 100 Fahrten pro Jahr.
Es bezeichne X die Anzahl der verpassten Fahrten in einem Jahr.
(a) Geben Sie den Namen der Verteilung, den Erwartungswert p(X) und die Varianz ¢%(X) der
verpassten Fahrten an.

(b) Es soll die Wahrscheinlichkeit geschétzt werden, mit der der Student bei 100 Fahrten zwischen 6
und 14 Fahrten verpasst. Verwenden Sie fiir die Schétzung der Wahrscheinlichkeit

- die Ungleichung von Tschebyscheff bzw.
- den Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace.

(c) Bezeichne A das Ereignis, dass in 3 aufeinander folgenden Fahrten mindestens zweimal der An-

schluss erreicht wird. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p(A).

(a) Bei der Verteilung handelt es sich um eine Binomialverteilung. Mit n = 100 und p = 0,1 folgt
w(X)=np=100-0,1=10 und 6*(X)=n-p-(1 —p)=100-0,1-0,9=9.

(b) Tschebyscheft:

Wir bestimmen das Gegenereignis. Wéhle ¢ =5 :

p(1X — p(x) 2 ) £ OO
SpX -10125) <

> p(6 £ X £14) = 1 - p(|X — 10/ 2 5) 2 0,64

de Moivre und Laplace:

p(6 = X = 14) = 9(5) — @(a)
14+0,5-10 6—0,5—10
—e ) )
_ B(1,5) — B(—1,5)
— 2¢(1,5) — 1
—92.0,9332— 1 = 0, 8664

(c) Mit p=0,9 ergibt sich

3 3
o) = (G)ra-n+ (3)ra-p
=3-0,92-0,140,9° =0,972.
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Aufgabe 2 (12 Punkte) Gegeben sei die massive Halbkugel {(z,y,2)" | 2+ y? 4+ 2> <4, 2 2 0}, aus
der der Schnitt mit einem Kreiszylinder vom Radius 1, dessen Drehachse die z-Achse ist, herausgebohrt

wurde. Der so entstehende Koérper heifle M .

Ferner sei folgendes Vektorfeld gegeben

g:R¥ 5 R3
T —3zy? + e¥
y|— | v?+sinz
2 12
(a) Skizzieren Sie den Schnitt von M mit der Ebene y = 0. Bestimmen Sie eine Parametrisierung
von M.

(b) Berechnen Sie das Volumen von M.

(c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Schwerpunkts S von M. Hierbei habe M die konstante
Dichte p =1.

(d) Bestimmen Sie den Fluss von g durch die gesamte Oberfléche von M (von Innen nach Aufien).

X

Skizze des Schnitts von M mit der Ebene y =0
Variante 1:

(a) Parametrisierung iiber Zylinderkoordinaten mit “z in Abhéngigkeite von r”. Der Korper

M lasst sich parametrisieren iiber

{(rsingp,rcosgo,z) ER|rel,2,p€0,27),2 € [0,\/4_7&}}.

V(M) = /AZ/ 1dV.
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Einsetzen der Parametrisierung liefert unter Beachtung der Funktionaldeterminante fiir die

Transformation von kartesischen in Zylinderkoordinaten, welche in diesem Fall r ist:

2 Va—rZ
/ / / r dzdrde
r=0Jz

= 27T/ 4 —r2 dr.
r=1

d
Substituiert man nun u = 4 — r?, so erhilt man mit dr = —;L:
—2r
1
27r/ rv4—r2dr =27 —5\/5 du
u=3
4],
= —17TT —u2
3 13

2
= %3\/5 = 27r\/§.

(c) Da der Korper rotationssymmetrisch zur z-Achse ist, liegt der Schwerpunkt auf der z-Achse.

Es gilt fiir die z-Koordinate S, des Schwerpunktes S = (0,0, 5,):

il / / /“2
— de— z-rdzdrde
M) i =0 Jr=0Jz

Daher hat der Schwerpunkt die Koordinaten S = (0, O,% 3).

(d) Der Fluss durch die Oberfliche ldsst sich mit dem Satz von Gauss bestimmen:

a/M/g-ndF:/A[/div(g)dV

Es gilt

le(g) = 39591 + ay92 + azg?)
=3y +3y* +2

= Z.

Somit errechnet sich der Fluss wie folgt.

///dw ) dV = /// dV(C)97r.
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Variante 2:

(a) Parametrisierung iiber Zylinderkoordinaten mit “r in Abhéngigkeite von z”. Der Korper

M lésst sich parametrisieren iiber

{(rsingp,rcosgo,z) eR?|rc [1,\/@] Lo €10,2m),2 € [07 \/5}}

(b) Es gilt ebenfalls

V(M) = / / / 14V
M
2r V3 pVA—22
:/ / / r drdzde
©=0J2=0 Jr=1

V3 1 Va—z2
2 / {—7’2] dz
z2=0 2 1

V3 1 1
27T/ (2——22——> dz
z=0 2 2

(c) Analog zu Variante 1.
(d) Analog zu Variante 1.

Variante 3:

(a) Parametrisierung tiber Kugelkoordinaten. Der Korper lisst sich parametrisieren wie folgt:

1
{(rcos@singp,rcos@cosgp,rsin@) €eR?|rc [m,Q] Lo €10,27),0 € [%7 g] } .
(b) Es ergibt sich also unter Beriicksichtigung der Funktionaldeterminante fiir die Transforma-

tion von kartesischen in Kugelkoordinaten, welche den Wert 72 sin ) besitzt:

V(M) = /AZ / 1av
[,

w/2
O0=m/6 ﬁ
w/2

1
:27T/ (—sinQ—_—z) dé.
o=r/6 \ 3 3sin“ 0
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und daher

. cosf\’ 1
Es gilt nun aber =——
si

sin 6 n

w/2 8 1
V(M):27r/ Ssinf — —— de
o=r/6 \ 3 3sin“ 0
cosf 12
3sin6 /6

8
=27 [_5 cos b +

= 27T\/§.

(c) Wie in Variante 1 ist aus Symmetriegriinden S, = S, = 0 und daher nur S, zu berechnen.

s~ i

1 /27r /7T/2 /2 4 . o 0 drdod ( ' 9)
= —/—= T S1n T @ wegen £ = rsin
V(M) =0 JO=mr/6 r:ﬁ

= analog zu Variante 3 (b)

3
= 2V3.
V3

Somit liegt der Schwerpunk in S = (0,0, g\/g)
(d) Analog zu Variante 1.
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Aufgabe 3 (7 Punkte) Gegeben sei die gewohnliche Differentialgleichung

T

//_2/ — _ )
A A

Bestimmen Sie die allgemeine Losung mit Hilfe der Variation der Konstanten.

Hinweis: e und xe” sind Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichung.

Die Losungen der homogenen Differentialgleichung haben die Form
Yhom = C1€* + cowe”.
Der Ansatz fiir die Variation der Konstanten lautet somit
Yaiig = C1(x)e” + co(x)xe”.
Dies liefert das Gleichungssystem

ci(z)e” + cy(z)xe” =0
e$

211

cr(x)e” + ¢5(x)(1 + x)e” =

Subtrahiert man von der zweiten Gleichung die erste, so erhélt man

e” 1

Es gilt also

co(x) = / ! dz = — arctan(z).

2211

Setzt man c)(x) in die erste Gleichung ein, so erhélt man

¢y (x)e” + xe® (—

Es gilt also

cl(x):/ ’ dxzéln(l—i—ﬂ).

2 +1

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit

1
Yatlg = C16° + coze” + = In(1 + 2%)e” + (— arctan z)xe”.

2
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 4 (5 Punkte) Gegeben sei die partielle Differentialgleichung
Ugy — 22Uy — 4y, = 0.

(a) Gesucht sind nicht-triviale Losungen der Gestalt u(z,t) = v(z) - w(t).

Bestimmen Sie eine gewohnliche Differentialgleichung, die v erfiillt:

Vg — 40, — kv =0

Bestimmen Sie eine gewohnliche Differentialgleichung, die w erfiillt:

2wtt —kw=0

(b) Sei nun w(t) = sin(v/2t). Bestimmen Sie zu diesem w eine gewdhnliche Differentialgleichung, die

v erfiillt:

Vo — 40, +4v =10

Bestimmen Sie alle Losungen der partiellen DGL der Form u(z,t) = v(z) - sin(v/2t):

u(z,t) = (c1€%* + cowe?®) sin(v/2t)

Aufgabe 5 (11 Punkte) Die 4-periodische Fortsetzung der Funktion f: R — R gegeben durch

2243 —2<2<0
flx) =
-1 0<Sx<2

soll in eine Fourier-Reihe F(z) = ag+ > -, ay, cos(w,x) + by, sin(w,z) entwickelt werden.

(a) Berechnen Sie die Koeffizienten ag und a, fir n 2 1 auf einem separaten Blatt.

Hinweis: Folgendes Integral kann fiir die Berechnung hilfreich sein:

1
/x2 cos(wpx)dr = —3((:c2w721 — 2) sin(w, ) + 2zw, cos(w,x)).
wn
Losung:
1 2 1 0 2
ap = — f(:c)dx:—(/ —w2+3dw—/ ldx)
4J 2 4°J 2 0
1 [ 3 r 1
=— |- +t3z| —3
1|3 i
1
-3
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/f cos )dx

1 n 1 [? nm
5/2( ZL‘+3)COS(2 )dx+2/0—cos<7
= /xcos

x) dx
/2 coS (%x) dx
0

de — =

/0 (mr ) 1
COS| —T
_9 2 2

11 8 Nie nr \1° 11 8 nm nr \1°
=—3 {n37r3<x 1 2) sm( 5 x)]Q ~3 n37r32x7 cos (733) . +0
1 8 n
8 n
= (Y

(b) An welchen Stellen = € [—2,2) konvergiert die Fourierreihe F' gegen f7

€ [-2,2)\{0}

Welchen Wert besitzt F' an Sprungstellen von f7 1

indem Sie f an einer geeigneten Stelle zy auswerten.

2
Zk 1%: T

(c) Berechnen Sie Y7, 75,

Ty = Xo € {—2,2} ,

Berechnen Sie ) -, kQ) indem Sie F' an einer geeigneten Stelle xy bestimmen.

o —

0

Y

Zkl

(=D*
2
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Aufgabe 6 (11 Punkte) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem Y'(X) = A - Y(X) + B(X),

wobei

210 0
A= |- 2 0, BX)=]| 0
0 0 3 2e3"
Ferner seien die Vektoren
1 1 0
v=|-1|, ve=|1], vs=1]0
0 0 1
gegeben.
(a) Welche der Vektoren vy, vq,v3 sind Eigenvektoren von A? U1, U3

(b) Zeigen Sie, dass vy, v, v3 Hauptvektoren von A sind.

Es gilt Av; = 2vy, Avz = 3vz Ferner gilt (A—2F3)vy = v bzw. (A—2F3)%vy =0

1 1 0
(c) Bestimmen Sie die Inverse 7! der Matrix T=| =1 1 0
0 1
1 1
3 —3 0
-1 _ 1 1
= 5 3 0
0 0 1

(d) Bringen Sie die Differentialgleichung durch Koordinatentransformation in die Form
7'=1J-Z+B(Z),

wobei J die Jordan-Normalform von A ist.

210 0
Z' = 020 -7+ 0
00 3 22637
(e) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der transformierten Gleichung aus dem Aufgabenteil (d).
re* e 0 0
Zinh = |l e |+l 0|+ 0|+ 0 , c1,09,c3€R
0 0 eSx I.QeSac
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 7 (8 Punkte) In Abhéngigkeit von n € N und n > 0 sei das Vektorfeld

s = (7)< ()
’ q(z,y) 22% sin(ny)

gegeben.

(a) Fiir welches n besitzt g ein Potential? n = 4

Begriindung:

rot g = 0 und Definitionsbereich ist einfach zusammenhéngend.

(b) Fiir die Differentialgleichung
—x cos(2y) + 22%sin(2y)y’ = 0 (x >0)

bestimme man einen nur von x abhédngenden integrierenden Faktor 1 und die zu seiner Berech-

nung notwendige Differentialgleichung.

8] =
=
I

8] |=

(c) Es seien N ~
P(a,y) = p(x) - (~wcos(2y)) und  Q(z,y) = p(x) - (22°sin(2y)).

Bestimmen Sie ein Potential F' fiir das Vektorfeld (P(z,y), Q(z,y)).

F(z,y) = —x cos(2y)

(d) Geben Sie eine Gleichung fiir die Losung der Differentialgleichung aus (b) an, welche durch den

Punkt (1, %) verlduft. —x cos(2y) = —3V/2

(e) Welche Steigung hat die Tangente einer Losung der DGL aus (b) im Punkt (1, §)?

N |—=
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