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1. Vorbemerkung. FEine wunderschone Abhandlung iiber die Preise der Mathematik,
insbesondere iiber die Millenniumsprobleme, findet sich in der Arbeit “Preiswerte Mathe-
matik” von Hans-Christoph Grunau, Professor an der Universitdt Magdeburg. Siehe

http://www-ian.math.uni-magdeburg.de/home/grunau/Milleniumspreise.pdf .

Sie finden dort z.B. Antworten auf die Fragen, wieso es keinen Nobelpreis fiir Mathematik
gibt und welche anderen Millenniumsprobleme existieren, so dass die folgende Abhandlung
nur dem Millenniumsproblem

“Die globale Existenz und Eindeutigkeit glatter Losungen
der dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen”

vorbehalten bleibt. Das Ziel wird sein, das Problem zu formulieren und in bekannte ma-
thematische Fragestellungen einzuorden.

2A. Was beschreiben die Navier-Stokes-Gleichungen? Wasser! Varianten die-
ser Gleichungen beschreiben die Bewegungen von Gasen und allgemeinen Fliissigkeiten.
Die Navier-Stokes-Gleichungen in verallgemeinerter Form tauchen auch bei Modellen fiir
Wettervorhersagen, in Klimamodellen, bei der Simulation zur Berechnung des Strémungs-
widerstandes eines Autos, bei der Konstruktion neuer Flugzeuge, wie dem Airbus A380,
oder aber auch beim Fluss des Blutes durch unsere Adern auf.

2B. Was sind die Navier-Stokes-Gleichungen? Die Navier-Stokes-Gleichungen sind
nichtlineare partielle Differentialgleichungen

ou = R TAu—Vp— (u-V)u,
0 = divu,

welche die Evolution eines Geschwindigkeitsfeldes u : © — R3 und eines Druckfeldes
p : © — R einer inkompressiblen Fliissigkeit, wie Wasser, in einem Gebiet Q C R3
beschreiben. R heifit die Reynoldszahl und ist in gewisser Weise proportional zur Kom-
plexitét des Flusses bzw. umgekehrt proportional zur Viskositét der Fliissigkeit.

3A. Herleitung. Im Fall einer reibungsfreien Fliissigkeit, d.h., R™! = 0, werden die
Navier-Stokes-Gleichungen als Euler-Gleichungen bezeichnet. Sie wurden von Leonhard
Euler (1707-1783) hergeleitet. Die Hinzunahme der inneren Reibung (Viskositét), d.h.,
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Rt > 0, fithrt auf die Navier-Stokes-Gleichungen. Diese wurden unabhiingig voneinander
von Claude-Louis Navier (1785-1839), George Stokes (1819-1903), Simeon Poisson (1781
1840) und Jean Claude Saint-Venant (1797-1886) hergeleitet.

3B. Molekulare Beschreibung. Die Betrachtung der einzelnen Wassermolekiile wiirde
nach dem Newtonschen Gesetz, Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung, zu einem sehr
groflen System Gewohnlicher Differentialgleichungen

mxj = F}'(l’l, e ,Q?N)

fir j =1,..., N fithren, womit das Problem vollstdndig beschrieben wire. Da die Krifte
F}; nicht zu bestimmen sind und N > 10% ist, wire dies eine sehr unbefriedigende Her-
angehensweise.

3C. Kontinuumsbeschreibung. Eine alternative Vorgehensweise ist die Betrachtung
der Fliissigkeit als Kontinuum. Es muss dann allerdings dafiir Sorge getragen werden, dass
keine Teilchen verloren gehen, d.h., dass die Masse erhalten bleibt. Die Navier-Stokes-
Gleichungen bestehen daher aus zwei Gleichungen: Eine, die aus den Newtonschen Glei-
chungen stammt und eine fiir die Massenerhaltung. Wir bezeichnen die Geschwindigkeit
am Ort x € R? zur Zeit ¢ mit u(z,t) € R? mit d = 2,3. Analog bezeichnen wir mit
p = p(z,t) € R die Dichte der Fiissigkeit am Ort x zur Zeit ¢.

3D. Erhaltung der Masse. Dazu betrachten wir ein Testvolumen V mit Oberfliche
S. Die Masse in V' kann sich nur dadurch verédndern, indem Masse iiber den Rand S

abflieit. Dazu bezeichne n(z) = (n4,...,nq)(z) die duere Einheitsnormale im Punkt x
an die Oberflache S. Wegen des Gauflschen Integralsatzes ergibt sich
d d
— | pdV = —/pu-ndS:—/ pu;in;dS
dt Jy s s ; Y
d
= —/ div(pu)dV = —/ > 0a,(puy)dV.
1% |

Da diese Beziehung fiir alle Testvolumen V' gilt, miissen die Integranden gleich sein. Es
gilt also
Op + div(pu) = 0. (1)

3E. Impulserhaltung. Analog kann sich der Impuls eines Testvolumens V' nur durch
Abflielen des Impulses iiber den Rand S oder durch duflere Krifte auf das Volumen
andern. Anstatt der Dichte p muss nun die Impulsdichte pu betrachtet werden. Wir er-
halten analog zu oben

d d
— | pu;dV = / puiuln-dS%—/fidV
dt v 5‘; 7 \%
d
= /Z@xj(puiuj)dv+/fidv
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oder in differentieller Form
d d
%(PUZ) = Z Oy, (puiug) + fi,

j=1

wobei die f; die i-te Komponente der wirkenden Volumenkrifte ist.

3F. Konstitutive Gesetze. Die Herleitung der Gleichungen der Massenerhaltung und
der Impulserhaltung erfolgten unabhéngig von der konkret betrachteten Fliissigkeit oder
des betrachteten Gases. Um Wasser zu beschreiben, muss angegeben werden, wie die
Volumenkrifte f von der Geschwindigkeit v und der Dichte p abhéngen. Ein solcher
Zusammenhang heifit konstitutives Gesetz. Nur durch die vollsténdige Betrachtung aller
Molekiile kann ein nahezu exakter Zusammenhang hergestellt werden. Da der Sinn der
Kontinuumsdarstellung war, eben die einzelnen Molekiile nicht betrachten zu miissen,
muss der Zusammenhang modelliert werden.

Die Volumenkréfte, insbesondere die innere Reibung und der Druck, werden durch Ober-
flichenkriifte g; modelliert. Wir setzen die Existenz einer Matrix o = (0y;); j=1,... 4 voraus,

so dass
gi = Z 0N
j=1,...d
Da
d
/ Z o;jn;dS = [ div(o;.)dV,

ergibt sich

p[@tui—i— Z (uj - } Z 02,05

j:17"'7d ] 17 7
Wasser ist inkompressibel, d.h., p = py. Wird die innere Reibung vernachléssigt, so stam-
men die einzigen inneren Kréfte vom Druck. Es gilt
0ij = —poij,
wobei d;; = 1 fiir 7 = j und Null sonst. Diese Tatsache ist motiviert durch
Z oin; = Z poijn; = —pni,
j 17 ’ ] 1,...,d

d.h., der Druck p wirkt in das Innere eines Testvolumens V. Fiir dieses konstitutive Gesetz

gilt
Z axJUZJ = Z ax] pézj - xi .
J=1l,...d J=1,..d
Insgesamt erhalten wir fiir reibungsfreie Fliissigkeiten die Euler-Gleichungen
Ou+ (u-Viu = —%Vp,
V-u = 0.

Wird die innerere Reibung durch eine Art Diffusion modelliert, ergeben sich die Navier-
Stokes-Gleichungen

1
ou+ (u-Viu = —;Vp + vAu,
V.u = 0.



Ein Kritikpunkt an der Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen ist die auschliefliche
Betrachtung linearer Reibungsterme. Innere Reibung erzeugt Wérme, die bei der Model-
lierung ebenfalls vollstéindig vernachlédssigt wurde.

4. Anfangswertprobleme. Die Navier-Stokes-Gleichungen konnen als Gewdhnliche
Differentialgleichung
= F(u), U= = uo

in einem Funktionenraum X interpretiert werden.

Zu einem festen Zeitpunkt ¢ ist u(t) € X, wobei X der Phasenraum oder der Zustands-
raum ist. F' ist ein Vektorfeld auf X, d.h., fiir festes t ist x — wu(x,t) eine divergenzfreie
Funktion Q — R, die durch F wieder in eine divergenzfreie Funktion 0 — R? abgebildet
wird.

4A. Interpretation als co-dimensionale Gewdhnliche Differentialgleichung. Die
einfachste Geometrie 2, die gewihlt werden kann, ist der Wiirfel [0, 27]¢ mit periodischen
Randbedingungen

w(ry, oy ..o, xq,t) = ul(xy + 27,29, .., 24, 1)

oo =Ty, Ty .., kg + 2m, 1),

Periodische Randbedingungen wurden auch in der Formulierung der Millionendollarfrage
der Clay-Foundation vorgegeben. Die Losungen kéonnen dann als Fourierreihe

wi(e,t) =Y Ay gt
k1,k2€Z

plat) = Y Py p(t)etirtian
k1,k2€Z

geschrieben werden. Einsetzen und Koeffizientenvergleich ergibt

N 2 2\ ~ oA
atul,k‘l,lw - _(kl + k2)u1,k1,k‘2 - Zk:lpkl,/%

- E , (ul,h,lzlmlul,ml,ﬂw + u2,l1,lzlm2u1,m1,m2)7

1 +m1 = kq,
la +mg = ko

N 2 2\ ~ A
atu27k1,k2 - _(kl + k2)u2,k1,k2 - Zk?pkhkz

- E : (ul,ll,lzimlulml,mz + u2,l1,12im2u2,m1,m2)7

Iy +my = k1,
lo + mo = ko

0 = k1 gy ky + koo oy ks

fiir Ky, ko € Z.

4B. Ziel: Wohlgestelltheit. Zu einer gegebenen Anfangsbedingung ug, d.h. zu einem
gegebenen Geschwindigkeitsfeld x +— wug(x,0) zum Zeitpunkt ¢t = 0, soll fiir alle Zeiten
t € [0,00) eine eindeutige Losung ¢t — wu(t), d.h., ein eindeutiges Geschwindigkeitsfeld
x +— u(x,t), existieren.



5. Was kann schief gehen? Dass die Losungen Gewdchnlicher Differentialgleichungen
im Allgemeinen nicht fiir alle Zeiten existieren und eindeutig sein miissen, kann bereits
im eindimensionalen Fall gesehen werden.

5A. Keine eindeutige Losung. Betrachte die Gewohnliche Differentialgleichung

i=Va

mit der Anfangsbedingung u|,—o = 0. Dieses Problem besitzt nicht nur die Losung u = 0,
sondern auch unendlich viele andere Losungen. Fiir jedes 7 > 0 ist

fir 0<t<r,

0,
“(t>:{ (t—7)%/4, fir 7<t,

auch eine Losung. Es liegt also keine Eindeutigkeit von Losungen vor.

5B. Explosion: keine globale Lésung. Betrachte die Gewdhnliche Differentialglei-
chung

i =1+u?
mit der Anfangsbedingung u|,—o = 0. Dieses Problem besitzt die eindeutige Losung u =

tant, d.h., die Losung explodiert in endlicher Zeit und erreicht oo fiir ¢ = 7 /2. Die Losung
existiert nicht fiir alle t € [0, 00), d.h., es liegt keine globale Existenz der Losungen vor.

6. R? gegen R>®. Die Situation bei den Navier-Stokes-Gleichungen verkompliziert sich
erheblich durch das Betrachten unendlich vieler Gleichungen. Die Voraussetzungen des
lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindel6f fiir Gewdhnliche Differen-
tialgleichungen sind nicht mehr erfiillt. In unendlich vielen Dimensionen ist es durchaus
moglich, dass die Losung in einer Norm unendlich und in einer anderen Norm endlich ist.

6A. Endlich viele Dimensionen. In diesem Fall sind alle Normen dquivalent, d.h., sie
lassen sich gegenseitig abschitzen. Betrachte z.B. fiir u = (u4,...,uq) € R? die Normen
|w|ler = ZZ:1 |ug| und ||ul|ge = sup;_; 4 |ux|. Dann gibt es positive Konstanten C und
Cs, so dass fiir alle u € R?

Cillulle < lullee < Collulln
gilt. Denn es ist

d d
ul[g = Z lug| < Z sup |u;| < d sup |u;| < d|ul/p .
k=1 —y J=1L.d j=1...d

Weiter gilt

d
lullee = sup fug| < fus| = Jufle -
j=1..d =1



6B. Unendlich viele Dimensionen. Seinun u = (uy)gen. Definiere ||ul|a = D07 Jugl
und ||u||ge = supyey |uk|. Es gibt eine positive Konstante Csy, aber keine positive Kon-
stante (', so dass fiir alle u gilt

Cillulle < fluflee < Collull.
“pe° < ¢ Es gilt zunichst

ulle = sup u;| <> fuy] = e -
jeN jEN

“=(0t < £°)”: Nehme an, dass es ein C7 > 0 mit Cyljullp < |Jullee gibt, d.h. JJullp <
C; ||| Wihle n € N mit n > C;'. Setze dann

u=(1,...,1,0,...)

mit n Einsen. Es gilt ||ul|x = n und ||ul[g~ = 1 im Widerspruch zur Annahme.

7. Kriterien fiir globale Existenz und Eindeutigkeit. Die lokale Existenz und
Findeutigkeit: Fiir alle C gibt es ein Ty > 0, so dass zu up € X mit |lug||x < Cy eine
eindeutige Losung u : [0, Tp] — X mit u(0) = ug existiert

und

a priori Abschdtzungen: Es gibt ein Cy > 0, so dass

sup ||u(t)||x < Comax(1, |luolx),
te[0,00)

falls Losungen existieren

liefern durch Hintereinanderausfithrung der lokalen Existenz und Eindeutigkeit die

globale FExistenz und Eindeutigkeit: Zu uy € X existiert eine eindeutige Losung u :
[0, 00] — X mit u(0) = uy.

TA. L?-a priori Abschitzung. Da die Nichtlinearitit (siche Herleitung) und der
Druck energieerhaltend sind, nimmt die Energie ab. Es ist

0, / Z(Uz)2/2 = Zuz ( Z 0;05u; — Oip — Z ujajui)
= - Z(ajui)z + Z(&-ui)P - Z u;0;(ui)? /2
= — Z(ajui)z + Z(&-ui)P + Z(ajuj)(ui)Q/Q

= = (9uw)*<0
]
und damit gilt die L?-a priori Abschiitzung

Ju®)ll = ([ lue.OPde) < ( [ fulz,0)Pde) " = (o)

Funktionen, deren L?-Norm endlich ist, diirfen Singularitiiten aufweisen, d.h., sie diirfen
an einzelnen Stellen unendlich werden.



7B. Lokale Existenz und Eindeutigkeit. Die lokale Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen zu glatten, d.h. hinreichend oft differenzierbaren, Anfangsbedingungen folgt
mittels der Variation der Konstantenformel und dem Banachschen Fixpunktsatz. Fiir
nichtglatte Anfangsbedingungen gilt es, zwei gegenldufige Prozesse zu beachten.

e Die Nichtlinearitéit —(u - V)u macht Singularitdten schlimmer: Ist u(z) = 1/, so ist
u(x)u'(z) = —1/23.

e Der Term O,u — R~'Au verhilt sich wie eine Diffusion. Er glittet Singularititen.

Ist das Glattmachen durch die Diffusion stérker als das Erzeugen von Singularitédten durch
die Nichtlinearitét, so folgt wie im glatten Fall die lokale Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen im betrachteten Funktionenraum, d.h., um lokale Existenz und Eindeutigkeit
vorliegen zu haben, diirfen die betrachteten Geschwindigkeitsfelder zu Beginn keine zu
starken Singularititen aufweisen.

7C. Unterschied von R? zu R3. Wegen der a priori Abschitzung in L? folgt die
globale Existenz und Eindeutigkeit in L?, falls lokale Existenz und Eindeutigkeit in L2
vorliegt. Singularititen von L2-Funktionen im R? sind schlimmer als im R? denn mit
r= (3, a2 ist

J
w(xy, ..., xq) =r* € L*([0,1]),

falls a > —d/2.

Im R? reicht das Glitten der Diffusion aus, um lokale Existenz und Eindeutigkeit nach-
zuweisen. Im R? existiert auch eine weitere a priori Abschiitzung (Enstrophie).

8. Die Millenniumsfrage. Bei den Navier-Stokes-Gleichungen im R? konnte bislang
fiir keinen Phasenraum gleichzeitig die globale Existenz der Losungen und deren Eindeu-
tigkeit gezeigt werden. Phasenrdume, in denen die lokale Existenz und Eindeutigkeit, aber
keine globale Existenz, gezeigt werden kann, bestehen aus Funktionen, die ein paarmal
differenzierbar sind. Fiir die Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen folgt dann sofort,
dass diese sogar analytisch in x und ¢ sind. Allerdings werden in drei Raumdimensionen die
garantierbaren Konvergenzradien mit wachsendem ¢ immer kleiner bis diese irgendwann
verschwinden. Ab diesem Zeitpunkt kann in diesen Funktionenrdumen keine Existenz und
Eindeutigkeit mehr garantiert werden. Das Millionendollarproblem besteht also darin, die
Frage zu kldren, ob in solchen Funktionenrdumen globale Existenz und Eindeutigkeit gilt
oder nicht gilt.

9. Konsequenzen. Die Beantwortung dieser Frage hat durchaus reale Anwendungen.

e Die Konvergenz numerischer Verfahren ist nur bei Glattheit der Losungen garantiert.
Konnen die Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen nach endlicher Zeit irregulér werden,
so ist unklar, ob die numerischen Verfahren tatséchlich die Wirklichkeit richtig widergeben.

e Gilt die globale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen, so ist Turbulenz im Innern ei-
ner Fliissigkeit ein endlich-dimensionales Phéanomen, das mittels klassischer Chaostheorie
beschrieben werden kann. Gilt sie nicht, so ist Turbulenz ein echt unendlich-dimensionales
Phénomen.



e Im zweiten Fall wiren die verwendeten konstitutiven Gesetze nicht mehr giiltig. Die
Navier-Stokes-Gleichungen wéren ein schlechtes Modell der Wirklichkeit.

10. Was ist bekannt? Es ist nicht bekannt, ob globale Existenz und Eindeutigkeit
glatter Losungen gilt oder nicht gilt. Es gibt Evidenz fiir beide Antworten. Numerische
Experimente sind heikel, da es stabile und instabile Richtungen gibt. Sie haben bislang
keinen Beitrag zur Beantwortung der Frage geliefert. Bei der Anwendung etwas subtilerer
Methoden stellt sich heraus, dass die Rotation der Geschwindigkeit eine wichtige Rolle
spielt. Der aktuelle Stand der Dinge ldsst sich z.B. in den folgenden Arbeiten [1]-[4] nach-
lesen. Der mathematische Hintergrund wird in [5] erklart. Eine ausfithrliche Herleitung
der Navier-Stokes-Gleichungen findet sich in [6].
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