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Es gibt kaum ein anderes Resultat in der Mathematik, welches so umstritten ist, wie der
Klassifikationssatz der endlichen einfachen Gruppen. Dies und die Tatsache, dass zahlrei-
che Theoreme - nicht nur in der Gruppentheorie - scheinbar nur mit der Klassifikation zu
beweisen sind, stellt andererseits eine einzigartige Faszination und Herausforderung dar,
sich mit ihr auseinanderzusetzen.

In der Theorie der endlichen Gruppen spielen einfache Gruppen deswegen eine heraus-
ragende Rolle, da sie nach dem Satz von Jordan - Holder als ,,atomare “Bausteine einer
endlichen Gruppe betrachtet werden diirfen. Etwas préziser gesagt setzt sich eine endli-
che Gruppe aus eindeutig bestimmten Kompositionsfaktoren zusammen. Diese Komposi-
tionsfaktoren sind einfache Gruppen. Beispielsweise bestehen symmetrische Gruppen vom
Grad n aus einer alternierenden Gruppe vom Grad n und einem zur zyklischen Gruppe
C5 isomorphen Kompositionsfakor.

Die einfachen endlichen Gruppen gelten seit ca. 1980 als bekannt. Das AMS - Summer
Institute on Finite Group Theory an der University of California in Santa Cruz 25.6.-
20.7.1979 [10] darf man als Vorbote der Klassifikation bezeichnen - wurde doch spétestens
hier deutlich, dass eine Klassifikation greifbar ist, ja dass sie unmittelbar bevorstand. A
priori war es iiberhaupt nicht klar, ob sich die endlichen einfachen Gruppen dem nicht
entziehen wiirden. In der Mathematik ist nicht alles klassifizierbar. Es ist wohl insbeson-
dere Daniel Gorenstein, seinem Beharrungsvermégen und seiner Intuition zu verdanken,
dass das Programm der Klassifikation erfolgreich mit einer vollstdndigen Liste der end-
lichen einfachen Gruppen ein Ende gefunden hat und dadurch zu einem Hauptergebnis
geworden ist, welches die Mathematik im letzten Jahrhundert erzielen konnte. Ich kenne
keinen Gruppentheoretiker, der heutzutage an der Vollstéandigkeit dieser Liste zweifelt.
Gezweifelt bzw. verzweifelt wird in anderer Hinsicht, doch hierzu spéter. Zuerst soll die
Liste beschrieben werden.

1 Die Liste

Es hat sich eingebiirgert, die folgende Grobunterteilung vorzunehmen.

Satz 1.1 FEine endliche einfache Gruppe ist isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

o Zyklische Gruppen C, von Primzahlordnung p.

e Alternierende Gruppen A, vom Grad n > 5.



e Finfache Gruppen vom Lie-Typ.

e Die 26 einfachen sporadischen Gruppen.

Dass es bis auf Isomorphie nur eine endliche Gruppe von Primzahlordnung gibt, lernt
man im ersten Semester eines Mathematikstudiums, und etwas spéter in einer ersten
Algebravorlesung wird gezeigt, dass die alternierenden Gruppen vom Grad grofier 4 einfach
nicht abelsch sind.

Die 26 einfachen sporadischen Gruppen, im folgenden kurz sporadische Gruppen genannt,
sind rasch aufgezihlt. Weitaus schwieriger ist es, diese zu definieren und - dies war ein
Hauptproblem der letzten Phase der Klassfikation - ihre Existenz und Eindeutigkeit zu
beweisen. Um 1900 waren die fiinf einfachen Mathieugruppen bekannt, die sich als Auto-
morphismengruppen kombinatorischer Objekte, sogenannter Blockdesigns bzw. Steinersy-
steme, beschreiben lassen. Erst 1966 wurde die néchste sporadische Gruppe entdeckt, die
erste Jankogruppe J; [14]. Nach diesem Meilenstein folgten bis ca. 1980 die restlichen 20
sporadischen Gruppen bis hin zur gréfiten, dem sogenannten Monster! M, dessen Existenz
von B.Fischer sehr prézise vorausgesagt und von R.Griess letztlich bewiesen wurde.

Von einigen sporadischen Gruppen ist nicht viel mehr bekannt als ihre gewdhnliche Cha-
raktertafel und Eigenschaften, die aus der Charaktertafel resultieren. Keine der spora-
dischen Gruppen ist zu einer alternierenden Gruppe oder zu einer Gruppe vom Lietyp
isomorph.

Den weitaus grofiten Teil der endlichen einfachen Gruppen stellen jene vom Lietyp dar.
Ihre Unterteilung und Bezeichnung ist nicht einheitlich. Dies ist teilweise historisch be-
dingt. Man unterscheidet zwischen klassischen und nicht-klassischen, zwischen exceptio-
nellen und nicht-exceptionellen sowie zwischen ungetwisteten und getwisteten Typen. Die
klassischen sind jene, die schon seit Ende des 19.Jahrhunderts bekannt sind. Sie leiten sich
ab aus Automorphismengruppen von Vektorrdumen mit und ohne Skalarprodukt. Grob
gesagt bestehen die klassischen Gruppen aus

e linearen Gruppen e unitdren Gruppen
e symplektischen Gruppen e orthogonalen Gruppen

Am leichtesten zu verstehen sind hierbei die von den linearen Gruppen, also den Automor-
phismen eines Vektorraums iiber einem Koérper K abstammenden speziellen projektiven
Gruppen PSL(n, K). Sie sind der Quotient der speziellen linearen Gruppe SL(n, K') nach
ihrem Zentrum und aus der projektiven Geometrie gut bekannt. Die Gruppen PSL(n, K)
sind einfach, ausgenommen fiir n = 2 die Falle |K| = 2 und |K| = 3, also auch wenn
der Korper K unendlich viele Elemente hat. Die klassischen Gruppen liefern somit auch
wichtige Serien von einfachen Gruppen unendlicher Ordnung. Ist der Kérper K endlich,
| K| = ¢ ist dann eine Primzahlpotenz und es gibt bis auf Isomorphie genau einen solchen
endlichen Korper, ergibt sich fiir jede Dimension n und jede Primzahlpotenz ¢ (fiir n = 2
ist ¢ > 5) eine endliche einfache Gruppe, die man haufig mit PSL(n, ¢) bezeichnet. Man
erhélt also eine unendliche von zwei Parametern abhéngige Serie von einfachen Gruppen.

1Das Monster M wird auch friendly giant” FG genannt, F fiir Fischer, G fiir Griess.



2 Von Liealgebren zu einfachen Gruppen vom Lietyp

Eine einheitliche Beschreibung der Gruppen vom Lietyp erhilt man {iberraschenderweise
aus einer anderen Ecke der Algebra, aus der Theorie der Liealgebren.

Die einfachen endlich dimensionalen komplexen Liealgebren werden durch Dynkindia-
gramme klassifiziert (E. Cartan, Killing). Eine solche Liealgebra L besitzt eine Basis
beziiglich der die Strukturkonstanten in Z liegen. Man nennt so eine Basis eine Chevalley-
basis von L. Durch Koeffizientenerweiterung (also durch Tensorieren) des von B erzeugten
Lie - Teilringes kann man dann kanonisch zu jedem Korper K eine Liealgebra Ly kon-
struieren. Ist K endlich, so fithrt das Studium von Automorphismen dieser Liealgebra Ly
eindeutig zu einer endlichen Gruppe, die somit dem zu L gehérigen Dynkindiagramm A
zugeordnet werden kann. Ist |K| = ¢ und n die Anzahl der Ecken des Dynkindiagramms
so wird die erhaltene Gruppe mit A, (q) bezeichnet. Bis auf ganz wenige Ausnahmen ist
die so erhaltene Gruppe einfach.

Exemplarisch skizzieren wir diese Konstruktion bei der zum Dynkindiagramm A; gehorigen
komplexen Liealgebra L = A;(C), die aus den komplexen 2 x 2 - Matrizen mit Spur 0
besteht und deren Lieklammer durch [A, B] := AB — BA gegeben ist. Eine Chevalleybasis

(o) (08)(20)

Ly ist dann gerade die Liealgebra iiber dem Korper K, die aus den 2 x 2 - Matrizen iiber
K mit Spur 0 besteht. Ly besitzt Automorphismen? , die durch Konjugation mit den

Matrizen
0 1 1 ¢
Ms.—<81)bzw.Mt.—(10)

gegeben sind, wobei s, t beliebige Elemente von K sind

Bezeichne A;(K) die von diesen Konjugationen erzeugte Untergruppe der Automorphis-
mengruppe von Lg. Da SL(2, K) = < M, My;s,t,€ K > erhilt man einen offensicht-
lichen surjektiven Gruppenhomomorphismus von SL(2, K) auf Ak, dessen Kern gerade

aus dem Zentrum von SL(2, K) besteht. Also ist A;(K) = PSL(2, K'). Analog ergibt sich
die Isomorphie von A, (¢) mit PSL(n + 1, q)

Insgesamt ergeben sich die folgenden Serien von ungetwisteten einfachen Grupen vom Lie
- Typ.

Satz 2.1 Die nicht getwisteten einfachen Gruppen vom Lie-Typ bestehen aus den folgen-
den Serien

(i) An(q) (n,q) # (1,2),(1,3), Balq) (n,q) #(2,2), Culq) (n>3), Du(q) (n>4)
(1) Es(q), E:(q), Es(q), Fi(q), G2(q)(qg>2)

Die Gruppen in (ii) nennt man exceptionell, da sie zu den exceptionellen Dynkindiagram-
men gehoren. Fir die Félle, in denen A, (¢q) nicht einfach ist, gilt:

A1(2) =2 S5, A1 (3) = Ay, By(2) =2 S, G2(2) = 2A5(3?) .

’Die Konstruktion dieser Automorphismen erfolgt mit Hilfe nilpotenter Derivationen und der Matri-
xexponentialfunktion, siehe [6]



Hierbei bezeichnet S, die symmetrische Gruppe vom Grad n und 2A,(3?) ist eine unitére
Gruppe, die bei den getwisteten Gruppen vom Lietyp auftaucht. Ferner bestehen nur die
folgenden Isomorphismen zu alternierenden Gruppen A, bzw. zwischen einfachen Grup-
pen vom Lietyp.

Ar(4) = A5 = A(5), AL(T) 22 As(2), A1(9) = Ag, A(2) 22 Ag, Ba(3) 22 245(22),

wobei die letztere wiederum eine unitéare Gruppe ist. Die nicht exceptionenellen Gruppen
sind klassische Gruppen. B, (¢q) und D, (q) kommen von orthogonalen Gruppen, wihrend
C(q) von symplektischen Gruppen abstammt.

Die Dynkindiagramme A, fiir n > 2, D, fiir n > 5, Eg besitzen genau einen Gra-
phautomorphismus v der Ordnung 2. D, besitzt S5 als Graphautomorphismengruppe
und somit Graphautomorphismen der Ordnung 2 und 3. Graphautomorphismen und
Korperautomorphismen des zu Grunde liegenden Korpers K induzieren Gruppenautomor-
phismen von A, (q), die der Einfachheit halber auch Graph- bzw. Kérperautomorphismus
genannt werden und gleich bezeichnet werden.

Besitzt der Korper einen Automorphismus o der Ordnung 2 oder 3, so kann man zeigen,
dass die Fixpunkte des Automorphismus von A,,(¢), der vom Produkt von v und o gebildet
wird, eine Gruppe bilden, die wiederum bis auf ganz wenige Ausnahmen einfach ist. Die
so entstehenden Serien von einfachen Gruppen héngen nur von der Ordnung & von v und
dem Dynkindiagramm A ab und werden mit *A,,(¢*) bezeichnet. Die Serien 2A,,(¢?) bzw.
2D, (¢%) stammen von unitiren Gruppen bzw. von orthogonalen Gruppen ab, und stellen
die bislang noch fehlenden klassischen Gruppen dar. Die Gruppen 2D,,(¢?) und 2Dy (¢%)
wurden von R.Steinberg entdeckt. Sie sind nicht klassisch.

Besitzt der zu Grunde liegende Korper die Charakteristik 2 bzw. 3, so kann man die Pfeile
in den Dynkindiagrammen von Bs, Gy und F) vernachléssigen und erhilt dann Graph-
automorphismen der Ordnung 2. Unter dieser Voraussetzung an den Korper induzieren
diese Graphautomorphismen analog wie im vorigen Abschnitt Gruppenautomorphismen
von A,(q) , A = By, Gs, Fy. Das Quadrat dieses Graphautomorphismus ~ stimmt mit
dem Quadrat des Kérperautomorphismus® o +— 2P, p = 2 bzw. p = 3 iiberein. Ein endli-
cher Korper der Charakteristik 2 bzw. 3 besitzt genau dann einen Kérperautomorphismus
o, dessen Quadrat mit dem Frobeniusautomorphismus tibereinstimmt, wenn der Korper
22m+l hzw. 32m+l ;€ Ny Elemente besitzt. Analog wie im vorigen Abschnitt erhilt man
als Fixpunkte des Produkts o o 7 eine endliche Gruppe, die fast immer einfach ist. Die
entstehenden Serien werden mit 2A,,(p*™ 1), p = Charakteristik von K, bezeichnet.

Satz 2.2 Die getwisteten einfachen Gruppen vom Lie-Typ bestehen aus den folgenden
Gruppen

(Z) 2Aﬂ(q2) (nv(D 7& (272)’ 2Dn(q2)’ 3D4(q3)7 2E6(q2)'

(ii) 2Bo (22" 1) (m > 1), 2Fy(22"Y) (m > 1), T:=2F,(2), 3Go(32™) (m > 1)

Die Gruppe %45(2?%) ist auflésbar von der Ordnung 72 und ?A3(2?%) ist isomorph zu By(3),
wie bereits oben vermerkt.

3Diesen Korperautomorphismus nennt man den Frobeniusautomorphismus von K. Ist K endlich, so
erzeugt dieser AutK.



Die Serien in (ii) wurden von R. Ree (*Fj,3Gs) bzw. M. Suzuki (®B,) entdeckt und
werden auch hiufig Ree- bzw. Suzukigruppen genannt. Die Gruppe 2By(2) ist auflosbar
von der Ordnung 20, die Kommutatoruntergruppen von 2F;(2) bzw. 3G5(3) sind einfach.
3G5(3) ist isomorph zu A;(8), wihrend ?Fy(2)’ eine einfache Gruppe ist, die zu keiner
anderen einfachen Gruppe vom Lietyp, zu keiner alternierenden Gruppe und zu keiner
sporadischen Gruppe isomorph ist. Man nennt sie die Titsgruppe 7.

3 Bemerkungen zum Beweis und zu Teilklassifikatio-
nen

Umstritten ist der Klassifikationssatz hauptséchlich wegen der unglaublichen Lénge des
Beweises. Sicher ist, dass der vorliegende Beweis unbefriedigend ist, dass er verbessert wer-
den muss und verbessern darf man hier auch durchaus im Sinn von Ausbessern verstehen.
Im folgenden sollen historisch nur die ersten Schritte des Beweises dargelegt werden.

Im Grunde beginnt die Klassifikation mit dem Satz von W. Feit und J. Thompson, dass
Gruppen ungerader Ordnung auflosbar sind [8]. Daher ist eine einfache nichtabelsche
Gruppe von gerader Ordnung und besitzt somit Involutionen. Das folgende Resultat von
Brauer und Fowler erlaubt es dann einfache Gruppen nach dem Zentralisator einer Invo-
lution zu klassifizieren.

Satz 3.1 FEs gibt nur endlich viele endliche Gruppen gerader Ordnung, in denen der Zen-
tralisator einer Involution isomorph zu einer vorgegebenen Gruppe H ist.

Viele einfache Gruppen lassen sich durch den Zentralisator einer Involution charakterisie-
ren. Dies ist nicht méglich durch Vorgabe des Isomorphietyps einer 2 - Sylowgruppe, z.B.
gibt es unendlich viele einfache Gruppen deren 2 - Sylowgruppe isomorph zur Kleinschen
Vierergruppe Cy x (5 ist. Dennoch liefert die Klassifikation nach 2-Sylowgruppe durchaus
wertvolle Teilresultate. Die 2 - Sylowgruppe einer einfachen nichtabelschen Gruppe ist
niemals zyklisch, sie ist nach R. Brauer und M. Suzuki [5] auch nicht isomorph zu einer
Quaternionengruppe oder einer verallgemeinerten Quaternionengruppe. Mit Hilfe von

Satz 3.2 (Glaubermans Z*-Theorem) [9] Sei G eine endliche Gruppe, die keinen Nor-
malteiler ungerader Ordnung besitzt. Sei S eine 2 - Sylowgruppe von G und t € S. Dann
ist t genau dann im Zentrum Z(G), wenn die Konjugiertenklasse von t mit S nur {t} als
Schnitt besitzt.

erhélt man dann sogar, dass eine einfache endliche Gruppe keine direkten Produkte aus
verallgemeinerten Quaternionengruppen und zyklischen Gruppen als 2 - Sylowgruppe be-
sitzen kann. Ein Beweis vom Z* - Theorem ist bis heute nur mit Hilfe der modularen
Darstellungstheorie gelungen. Die analoge Aussage fiir ungerade Primzahlen p, das soge-
nannte Z,* - Theorem, lasst sich bis heute nur mit Hilfe der Klassifikation verifizieren.

Eine Untergruppe H einer endlichen Gruppe G nennt man p - lokal, wenn sie Normalisa-
tor einer nicht-trivialen p-Untergruppe P von G ist, also wenn Ng(P) = H ist. Dass die
Struktur p - lokaler Untergruppen in Zusammenhang mit der Struktur von G steht, sieht



man bereits in der Verlagerungstheorie. In dieser versucht man einen nicht-trivialen Grup-
penhomomorphismus in die Kommutatorfaktorgruppe einer Untergruppe (in den meisten
Fallen betrachtet man p - Sylowgruppen) zu konstruieren. Entscheidend ist nicht nur der
Isomorphietyp der Untergruppe, sondern auch die Art und Weise wie sie in GG eingebettet
ist. Man nennt eine echte Untergruppe H stark p - eingebettet in G, wenn p € 7w(H)
ist, aber p die Ordnung von H N HY fiir alle ¢ € G\ H nicht teilt. Beispielsweise ist
die 2 - Sylowgruppe einer As = A;(2?) stark 2 - eingebettet in As. Gruppen, die eine
stark 2 - eingebettete Untergruppe besitzen, wurden von H. Bender klassifiziert. Es gilt
insbesondere:

Satz 3.3 [3] Ist G eine einfache Gruppe mit einer stark 2 - eingebetteten Untergruppe,
dann ist G isomorph zu einer der folgenden Gruppen

Ay (27); 2By(2Y71); 2A5(227): jeweils fiir f > 2.

Einfache Gruppen, deren p -lokale Untergruppen fiir alle p € 7(G) auflésbar sind*, wurden
von J.Thompson klassifiziert.

Satz 3.4 [20]

A1<q>7 q > 3; 282(2n+1>7 n>1 ) A?; Mll; A2<3>7 2A2(32)7 2F4<2>I'

Die Liste von J. Thompson beinhaltet insbesondere sémtliche minimale einfachen Grup-
pen, also jene einfachen Gruppen, deren sédmtliche echten Untergruppen auflosbar sind.
Dies sind

Ai(p), p > 5 und p?—1#0 mod 5; A1(2P) 5 A1(3P) p > 3;
’Bo(2P), p >3 As(3).

Hierbei bezeichnet p jeweils eine Primzahl.

Um die eingangs dieses Abschnitts angesprochene Lénge des Klassfikationssatz zu ver-
deutlichen, soll explizit erwahnt werden, dass der Beweis von Satz 3.4 zusammen 410
Journalseiten umfasst. Addiert man noch die Seiten des Odd Order Papers [8] hinzu, ist
man schon bei 664 angelangt und hat dann doch erst die Strecke bis zur Klassifikation
der N - Gruppen hinter sich gebracht.

4 Einige Anwendungen

Viele Satze und Aussagen der Theorie der endlichen Gruppen lassen sich bis heute nur
mit Hilfe der Klassifikation beweisen.

Zu erwihnen sind hier etwa die Schreiersche Vermutung, die besagt, dass die &uflere Auto-
morphismengruppe einer endlichen einfachen Gruppe auflésbar ist oder die Klassifikation
der zweifach transitiven Gruppen.

4Solche Gruppen nennt man N - Gruppen



Auch die Tatsache, dass eine endliche einfache nichtabelsche Gruppe stets von zwei Ele-
menten erzeugt ist, lasst sich bislang nur so beweisen, dass man dies fiir alle Gruppen der
Liste Serie fiir Serie, Stiick fiir Stiick verifiziert. Es ist typisch, dass die Klassifikation oft
keinerlei Aufschluss dariiber gibt, warum dieses oder jenes Resultat gelten sollte. Auch
dass einfache Gruppen sich in der Regel durch ihre Ordnung unterscheiden, ist ein solches
Beispiel. Genauer gilt

Satz 4.1 [15] Seien G und H einfache endliche Gruppen gleicher Ordnung. Dann ist
G = H oder es gilt

{G,H} ={B.(q),Cn(q)} q ungerade,n >3 bzw. {G,H} = {As(4), As}

Im restlichen Abschnitt sollen exemplarisch Anwendungen in der arithmetischen Grup-
pentheorie betrachtet werden.

Unter dem Gruenberg-Kegel Graphen II(G) einer endlichen Gruppe versteht man jenen
ungerichteten und schlaufenfreien Graphen, dessen Eckenmenge aus der Menge 7(G) der
Primteiler von |G| besteht. Zwei Ecken p und ¢ werden genau dann mit einer Kante ver-
bunden, wenn es in G ein Element der Ordnung p - ¢ gibt. Die Struktur jener Gruppen
G, fir die II(G) mehr als eine Zusammenhangskomponente besitzt, wurde im wesentli-
chen von K.Gruenberg und O.Kegel bestimmt. Unter Verwendung von Resultaten aus der
Klassifikation, insbesondere unter Verwendung der Schreierschen Vermutung, lésst sich ihr
Resultat folgendermafien formulieren.

Satz 4.2 [22] Sei G eine endliche Gruppe und bezeichne |II(G)| die Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten thres Gruenberg - Kegel Graphen. Dann gilt:

a) Ist G auflosbar, dann ist |II(G)| < 2. Es ist |II(G)| = 2 genau dann, wenn G eine
Frobeniusgruppe oder eine 2 - Frobeniusgruppe ist. °

b) Ist |II(G)| > 2 und G nicht aufliésbar und keine Frobeniusgruppe, dann besitzt G
genau einen einfachen nicht-abelschen Kompositionsfaktor S mit Multiplizitdt 1. Es
ist |IL(S)| > 2 und G besitzt eine Normalreihe

1< N<M<d

mit N nilpotent, M/N = S und G /M ist isomorph zu einer Untergruppe von OutS
und daher auflosbar.
Bezeichnet my die Zusammenhangskomponente, in der 2 enthalten ist, so ist

m(N) C 7o und m(G/N) C .

Die einfachen Gruppen mit nicht zusammenhéngendem Primgraph wurden von J. S. Wil-
liams und A. S. Kondratiev klassifiziert [22], [16]. Es ergibt sich das iiberraschende Re-
sultat, dass endliche Gruppen nie mehr als 6 Primgraphkomponenten besitzen und dass
es nur eine einzige einfache Gruppe G mit |II(G)| = 6 gibt, die Jankogruppe J;. Man
beachte, dass man II(G) auch fiir unendliche Gruppen definieren kann, die Vertices beste-
hen dann aus jenen Primzahlen, die die Ordnung eines Torsionselementes von G teilen.

®Auch fiir nicht auflésbare Frobeniusgruppen ist [II(G)| = 2.



Wie man leicht sieht, gibt es bei unendlichen Gruppen keinerlei Beschréankungen an die
Zahl der Zusammenhangskomponenten. In [19] wurden Teile von Satz 4.2 allein mit Hilfe
der Methoden aus dem Oddorderpaper [8] von Feit und Thompson bewiesen. Dies un-
terstreicht den Zusammenhang der arithmetischen Struktur einer Gruppe mit der Frage
nach ihrer Auflosbarkeit.

In den letzten Jahren wurde mit Hilfe der Klassifikation versucht arithmetische Charak-
terisierungen von Gruppen - iiberwiegend von einfachen Gruppen zu gewinnen. Quasi als
pars pro toto sollen hier folgende Fragestellungen vorgestellt werden.

Vermutung 4.3 (Thompson 1994) [7]. Fiir eine endliche Gruppe G bezeichne cl(G) die
Menge der Klassenlingen. Ist S eine einfache endliche Gruppe und X irgendeine endliche
Gruppe mit trivialem Zentrum und cl(S) = cl(X), dann ist S = X.

Von der Charaktertafel aus gesehen ist die folgende Vermutung hierzu dual.

Vermutung 4.4 (Huppert 2000) [13]. Fiir eine endliche Gruppe G bezeichne cd(G) die
Menge der Grade der gewdhnlichen irreduziblen Charaktere. Ist S eine einfache endliche
Gruppe und X irgendeine endliche Gruppe mit cd(S) = cd(X), dann ist X = S x A mit
A abelsch.

Von der Verifizierung beider Vermutungen scheint man noch weit entfernt zu sein. Die
Vermutung von Thompson ist fiir einfache Gruppen G mit |[II(G)| > 3 bewiesen [7], jene
von Huppert fiir einige einfache Gruppen kleiner Ordnung und wenige Serien von Gruppen
vom Lietyp kleiner Dimension [13].

Hinweise zu den Referenzen. Referenzen [1], [12] [17], [18] sind geeignet um sich in
die Theorie der endlichen Gruppen einzulesen.

Die Biicher der Referenz [11] sind der erste Versuch, einen kohdrenten Beweis der Klassi-
fikation darzulegen. Es wird in ihnen aber auch bereits der Versuch unternommen, Teile
des Beweises zu iiberarbeiten.
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