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Vorwort

Das Projekt Mathematik-Online (siehe http://www.mathematik-online.org/) wurde im No-
vember 2001 an den Universitdten Stuttgart und Ulm im Rahmen des Programms , Innovative
Projekte in der Lehre® des Landes Baden-Wiirttemberg ins Leben gerufen. Ziel ist es, die
Mathematik-Vorlesungen fiir Studierende der Natur- und Ingenieurwissenschaften durch Ein-
beziehung neuer Medien zu unterstiitzen und zu ergidnzen. Den Schwerpunkt bildet dabei ein
umfassendes Internetangebot bestehend aus den folgenden Komponenten:

e LEXIKON: Sammlung mathematischer Definitionen, Siatze und Anwendungen

AUFGABEN: Uber 2000 Ubungs- und Priifungsaufgaben, teilweise mit interaktiver
Losungskontrolle und Losungshinweisen

TESTS: Interaktive Klausuren und themenbezogene Tests
KuURsE: Thematische Kurse fiir Studierende, Studienanfinger und Schiiler

Die vorliegende Broschiire wendet sich insbesondere an Studienanfinger. Sie bereitet zentrale
Themengebiete auf, die bereits aus der Schule bekannt sind und bildet somit das Fundament
fiir die Mathematik-Vorlesungen im Grundstudium. Behandelt werden die Themengebiete ,, Ma-
thematische Grundlagen®, ,, Analysis“ sowie , Lineare Algebra und Geometrie“. Am Ende jedes
Kapitels findet sich eine Aufgabensammlung sowie ein Test, mit dessen Hilfe der eigene Kennt-
nisstand kontrolliert werden kann.

Allen Autoren, die zu dieser Broschiire beigetragen haben, sei herzlich gedankt.

Wir wiinschen den Lesern viel Freude bei der Benutzung von Mathematik-Online und Erfolg
in ihrem Studium.

Stuttgart, im Mai 2006
Klaus Hollig

Wolfgang Kimmerle

Trotz sorgfiltiger Priifung konnen Fehler nicht ausgeschlossen werden. Korrekturhinweise
konnen per E-Mail an webmaster@mathematik-online.org gesendet werden.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Aussagenlogik

1.1.1 Awussage

Unter einer Aussage versteht man einen sprachlichen Ausdruck, dem man eindeutig einen der
beiden Wahrheitswerte w (,wahr*) bzw. f (,falsch®) zuordnen kann.
Aussagen werden mit Grolbuchstaben bezeichnet,

A:  Beschreibung,

und konnen mit logischen Operationen verkniipft werden. Grundlegende mathematische Aus-
sagen, die nicht aus anderen Aussagen abgeleitet werden konnen, nennt man Axiome.

Beispiel:

Die folgenden Beispiele illustrieren den Begriff der mathematischen Aussage.
Die Aussage

A:  Jede natiirliche Zahl, die grofler als 1 ist, ist entweder eine Primzahl oder das Produkt
von Primzahlen.

ist eine wahre Aussage.
Die Aussage

B: Jede Primzahl ist ungerade

ist falsch, da 2 eine gerade Primzahl ist.
Die bisher unbewiesene Vermutung

C: Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge

ist eine mathematische Aussage, denn sie ist entweder wahr oder falsch. Dabei ist ein Prim-
zahlzwilling ein Paar benachbarter ungerader Zahlen, die beide prim sind, wie z.B.

(3,5), (5,7), (11,13),... .

Der grofite bisher bekannte Primzahlzwilling (Stand 19.4.2006) ist 16869987339975 - 2171960 41
Bei der Feststellung

D: Freitag der dreizehnte ist ein Ungliickstag

handelt es sich nicht um eine Aussage, da ihr kein Wahrheitswert zugeordnet werden kann.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.1.2 Logische Verkniipfungen

Logische Aussagen kénnen durch die in der folgenden Tabelle angegebenen Operationen ver-
kniipft werden.

Bezeichnung | Schreibweise (Sprechweise) wahr, genau dann wenn
Negation -A (nicht A) A falsch ist

Konjunktion | AN B (A und B) A und B wahr sind

Disjunktion | AV B (A oder B) A oder B wahr ist

Antivalenz | A# B (entweder A oder B) A und B unterschiedliche Wahr-

heitswerte haben

o A= DB (aus A folgt B) ,
Implikation BeA (B folgt aus A) A falsch oder B wahr ist
Aquivalenz | A< B (A ist dquivalent zu B) | A und B den gleichen Wahrheits-

wert haben

Um in logischen Ausdriicken Klammern zu sparen, wird festgelegt, dass — stiarker bindet als A
sowie V und diese wiederum stérker als =, < sowie #.

Bei der Implikation ist zu beachten, dass B nur dann wahr sein muss, wenn A wahr ist. Aus
falschen Voraussetzungen konnen sowohl richtige, als auch falsche Schliisse gezogen werden.
Das Zeichen fiir die Oder-Verkniipfung ist ein stilisiertes v, das fiir vel (lat. oder) steht. Fiir
die Oder-Verkniipfung wird auch das ,,4+“-Symbol verwendet und fiir die Und-Verkniipfung das
»“-Symbol. Verwendet man dann die O fiir den Wert ,falsch“ und interpretiert jeden anderen
Wert als ,,wahr*, konnen die logischen Verkniipfungen durch Rechnen mit natiirlichen Zahlen
durchgefiihrt werden.

Vor allem in Computersprachen werden die aus dem Englischen stammenden Begriffe NOT
(Negation), AND (Konjunktion), OR (Disjunktion), EXOR oder XOR (exclusive or, Antiva-
lenz) und deren Negationen NAND (negierte Konjunktion), NOR (negierte Disjunktion) und
NXOR (Aquivalenz) verwendet.

In der folgenden Tabelle sind die Wahrheitswerte der vorgestellten Verkniipfungen angegeben.
Dabei steht w fiir wahr und f fiir falsch.

A|B|-A|ANB|AVB|A#B | A=B | A< B
w|w/| f w w f w w
w | f f f W W f f
flw| w f w w w f
f1f] w f f f W W

Beispiel:

Stellt man Aussagen als Schalter dar, die geschlossen sind, falls die Aussage wahr ist bezie-
hungsweise geoffnet sind, wenn die Aussage falsch ist, so kann die Und-Verkniipfung durch eine
Serienschaltung und die Oder-Verkniipfung durch eine Parallelschaltung realisiert werden.
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1.1. AUSSAGENLOGIK

Und-Verkniipfung Oder-Verkniipfung
B
A

Eine negierte Aussage entspricht einem Schalter, der geschlossen ist, falls die Aussage falsch ist.
Damit lassen sich auch Schaltbilder fiir die Aquivalenz, Antivalenz und Implikation angeben.

Aquivalenz: A < B bzw. (AA B) V (=A A =B)
A B

Antivalenz: A # B bzw. (AA=B)V (-AA B)
A B

o—

Implikation: A = B bzw. =AV B
B

A

T

Die Schalter konnen z.B. durch Transistoren realisiert werden, die bei einer hohen oder niedrigen
angelegten Spannung leiten. Der Wert w entspricht einer hohen Spannung (1), der Wert f einer
niedrigen Spannung (0).

In DIN 40900 werden Symbole fiir die entsprechenden Schaltungen definiert. Diese bestehen
aus Rechtecken, in denen die jeweilige Verkniipfung angegeben wird. Eine Negation wird durch
einen Kreis gekennzeichnet.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Konjunktion Disjunktion
A — A — A —
& —X >1 — X
B — B — B —
Negation Implikation
A —=o9 A —
A— 1 p— X >1 — X
B — B —

1.1.3 Regeln fiir logische Operationen

Fiir logische Operationen gelten die folgenden Identitéiten.

e Assoziativgesetze:

Kommutativgesetze:

AVB = BVA

De Morgansche Regeln:

~(AAB) = (~A)V (-B)

~(AVvB) = (=4A)A(=B)
e Distributivgesetze:
ANB)VC = (AVC)AN(BVC(O)
(AVB)AC = (AANC)V(BACQC)
e Sonstige:
—-(-4) = A
ANA = A
AVA = A

Antivalenz

—1 —X
Aquivalenz

=1 po— X
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1.1. AUSSAGENLOGIK

e Alternative Darstellungen:

Implikation: A= B = -AvB = -A<«<-B
Aquivalenzz A< B = (AAB)V(-AA-B)
Antivalenz: A#B = (AAN-B)V(-~AAB)

Die alternativen Formulierungen werden oft in Beweisen benutzt.

Ein logischer Ausdruck, der unabhéngig vom Wahrheitswert der auftretenden Aussagen immer
wahr bzw. immer falsch ist, wird als Tautologie bzw. Kontradiktion bezeichnet. Ein solcher Aus-
druck kann bei einer Umformung durch w (oder 1) bzw. f (oder 0) ersetzt werden. Insbesondere
gelten die Identitaten:

AV-A=w bzw. AN-A=f,
AVw=w bzw. AANw=A,
AVE=A bzw. ANf=T1.

Beweis:

Die De Morganschen Regeln und die Distributivgesetze lassen sich zeigen, indem man alle
Moglichkeiten fiir die Wahrheitswerte der Aussagen untersucht. Fiir die erste De Morgansche
Regel ist dies in der folgenden Tabelle illustriert.

A|B|AANB|—-A|-B|=(AAB), (-A)V (-B)
w | w W f f f
w | f f f W W
f|w f w f w
f|f f W W A4

Die dquivalenten Beschreibungen fiir die Implikation, die Aquivalenz und die Antivalenz folgen
unmittelbar aus den Definitionen.

Beispiel:
Zur Illustration der logischen Regeln wird die Aussage

lz—1>1= (z<0)V (z>2)
bv_/ N ~~ 7

A B

umgeformt.
Anwendung der Morganschen Regel liefert

“B==(x<0)A=(z>2)=(x>0)A(x<2).
Folglich ist die Implikation A = B #quivalent zu der Aussage
lr—1<1«<=0<z<2.
Dieses Ergebnis erhélt man auch, indem man die Implikation definitionsgeméafl durch
(mFA)VB=lz—-1<1Vv-(0<z<2)

ersetzt.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
Beispiel:
Als Beispiel wird der Ausdruck
L:(AVB)= (-AAB)
vereinfacht. Ersetzen der Implikation und Anwendung der Morgan’schen Regeln ergibt
—~(AVB)V(-AANB)=(~AAN-B)V (-AAB).
Nach dem Distributivgesetz ist dieser Ausdruck dquivalent zu
-AN(-BVB).
Man erkennt, dass der Wahrheitswert von B irrelevant ist und
L=-A.

Alternativ kann man zur Untersuchung des logischen Ausdrucks L auch eine Wahrheitstabelle
verwenden.

A|B|—-(AVvB)|-AAB | L
w | W f f f
w | f f f f
f|w f w w
f|f w f w
Es folgt ebenfalls L = —A.
1.1.4 Quantoren
Als Abkiirzung fiir die Formulierungen
yes gibt ... ¢ fiir alle ...

werden der Existenzquantor 3 und der Allquantor V verwendet. Diese Quantoren werden haufig
in Verbindung mit Aussagen A(p) benutzt, die von einem Parameter p aus einer Menge P
abhéngen.

Schreibweise ‘ Bedeutung
dp € P: A(p) | es gibt mindestens ein p aus P, fiir das A(p) wahr ist
Vpe P: A(p) | fir alle p aus P ist A(p) wahr

Bei der Negation der beiden Aussagentypen vertauschen sich die Quantoren:

ﬂ(EIpGP: A(p)) = VpeP: —=A(p)
~(VpeP: A(p)) = FpeP: -A(p)

Gebrauchlich ist ebenfalls die Schreibweise 3! fiir die Formulierung ,es gibt genau ein ... .
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1.1. AUSSAGENLOGIK

Beispiel:

Zur Illustration des Quantorenkalkiils wird die Aussage
Ve>03dn.VneN: n>n. = la,| <e¢
betrachtet. Sie bedeutet, dass die Folge
ay, g, ...

gegen 0 strebt, das heifit fiir hinreichend grofies n wird der Betrag von a, kleiner als jede
vorgegebene Schranke ¢.
Die Negation erhélt man, indem die Kernaussage negiert und die Quantoren ersetzt,

Je V.
Ersetzen der Implikation und Anwendung der Morganschen Regel ergibt
“(n>n.=la,| <e)=-(n<n.Via,| <e)=n>n.Ala,| >¢.
Damit hat die negierte Aussage die Form
de>0Vn.dneN: n>n.Ala,| >¢.

Dies bedeutet, dass die Folge (a,) nicht gegen 0 konvergiert, d.h. es existiert ein Wert £ > 0,
der von der Folge |a,| immer wieder iiberschritten wird.

1.1.5 Direkter Beweis

Eine Behauptung B kann bewiesen werden, indem sie aus bekannten wahren Aussagen A her-
geleitet oder auf solche zuriickgefiithrt wird:

A= B.

Die Aussagen A koénnen dabei auch Voraussetzungen beinhalten, die fiir die Giiltigkeit der
Behauptung B notwendig sind.

Beispiel:

Als Beispiel wird der Satz des Thales gezeigt. Dieser besagt, dass alle einem Halbkreis einbe-
schriebenen Dreiecke rechtwinklig sind.

Der direkte Beweis stiitzt sich auf zwei Satze:
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(i) Die Winkelsumme in einem Dreieck ist 7.
(ii) Die Basiswinkel bei einem gleichschenkligen Dreieck sind gleich.

Angewandt auf die Dreiecke A(AMC') und A(C'M B) folgt daraus

<ACM:7T;Q, <1MCB:#.
Damit ist 3
(0%
ACB=n-2_7
<AC T 5 5

und wegen o + = 7 also gleich /2.

1.1.6 Indirekter Beweis

Um zu zeigen, dass aus Voraussetzungen V' eine Behauptung B folgt (V = B), kann man
die Annahme, dass die Aussage B bei Giiltigkeit der Voraussetzungen V' falsch ist, zu einem
Widerspruch fiihren:

VAEB) = F,

mit einer falschen Aussage F', insbesondere F' = =V oder F' = B.
Speziell gilt
B:(—!B:>F) = (—|B:>B),

falls keine Voraussetzungen getroffen sind.

Erlauterung:

Die Implikation
VA(B) = F
ist aquivalent zu

~(VAEB)VE=(=V)VBVF.

Ist die Implikation wahr, das heifit wurde sie aus giiltigen mathematischen Gesetzen gefolgert,
so muss die Behauptung B wahr sein, denn =V ist falsch und F' ist entweder falsch oder gleich
B.

Beispiel:

Zur Tllustration der indirekten Beweismethode wird gezeigt, dass v/2 irrational ist, d.h. nicht
als Bruch darstellbar ist.
Man nimmt an, dass die Behauptung B falsch ist. Es gelte also

B ﬁzg mit p,g €N, ggT(p,q) = 1.

Dabei bezeichnet ggT den grofiten gemeinsamen Teiler.
Aus der Annahme folgt durch Quadrieren und Multiplikation mit ¢?

2¢° = p°,
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1.1. AUSSAGENLOGIK

d.h. p? und damit auch p ist eine gerade Zahl. Insbesondere existiert ein r € N mit p = 2.
Wegen
7 = 22

ist ¢ ebenfalls gerade, und damit besitzen p und ¢ den gemeinsamen Teiler 2. Dies steht im
Widerspruch zu dem Bestandteil der Annahme =B, dass ggT(p,q) = 1, d.h.

(-B) = B.

Folglich muss die Behauptung B wahr sein.

1.1.7 Vollstindige Induktion

Aussageformen mit natiirlichen Zahlen als Parametern kann man mit vollstéindiger Induktion
beweisen. Ist A(n) eine von n € N abhingige Aussage, so sind dazu die folgenden beiden
Beweisschritte durchzufiihren.

e Induktionsanfang: Man zeigt, dass A(1) richtig ist.

e Induktionsschluss: Man zeigt, dass aus der Annahme, dass A(n) richtig ist (Induktions-
hypothese), folgt, dass auch A(n + 1) richtig ist, d.h.

An) = An+1).

Dann ist gewéhrleistet, dafl A(n) fiir alle n € N gilt.

Bei einem Induktionsbeweis wird sukzessive das Néchste aus dem Vorherigen gefolgert. Wird
der Induktionsanfang nicht fiir no = 1, sondern fiir ein ng > 1 durchgefiihrt, so gilt die Aussage
nur fiir alle n > ny.

Beispiel:

Die Formel fiir die Summe der Quadratzahlen,
E 1
An): > =142+ +n>=-n(n+1)2n+1),
i=1 6

kann mit vollstdndiger Induktion bewiesen werden.

Induktionsanfang (A(1)):

1

1-2-3
§ i?=1% = _
: 6
i=1

Induktionsschlufl (A(n) = A(n+1)):

jilﬁ = iif—l—(n—i—l)z:\n(n+1)6(2n+1)1+(n+1)2
) . AG)
_ (n+1)[n(2n+1) 4+ 6(n + 1)] _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6 '

Die Induktionshypothese wurde, wie angedeutet, bei der dritten Gleichheit benutzt.

% http://www.mathematik-online.org/ 17



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.2 Mengen

1.2.1 Menge

Eine Menge A besteht aus verschiedenen Elementen aq,as, .. .:

A:{(Il,a,z,...}.

Werden die Elemente durch eine Eigenschaft E charakterisiert, so schreibt man
A ={a: a besitzt die Eigenschaft E'} .

Die Reihenfolge der Elemente ist dabei unerheblich.

Man verwendet folgende Bezeichnungen:

Schreibweise | Bedeutung

acA a ist Element von A

ag A a ist nicht Element von A
ACB A ist Teilmenge von B

AZ B A ist keine Teilmenge von B
ACB A ist echte Teilmenge von B
| Al Anzahl der Elemente in A

0 leere Menge

Gilt |A| < 0o bzw. = oo, so spricht man von einer endlichen bzw. unendlichen Menge. Mengen
heiflen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen ihren Elementen gibt (|A| =
| B| fiir endliche Mengen).

Die Menge P(A) aller Teilmengen von A wird als Potenzmenge bezeichnet, d.h. P(A) = {B :
B C A}. Dabei gilt § € P(A), A € P(A) und [P(A)| = 24

Beispiel:
Eine endliche Menge kann durch Auflisten aller Elemente angegeben werden, z.B.
{1,2,3,4} .

Es ist auch moglich eine Menge als Teilmenge einer Obermenge anzugeben. Dabei werden von
der Teilmenge spezielle Eigenschaften gefordert. Die Menge

{zeR|2*=T7}

beschreibt zum Beispiel alle reellen Zahlen, deren Quadrat die Zahl 7 ergibt. Eine weitere
Moglichkeit um eine unendliche Menge zu beschreiben ist die Angabe von einigen Elementen
und Fortsetzungspunkten. Dabei muss das Gesetz nach dem die weiteren Elemente gebildet
werden jedoch klar ersichtlich sein. Die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen

{n € N | n gerade }

lasst auf diese Weise auch durch
{2,4,6,8,...}

ausdriicken.
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1.2. MENGEN

1.2.2 Zahlenmengen

Fiir folgende Zahlenmengen benutzt man Standardbezeichnungen.

e natiirliche Zahlen: N = {1,2,...}

e ganze Zahlen: Z ={...,—1,0,1,...}

e rationale Zahlen: Q = {p/q: p€Z, ¢ € N, ggT(p,q) = 1}

e reelle Zahlen: R = {z: x =1lim, o0 ¢u, ¢» € Q}

e komplexe Zahlen: C = {z +iy: x,y € R, i® = —1}
Gebrauchlich sind ebenfalls die Schreibweisen Ny = NU {0} und R* = {x ¢ R: z > 0} und
dazu entsprechend Z~, Z;, Q", Qf, Q~, Q; R, R™, R;.
1.2.3 Mengenoperationen

Fiir zwei Mengen A und B sind die folgenden Operationen definiert.

e Vereinigung:
AUB={x: x€ A V z € B},

e Durchschnitt:
ANB={xz: v € A N z € B},

e Differenz, Komplementérmenge:
A\B={z: z€A AN z ¢ B},

e symmetrische Differenz:
AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANDB)

In der Abbildung sind die Mengenoperationen mit Hilfe sogenannter Venn-Diagramme illu-
striert.

O W

Vereinigung: AU B

Schnitt: AN B Differenz: A\ B symmetrische Differenz: AAB

% http://www.mathematik-online.org/ 19



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Ist B C A, fallen einige der Diagramme zusammen:

A A

Vereinigung: A= AU B Schnitt: B=ANB Komplementérmenge : A\ B = AAB

1.2.4 Regeln fiir Mengenoperationen
Fiir Mengenoperationen gelten die folgenden Identitéten.

e Assoziativgesetze:

e Kommutativgesetze:

e Morgansche Regeln:

e Distributivgesetze:
(ANB)UC = (AuC)N(BUC)
(AUB)NC = (ANnC)u(BnNC)

~—

Diese Regeln entsprechen den Gesetzen fiir logische Operationen, wenn man die Operatoren
U, N durch A,V ersetzt und C'\ durch —.

Beweis:

Exemplarisch wird die erste De Morgansche Regel bewiesen. Es gilt
reC\(ANB) & xze€C Nz ¢ (ANDB)
& rzeCAN(xg¢g AVa ¢ B).
Nach den Distributivgesetzen ist der letzte Ausdruck dquivalent zu
(xreCAhx¢ A)V(xeCAxr¢B)sze (C\AUC\B),
womit die behauptete Identitéit gezeigt ist.
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1.2. MENGEN

Beispiel:
Mit den De Morganschen Regeln folgt beispielsweise
CANANC) = (C\AU(C\C) = (C\A)
C\(AUC) = (C\AN(C\C) = (C\A)
Aus den Distributivgesetzen folgt beispielsweise
(AuB)NB = (ANB)U(BNB) = (ANB)UB.
Hierbei gilt (AN B)UB = B, da (ANB) C B.

1.2.5 Kartesisches Produkt

Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist die Menge aller geordneten Paare von
Elementen der beiden Mengen:

Ax B={(a,b): a€ ANbe B}.
Es gilt
(a,b) = (V)& (a=d ANb=V).

d.h. im Gegensatz zu der Gleichheit von Mengen ({a, b} = {b, a}) ist die Reihenfolge wesentlich.
Fiir endliche Mengen gilt |A x B| = |A| - |B|.
Entsprechend definiert man das n-fache kartesische Produkt

A x -+ x A,

als die Menge aller geordneten Tupel (ay,...,a,) mit a; € A;. Sind die Mengen gleich, so
schreibt man A" = A x -+ x A.

Beispiel:

Die Eckpunkte eines Wiirfels lassen sich als 3—faches kartesisches Produkt der Menge M = {0,1}
mit sich selbst beschreiben, denn M x M x M = {(mq, mg, m3)|(mq € M)A (my € M)A (mg €
M)}

(0,1,1)
(1,1,1)

(0,0,1) (1,0,1)

(0,1,0) (1,1,0)

(0,0,0) (1,0,0)
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1.2.6 Relation

Stehen Elemente einer Menge A in Beziehung zu Elementen aus einer Menge B, so kann dies
mit Hilfe einer Relation ausgedriickt werden. Diese besteht aus geordneten Paaren (a,b) der
Elemente, die durch die Beziehung verkniipft sind. Eine Relation R ist also eine Teilmenge des
kartesischen Produkts von A und B. Man sagt a steht in Relation zu b und schreibt a R b:

aRb< (a,b) e RC AXB.

1.2.7 Relationale Datenbank

Ein typisches Anwendungsbeispiel sind die sogenannten relationalen Datenbanken. Hier stehen
beispielsweise eine Tabelle mit Vorlesungen und eine Tabelle von Studierenden in Beziehung
zueinander. Dies ist in der folgenden Abbildung illustriert.

Mtr.-Nr.| Name

1000000 | Anton Antonius

Vorlesung Raum 1000001 | Berta Bethel
Hohere Mathematik 1 V57.01 1000002 | Cornelius Cornell
Knigge fiir Studierende | V47.02 1000003 | Damian Damien

1000004 | Egon Ekel

1000005 | Frank Frankfurth

Es wird auch deutlich, dass ein Element aus der einen Menge in Relation zu mehreren Elementen
der anderen Menge stehen kann.

1.2.8 Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R C A? in einer Menge A heifit
e reflexiv, wenn jedes Element in Relation zu sich selbst steht: Va € A : (a,a) € R

e symmetrisch, wenn die Reihenfolge der Elemente keine Rolle spielt: (a,b) € R = (b,a) €
R

e antisymmetrisch, wenn aus der Symmetrie die Identitét folgt: (a,b) € R A (b,a) € R =
a=>

e transitiv, wenn aus einer Kette das mittlere Element entfernt werden kann: (a,b) € R A
(b,c) € R= (a,c) € R

e total, wenn je zwei Elemente in mindestens einer Richtung in Relation stehen: Va,b € A :
(a,b) € RV (b,a) € R

Ist eine Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv, so wird sie Aquivalenzrelation genannt. Es
wird dann meist a ~ b statt a R b geschrieben. Eine Aquivalenzrelation unterteilt die Menge A
in disjunkte Teilmengen (Aquivalenzklassen), wobei zwei Elemente einer Teilmenge zueinander
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in Relation stehen (dquivalent sind), wihrend zwei Elemente aus unterschiedlichen Teilmengen
dies nicht tun.

Ist eine Relation reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, so ist sie eine Halbordnung und man
schreibt meist a < b statt a R b. Ist eine Halbordnung zusétzlich total, heifit sie (totale) Ordnung
und A heifit durch < geordnet.

Beispiel:

Die Mengeninklusion C ist eine Halbordnung in der Potenzmenge P (M) einer Menge M denn es
gilt: A C A (reflexiv), AC BAB C A= A= B (antisymmetrisch) und AC BCC=ACC
(transitiv). Hat M mehr als ein Element, so ist die Inklusion aber keine Ordnung, denn dann
gilt fiir

a,b € M,a#b:{a} £ {b} N{b} £ {a},

das heif3t sie ist nicht total.

Die Relation ,hat gleich viele Elemente wie“ ist eine Aquivalenzrelation in der Potenzmenge
P(M) einer endlichen Menge M denn es gilt: |A| = |A|(reflexiv), |A| = |B| = |B| = |A]
(symmetrisch) und |A| = |B| = |C| = |A| = |C] (transitiv).

Beispiel:

Relationen bzw. Aquivalenz-Relationen auf Mengen werden oft durch Eigenschaften der Ele-
mente definiert. Als Beispiel werden zwei Relationen auf

M={1,2,...,12}
betrachtet:
e = Ry y: x und y haben einen gemeinsamen Teiler # 1

e r Ry y: x und y haben gleichviele Teiler

12; ok x . ok x . 12, . .
10+ « o x « « X « 10+ o « X « X o X
A B
6 x  xx x X x xx x 6 - x X x X x X
4 x x X x x i x 4 - x X x X x X
N L i
R Y S S T R D) Y2 4 s 8 10 12
Ry Ry
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Die Abbildung zeigt den Graph der Relationen als Teilmenge von M x M. Die Relation R; ist
symmetrisch, aber weder reflexiv ((1,1) € Ry) noch transitiv. Zum Beispiel haben z = 4 und
y = 6 den gemeinsamen Teiler 2 und y = 6 und 2z = 9 den gemeinsamen Teiler 3, aber x = 4
und z = 9 haben keinen gemeinsamen Teiler. Also gilt

(xRyy ANyRyz) = xRz
nicht.

Die Relation R, ist eine Aquivalenz-Relation. Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitét sind
offensichtlich erfiillt. Die Aquivalenzklassen sind

{1},{2,3,5,7,11},{4,9}, {6,8,10}, {12}

mit einem, zwei, drei, vier und sechs Teilern.

1.3 Abbildungen

1.3.1 Abbildung

Unter einer Abbildung f von einer Menge A in eine Menge B versteht man eine Vorschrift, die
jedem a € A eindeutig ein bestimmtes b = f(a) € B zuordnet:

f+A— B.
Fiir die Elementzuordnung verwendet man die Schreibweise
a— b= f(a)
und bezeichnet b als das Bild von a, bzw. a als ein Urbild von b.
Ist M C A, so heiit f(M) = {f(m)lm € M} C B das Bild von M und fir N C B heifit

fHN)={a|f(a) e N} C A das Urbild von N unter der Abbildung f.
Die Menge f(A) heifit Wertebereich und A Definitionsbereich der Abbildung f.

Eine Abbildung kann man folgendermaflen illustrieren.
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Wie aus dem Bild ersichtlich ist, miissen nicht alle Elemente aus B als Bild eines Elementes
aus A auftreten und ein Element aus B darf auch Bild mehrerer Elemente aus A sein. Es muss
allerdings fiir jedes Element aus A ein eindeutiges Bild geben, das heifit von jedem a muss
genau ein Pfeil ausgehen.

Man erkennt auch, dass ein Bild b mehrere Urbilder haben kann, hier beispielsweise a und a’'.

Statt Abbildung verwendet man auch den Begriff Funktion, insbesondere in der reellen und
komplexen Analysis.

1.3.2 Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung

f:A— B

zwischen zwei Mengen A und B heifit

e injektiv, falls f(a) # f(a) fiir alle a,a’ € A mit a # @’

e surjektiv, falls es fiir jedes b € B ein a € A gibt mit f(a) =

e bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
Diese Begriffe lassen sich anhand von Mengendiagrammen illustrieren:
NN
AR A

injektiv surjektiv bijektiv

Beispiel:

Angegeben sind die Eigenschaften einiger Abbildungen f: R — R.
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Y Y
A A
flz) = sinia) fla) = a(@® 1)
> >
weder injektiv, noch surjektiv surjektiv, aber nicht injektiv
Y Y
A A
flz) =e" fz) =a?
—_— > >
nicht surjektiv, aber injektiv bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv

1.3.3 Verkniipfung von Abbildungen
Die Verkniipfung oder Komposition zweier Abbildungen f: A — B und g : B — C' ist durch
a(go f)la) =g(f(a)), a€A,

definiert und in dem folgendem Diagramm veranschaulicht.

f g

\//’

gof

Die Verkniipfung o ist assoziativ, d.h.

(hog)of=hol(gof)
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aber nicht kommutativ, also ist im Allgemeinen fo g # go f.

Beispiel:
Fiir die Abbildungen f,g: R — R, f(x) =2+ 1 und g(z) = 2? gilt:
(fog)(z)=a"+1 # (z+1)*=(go f)(x).

Die Verkettung dieser Funktionen ist also nicht kommutativ.

1.3.4 Inverse Abbildung
Fiir eine bijektive Abbildung f : A — B ist durch

b= f(a) & a=f(b)
die inverse Abbildung f~!: B — A definiert.

f
A - B

v

f—l
Insbesondere ist a = f~1(f(a)), d.h. f~' o f ist die identische Abbildung.

Beispiel:
Die Funktion f : R — R mit f(z) = x*® ist bijektiv und besitzt die inverse Abbildung
R — R mit fH(z) = .

Die Funktion g : (0,+00) — R, g(z) = In(z), ist ebenso bijektiv und hat als Inverse die
Abbildung ¢! : R — (0, +00) mit g'(z) = €”.

1.4 Kombinatorik

1.4.1 Fakultit

Das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen wird mit
nl=1-2---n

bezeichnet (lies: n Fakultdt). Konsistent mit der Definition des leeren Produktes setzt man
ol =1.

Die Zahl n! entspricht der Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten n unterschiedliche Objekte
anzuordnen.

Fiir groBles n kann das asymptotische Verhalten von n! mit Hilfe der Stirlingschen Formel
approximiert werden:

n!=+v2mn (g)n (1+0(1/n)).
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1.4.2 Permutationen und symmetrische Gruppe

Fiir eine beliebige Menge M bilden die Bijektionen von M in M, versehen mit der Komposition
von Abbildungen als Operation, eine Gruppe, die sogenannte symmetrische Gruppe von M.
Ist M ={1,2,...,n}, so spricht man von der symmetrischen Gruppe S,, vom Grad n. Die n!
Elemente 7 von .S,, nennt man Permutationen und benutzt die Schreibweise

(ol by )

Dabei stehen in der oberen Zeile die Elemente der Menge in der natiirlichen Reihenfolge,
darunter dann jeweils ihre Bilder unter 7.

Die Permutationsgruppe ist im Allgemeinen nicht kommutativ.

Beispiel:

Ein Quadrat das in die vier Felder A, B, C, D unterteilt ist soll mit den Farben Rot, Blau, Griin
und Gelb so ausgemalt werden, dass je zwei Felder unterschiedlich gefirbt sind. Es gibt dann
4! =1-2-3 -4 = 24 verschiedene Farbgestaltungen.

Beispiel:

Die folgende Tabelle zeigt alle Permutationen von {1, 2, 3}:

VR
DN
— DN DO DO
w W w W
~
N /N
DO — =
W DN W DN
—
~_

Im allgemeinen ist die Hintereinanderschaltung von Permutationen nicht kommutativ. Bei-

spielsweise erhélt man fiir
Iy 1 2 3 (1 2 3
‘\231) 9 213
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die Verkniipfungen:

1.4.3 Binomialkoeffizient

Fiir n, k € Ny mit n > k definiert man den Binomialkoeffizienten

k) (n—k)kl 1 (k—2)(k— Dk
Wegen 0! = 1 gilt insbesondere:

(30 (2)-(2)

(n)_( n nn—1)(n—2)---(n—k+1)

Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n

Elementen an.

1.4.4 Pascalsches Dreieck

Die Binomialkoeffizienten

n\ n!
k) (n — k) k!
lassen sich mit Hilfe der Rekursion

()= G20 ()

in einem Dreiecksschema, dem sogenannten Pascalschen Dreieck, berechnen.

O) .

o

1
k

2

>~

k

4
k

5

1 5 10 10 )
k

(
(+)
(&)
(+) A
(1)
(+)

v Nt Nt Nt Nt
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Beweis:

Die zu beweisende Identitat
(n+1)! n! N n!
(m+1—-Fkkl (n—k+DI (k-1 (n—Fk)E!
ist nach Division durch n! und Multiplikation mit (n — k + 1)! k! dquivalent zu

n+l=k+n+1-k).

1.4.5 Binomischer Lehrsatz

Mit der binomischen Formel lassen sich Potenzen einer Summe von zwei Variablen berechnen.
Fiir alle n € Ny gilt

(a+b)" = a”+(?>a”‘1b+<g)a"‘2b2+---+(n7i1 )ab”‘1+b”

—~
IS
S

~~

[}
|

a® + 2ab + b?,
(a+0b)° = a®+3a*b+3ab>+1°.

Beweis:

Der binomische Lehrsatz kann mit vollstédndiger Induktion bewiesen werden.
Fiir n =0 und n = 1 ist die Identitdt wegen

: 0 0 - 1
0—kpk 070 1—kpk
E (k)a b—(O)ab—l, kg_o(k)a b"=a+0

k=0
fiir beliebige a und b richtig.
Angenommen sie gelte fiir n. Dann ist

n

(a+b)"" = (a+b)(a+b)" = (a+0) Z( )an_kbk

n

B (g (e

k=0

n n—1

— an+1 + Z ( Z > an—k+1bk + Z ( Z ) n— kbk—l—l bn+1
k=1 k=0

_ CLn-‘rl +i ( Z > an—k+1bk+ - ( . ﬁ . )an—k+1bk+bn+1
k=1 k=1

— "t ” <Z)+ < kﬁl )] kgl 4 pntl
k=1

+1
_ Z ( n+1 )an+1—kbk
k=0

a3
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1.4.6 Identititen fiir Binomialkoeffizienten

Fiir Binomialkoeffizienten gelten folgende Identitéten:

" /n
2" =
(&)

RS
>~ 3
v

S

Beweis:
Die ersten beiden Identitdaten folgen unmittelbar aus dem Binomischen Lehrsatz,

(a+b)" = zn: (Z) a k|

k=0

mit der Wahl a =b=1bzw. a = —b=1.
Die dritte Identitéit folgt durch wiederholte Anwendung der Rekursionsformel:

() = (") (o)
6D
:”kl)+(23)+...+(n§1)
_ Z(n—ki—lﬂ')

=0

Durch die Substitution (n — k) <> k in dieser Gleichung ergibt sich die vierte Identitét.
Die beiden letzten Identitdten kénnen als Summationswege im Pascalschen Dreieck dargestellt
werden.

1 1

\2 1
\3/ 1
6/ \4

1 5 10 5 1
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1.4.7 Kombinatorik von Mengen

Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der Mo6glichkeiten an, aus einer Menge mit n verschiedenen
Elementen k Elemente auszuwéhlen, wobei unterschieden werden muf3, ob die Reihenfolge eine
Rolle spielt (sortiert) und Wiederholungen zugelassen sind.

H sortiert ‘ nicht sortiert
k—1
mit Wiederholungen n* (n + i )
ohne Wiederholungen || n(n —1)---(n —k+ 1) (Z)

Beweis:

i)

iii)

unsortierte Auswahl ohne Wiederholungen

Beriicksichtigt man die Reihenfolge, so gibt es n Moglichkeiten fiir das erste, (n — 1)
Méoglichkeiten fiir das zweite, bis hin zu (n — k 4+ 1) Moglichkeiten fiir das k-te Element,
also insgesamt

nn—1)---(n—k+1)

Moglichkeiten. Diese Anzahl mufl noch durch die Anzahl
k!
der Permutationen von k£ Elementen dividiert werden.

unsortierte Auswahl mit Wiederholungen

Ein dquivalentes Problem ist, n — 1 Markierungen zwischen n + k& Punkten zu plazieren.

Die um 1 verminderte Anzahl der Punkte zwischen der (i — 1)-ten und i-ten Markierung
entspricht den Wiederholungen des i-ten Elements. Nach i) ergibt sich fiir die Anzahl der

moglichen Markierungen
n+k—1
n—1 )’

was mit der in der Tabelle angegebenen Zahl iibereinstimmt.

Die Formeln fiir die sortierte Auswahl ergeben sich unmittelbar.

32
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Beispiel:

In einer Urne befinden sich eine rote, eine griine und eine blaue Kugel. In der Tabelle sieht man
die Anzahl der Moglichkeiten bei zweimaligem Ziehen (n = 3, k = 2).

H sortiert ‘ nicht sortiert
mit Wiederholungen ok n + k‘ — 1

(mit Zurticklegen)

3+2—1

ohne Wiederholungen ~1) ke n
(ohne Zuriicklegen) n(n (n k

it ::(3>

1.4.8 Zerlegung einer natiirlichen Zahl

Auf wie viele verschiedene Arten lisst sich die Zahl m als Summe von n-Zahlen a; > 0 schreiben,
wobei die Reihenfolge zu beachten ist? Es wird also die Anzahl der (ay,as,...,a,) mit a; > 0

und
n
> o=
i=1
gesucht.

Um die Frage zu losen stellt man sich die Zahl m als eine Folge von m Késtchen vor:

Von diesen m + n — 1 Késtchen werden nun n — 1 beliebige Késtchen entfernt, z.B.

H N BN BN
\

HpNRENREN
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Das Ergebnis sind insgesamt m Késtchen die in n Blocke zerlegt sind. Die vorangegangen
Bilder sind ein Beispiel fiir die Zerlegung von m = 6 in n = 4 Zahlen und entspricht der
Zerlegung ay = l,a5 = 1,a3 =2,a4 =2 also6 =1+ 1+2+ 2.

Es sind noch die folgenden Sonderfille zu beachten:

e Werden x nebeneinander liegende Késtchen entfernt, dann entspricht das an entsprechen-
der Stelle x — 1 Blocken der Lénge Null und es miissen in der Zerlegung x — 1 Nullen
eingefiigt. Es sind also z.B. fir m =6 und n =4

([ ] [ []]]

Zerlegungen in 6 =14+0+44+1und 6 =140+ 0+ 5.

e Werden die ersten oder die letzte x-Késtchen entfernt, dann beginnt, bzw. endet die
Zerlegung mit x Nullen, z.B.

entspricht 6 =0+14+3+2und 6 =2+4+4+0+0.

Man sieht, dass unterschiedliche Arten die Késtchen zu entfernen auch unterschiedliche Zerle-
gungen liefern. Aulerdem lésst sich jede Zerlegung von m in dieser Art darstellen. Es gibt also
genau so viele Zerlegungen der Zahl m in eine Summe von n Zahlen a; > 0, wie es Moglichkeiten
gibt aus einer m + n — l-elementigen Menge eine n — 1-elementige Teilmenge zu wéhlen, also

ist die Anzahl
m+n—1
n—1 )

1.4.9 Autokennzeichen

Ein deutsches Autokennzeichen besteht aus einer Kombination von < 3 Buchstaben fiir den
Landkreis oder die Stadt, < 2 weiteren Buchstaben und bis zu einer vierstelligen Zahl, z.B.:

15°LK 280

Es gibt 26™ Kombinationen aus n Buchstaben und somit

(26 + 26° + 26°) - (26 + 26%) - 9999 = 1.28 - 10"

mogliche Kennzeichen (wenn man von einer Assoziation mit dem Namen des Landkreises ab-
sieht).
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1.5 Gleichungen und Ungleichungen

1.5.1 Gleichung

Eine Gleichung ist eine spezielle Aussage der Form
A=B,

wobei A und B arithmetische Ausdriicke sind, die von Variablen abhédngen kénnen. Durch
geeignetes Ersetzen der Variablen durch konkrete Elemente einer Menge nimmt die Gleichung
den Wahrheitswert 'wahr’ oder falsch’ an.

Die Menge der Elemente, die in die Gleichung eingesetzt werden diirfen, nennt man den Defi-
nitionsbereich D der Gleichung. Die Elemente des Definitionsbereichs, die den Wahrheitswert
'wahr’” ergeben nennt man die Losungen L der Gleichung.

Die Gleichung
r? =2

mit dem Definitionsbereich D = R liefert zum Beispiel beim Einsetzen der Zahl x = 1 die
Aussage

12=2.

Die Gleichung nimmt in diesem Fall also den Wahrheitswert 'falsch’ an. Setzt man dagegen
xr = —+/2 oder z = /2 ein, so nimmt die Gleichung den Wahrheitswert 'wahr’ an. Die Werte
—/2 und v/2 sind also Losungen der Gleichung.

Lésst man als Definitionsbereich nur positive reelle Zahlen zu, also D = {z €¢ R : z > 0},
dann besitzt die Gleichung nur die Losung v/2. Besteht der Definitionsbereich lediglich aus
den ganzen Zahlen, also D = 7Z, dann besitzt die Gleichung keine Losung. Die Losungen einer
Gleichung héngen also mafigeblich von ihrem Definitionsbereich ab.

1.5.2 Aquivalenzumformungen

Gleichungen die den selben Definitionsbereich und die selbe Menge von Loésungen be-
sitzen nennt man &quivalent. Solche &quivalenten Gleichungen lassen sich durch so
genannte Aquivalenzumformungen ineinander iiberfithren. Bei Zahlengleichungen sind
Aquivalenzumformungen z.B. das Addieren oder Subtrahieren desselben Terms auf beiden
Seiten der Gleichung. Auch das Multiplizieren oder Dividieren beider Seiten einer Gleichung
mit einem Term (# 0) liefert eine Aquivalenzumformung. Aquivalenzumformungen werden oft
mit einem senkrechten Strich hinter der Gleichung notiert.

Betrachtet man zum Beispiel die Gleichung

r+3=3x—-7
mit dem Definitionsbereich R, dann kann auf beiden Seiten = subtrahiert werden. Man schreibt
dann

r+3 = 32—-7 |-z
— 3 = 2x—7T7
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Im einem néchsten Schritt kann man auf beiden Seiten 7 addieren und danach die Gleichung
auf beiden Seiten mit 1/2 multiplizieren, und man erhalt

r+3 = 3x—-7 |—x

= 3 = 2x—-7 |+7
= 10 = 2z |-1/2
— 5 = T

Die Losung der Gleichung ist also z = 5.

1.5.3 Bruchgleichung

Um Gleichungen zu l6sen in denen Briiche vorkommen, versucht man durch geschicktes Umfor-
men die Bruchterme wegzubekommen. Dazu faktorisiert man zuerst die Nenner um die Defini-
tionsmenge um den Hauptnenner zu bestimmen. Dann multipliziert man die ganze Gleichung
mit dem Hauptnenner und 16st die dabei entstehende Gleichung. Dabei muss man beachten,
dass so eine Multiplikation keine Aquivalenzumformung ist. Also muss man am Ende immer
nachpriifen, ob die erhaltenen Losungen wirklich zur Definitionsmenge der Ausgangsgleichung
gehoren.

Als Beispiel wird die Bruchgleichung

3 2 4

r+2 -2 a2—4

betrachtet.
Mit einer der binomischen Formeln kann man den Nenner auf der rechten Seite in Linearfaktoren

zerlegen:
22— 4= (z—2)(z+2).

Also besteht die Definitionsmenge aus allen reellen Zahlen aufler -2 und 2. Nun multipliziert
man beide Seiten der Gleichung mit den Hauptnenner:

3 2 4
- - Sz —2)(z+2
r+2 x—2 x2—-4 |- (@ )@ +2)

—3(r—-2)—2r+2)=4=z =14

Wie man sieht, liegt das Ergebnis noch im Definitionsbereich und ist damit auch die Losung
der Ausgangsgleichung.

1.5.4 Wurzelgleichung

Das rechnerische Losen von Gleichungen in denen Wurzeln vorkommen ist im Allgemeinen
nicht moglich. In einfachen Féllen kann eine Wurzelgleichung aber durch geeignetes Potenzieren
gelost werden. Dabei muss zunéchst die Wurzel auf einer Seite der Gleichung isoliert werden.
Dann kann die Gleichung potenziert und gelost werden. Bei den Loésungen die man so erhélt
ist aber Vorsicht geboten, da die potenzierte Gleichung in der Regel auch Losungen besitzt die
die urspriingliche Gleichung nicht 1sen. Das Potenzieren ist also keine Aquivalenzumformung.
Es gilt aber, dass jede Losung der urspriinglichen Gleichung auch die potenzierte Gleichung 16st.

Beispielsweise sollen die Losungen der Gleichung

V422 —1==x
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gesucht werden. Isolieren der Wurzel liefert
Vd+a2=x+1.

Durch Quadrieren erhélt man
2 2 2 3
44t =(x+1)*="4+2r+1 <= 20 =3 < T=3.

Setzt man die Losungen in die urspriingliche Gleichung ein, erhélt man

3\ 2 3 25 3 5 3
4+ (2) —1=2 = —1== S_o1=2.
+(2) 2 — V71 5 < 3 9

Die Losung der quadrierten Gleichung 16st also auch die Wurzelgleichung.

Anders ist das bei der Gleichung

Va2 =2,

Da die Wurzel einer Zahl immer positiv ist kann die Gleichung keine Losung haben. Durch
Quadrieren erhélt man aber

=4,

Die quadrierte Form hat also die Losungen z;o = +2. Beide Losungen ergeben aber in die
Wurzelgleichung eingesetzt einen Widerspruch.

1.5.5 Quadratische Gleichung

Eine quadratische Gleichung hat die Form
az® +br +c =0, a # 0.

und wird mit der sogenannten Mitternachtsformel gel6st:

—b+Vb? — 4dac

2a

T12 =

Der Term D = b? — 4ac wird Diskriminante genannt. Am Vorzeichen der Diskriminante kann
die Anzahl der reellen Losungen einer quadratischen Gleichung erkannt werden. Man erhélt fiir

e D > (0 zwei Losungen,
e D = (0 eine Losung,
e D < 0 keine Losung.
Mit Hilfe der Losungen lésst sich die Gleichung als Linearfaktorzerlegung schreiben:

a(x —z1)(x —x9) = 0.
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Beispiel:
Fiir die Gleichung

502 —5x—30=0
erhalt man mit der Mitternachtsformel

54++25+600 544625 5+25 145
10 N 10 10 27

T12 =
also die Losungen

Ll'l:?) .’13'22—2.

Die Linearfaktorzerlegung lautet

5(z —3)(x+2)=0.

1.5.6 Polynomdivision

Zu Polynomen p und ¢ mit m = Grad ¢ < Grad p = n gibt es eindeutig bestimmte Polynome f
und 7 mit
p=fqg+r, Gradf=n—m, Gradr <m.

Diese Zerlegung kann durch Division mit Rest bestimmt werden.
Speziell folgt fiir eine Nullstelle ¢ von p dass p(z) = f(z)(x —t) mit Grad f =n — 1.

Beweis:
Division von p durch q ergibt

an n—m

A= by 2™ 4 - o
an,T" + bma: (bpx™ 4+ -+ ) +pn_1(2)
p(z) q(z)

mit einem Rest p,_1(z) =a), ;2" P +---.

Ist m < n — 1 kann erneut dividiert werden:

Ul pim
Pn-1(x) = b—liﬂ () + pn_a(x).

Die Prozedur bricht ab, wenn der Grad des Restpolynoms kleiner als m ist, d.h. spétestens mit

" = Pn—(n—m+1) -

Durch sukzessives Einsetzen der Produkte folgt

/

_ & n—m n—1 n-1-m L.
flz) = bmx + . x +ee

Ist ¢ Nullstelle von p, so gilt
0=p(t) = fO)E—1t) +r(t) =r(t)

und somit r(x) = 0, da Gradr < 1.
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Beispiel:

Die Polynomdivision kann analog zur schriftlichen Division durchgefiihrt werden. Beispielsweise
erhiilt man fiir p(z) = 92° + 122% 4+ 102% + 422 + 42 + 2 und ¢(z) = 322 + 2z + 1

(92° + 1201 + 102° + 422 + 42 +2) : (322 + 20 + 1) = 32° + 22% + 2 + 2
—(92° + 62t + 32%)
62 + Ta®+ 4a?
—( 62* + 4a®+227)
323+ 227 + 4a
—( 33 +22%°+ x)
3r+2=r(x)

Es ist also

92° + 122" +102° + 42 + 4o + 2 = (32° + 22% + o) (32° + 22 + 1)+ (3x + 2) .
@) — SRS
p{z T q(x r(x

1.5.7 Gleichungen héherer Ordnung
Gleichungen hoherer Ordnung haben die Form
anx™ + ap 12"+ .+ arxt +ap =0, wobeia, #0, n>3.

Es gibt ein einfaches Kriterium zum Auffinden ganzzahliger Losungen. Sind alle Koeffizienten
in der Gleichung ganze Zahlen, so ist jede ganzzahlige Losung ein Teiler von ay. So kann man
oft relativ schnell die erste Losung finden.

Kennt man bereits eine Losung, so kann man mit Hilfe der Polynomdivision eine Gleichung
niedrigeren Grades gewinnen, die man dann durch eine geeignete Methode zu 16sen versucht.

Beispiel:
Fiir die Gleichung

2422 —-3:r—-3=0

kommen als ganzzahlige Losungen
r==1, £3

in Frage.
Fiir z = —1 hat die Gleichung die Form

—1+4+143-3=0,

somit ist mit
T = -1

eine erste Losung gefunden.
Eine Polynomdivision ergibt

(*+2* =30 —-3): (v +1)=2>—-3

und aus 22 — 3 = 0 folgen x93 = ++/3 als weitere Losungen.
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1.5.8 Reelle Ungleichungen

Eine Ungleichung ist eine Aussage der Form
AOB,

wobei [ fiir eine der Relationen <, >, < oder > steht. A und B sind dabei reelle Ausdriicke,
die von Variablen abh&ngen konnen.

Wie bei Gleichungen sind auch fiir Ungleichungen die Begriffe Definitionsbereich und Losungen
definiert. Genauso spricht man von &dquivalenten Ungleichungen, wenn verschiedene Unglei-
chungen den selben Definitionsbereich und die selben Lésungen besitzen.

Auch bei Ungleichungen sind die Addition oder Subtraktion desselben Terms auf beiden Seiten
Aquivalenzumformungen. Das gilt auch fiir das Multiplizieren oder Dividieren beider Seiten
mit dem selben Term > 0. Wegen

a>b < a-c<b-¢c firc<0

muss aber beim Multiplizieren bzw. Dividieren mit negativen Termen die Anordnung gedndert
werden.

1.5.9 Beispiele Reeller Ungleichungen

Die Ungleichung
—2?>2—-2, D=R

kann z.B. folgendermafien umgeformt werden:

—r? > -2 |—(z—-2)
& —rP-z+2 > 0 |-(-1)
& P?+r—-2 < 0
& (z—-1)(z+2) < 0

Graphisch kann man die Losungsmenge als die x-Werte bestimmen, fiir die das Schaubild der
Funktion f(z) = 2% + x — 2 echt unter a-Achse verlduft. Im folgenden Bild ist dieser Bereich
griin gekennzeichnet, die Losungsmenge ist das rot eingezeichnete Intervall (—2,1) der z-Achse
(die Grenzen x = —2 und x = 1 sind keine Elemente der Losungsmenge).
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Zur rechnerischen Losung bestimmt man zunéchst die Nullstellen der linken Seite. Diese
konnen aus der letzten der obigen Ungleichungen direkt als ;1 = —2 und zo = 1 abgele-
sen werden. Durch Einsetzten von x = 0 in die Ungleichung erkennt man, dass x = 0 Ele-
ment der Losungsmenge ist. Es gilt also 22 + 2 — 2 < 0 fiir —2 < 2 < 1 und damit ist
L={reR : -2 < x <1} die Losungsmenge der Ungleichung.

Beispiel:
a) Die Losungen der Ungleichung

T

o <0; zeR\{£1}

sind die z-Werte fiir die der Zahler 0 ist, oder aber fiir den Zédhler und Nenner verschie-
denes Vorzeichen haben. Fiir die graphische Losung zeichnet man z.B. die Zahlerfunktion
Z(z) = x und die Nennerfunktion N(x) = z? — 1 separat ein.

Die roten Bereiche zeigen die Losungsmenge L = (—oo, —1) U [0, 1) der Ungleichnung.

Rechnerisch ergibt sich: Wegen = # 41 kann man beide Seiten der Ungleichung mit
2% — 1 multiplizieren. Es miissen dann zwei Fille unterschieden werden:

Fall 1: Ist 22 — 1 > 0, dann gilt 22 > 1 also 2 > 1 oder 2 < —1. Die Ungleichung wird zu

X

2 —1
= x

0 [-(z*—1)
0

IA A

Mit den Bedingungen aus 22 —1 > 0 folgt dann, dass alle x < —1 die Ungleichung erfiillen.

% http://www.mathematik-online.org/ 41



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Fall 2: Ist 22 — 1 < 0, dann gilt 22 < 1 also —1 < 2 < 1. Die Ungleichung wird dann zu

X

2 —1
= €T

0 [-(z*=1)
0

(AVARVAN

Mit der Bedingungen —1 < z < 1 folgt dann, dass alle z € [0,—1) die Ungleichung
erfiillen. Insgesamt ergibt sich also auch rechnerisch L = (—oo, —1) U [0, 1).

b) Ein einfaches Beispiel fiir eine Ungleichung die keine Losung besitzt ist
224+1<0 creR

Bei der linken Seite der Ungleichung handelt es sich um eine Normalparabel, die um 1
nach oben verschoben ist. Das Schaubild von f(z) = 2 + 1 verlduft strikt oberhalb der
x-Achse. Die Losungsmenge ist also die leere Menge, d.h L = 0.

1.5.10 Beispiele von Betragsungleichungen

Beim Losen von Betrags(un)gleichungen sind in der Regel Fallunterscheidungen notwendig.
Dabei miissen die Félle, dass das Argument grofler oder gleich Null, bzw. kleiner Null ist
separat betrachtet werden. Die Betragsungleichung

—lz|<z—-2; x€eR
kann rechnerisch folgendermaflen gelost werden:

Fall 1: Ist x > 0 dann lautet die Ungleichung

—lz| < x—2
<— -z < -2
= 2r < =2
<~ > 1

d.h. im ersten Fall (z > 0) ergibt sich also L; = {x € R : = > 1} als Losungsmenge.

Fall 2: Ist x < 0 dann lautet die Ungleichung

—lz < x-2
= —(—x) < -2
= T < -2
— 0 < 2.

Die letzte Ungleichung ist immer falsch. Im zweiten Fall (x < 0) gibt es also keine Losung, d.h.
Ly = 0.

Insgesamt erhilt man also als Losungsmenge fiir die Ungleichung
L=Li={xz€R : z2>1}=[1,00).

Diese Losung kann auch graphisch bestimmt werden. Setzt man die linke Seite f(z) = —|z|
und die rechte Seite g(x) = x — 2, dann erhélt man die Schaubilder
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...............................................................................

Das rot eingezeichnete Intervall [1, 00) ist der Bereich in dem die (griine) linke Seite f(z) = —|z|
kleiner oder gleich der (blauen) rechten Seite g(x) = x — 2 ist. Das rote Intervall [1,00) be-
schreibt also die Losung der Ungleichung f(x) < g(z).

Beispiel:

Die Betragsungleichung
222 — 3| <w+1.

wird zunéchst graphisch gelost.

Die grau gestrichelte Kurve zeigt den Bereich von 2z% — 3, der unterhalb der z-Achse verliuft.
Durch das bilden des Betrags wird dieser negative Teil nach oben gespiegelt. Die griine Kurve

% http://www.mathematik-online.org/ 43



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

zeigt also die linke Seite [22% — 3| der Ungleichung. Die blaue Kurve zeigt das Schaubild der
rechten Seite x + 1. Losungen der Ungleichung sind alle z-Werte in denen die griine Kurve
unterhalb der blauen verlduft, sowie die z-Werte fiir die sich die Schaubilder schneiden. Das
Losungsintervall ist rot eingezeichnet.

Fiir die rechnerische Losung unterscheidet man zwei Félle.

Fall 1: 222 — 3 > 0. Dann folgt

222 -3 < z+1
— 22-3 < z+1
= Wwr-z-4 < 0

Die Nullstellen der linken Seite, d.h. die z-Werte fiir die 222 — 3 = z + 1 ist, sind

1-+/33 1+ /33
4

T = —1 ~—119 und x,= ~ 1.69.

Die Losungen der Ungleichung im Fall 1 sind also die z-Werte mit z; < z < o fiir die
gleichzeitig noch 222 — 3 > 0 gilt. Die Nullstellen von 222 — 3 sind

r3=—/3/2 ~—122 und z4=+/3/2 ~1.22.

Damit ist 222 — 3 > 0 wenn o < x5 oder x > x4 gilt. Wegen
T3 < T < Ty < To

ist das Intervall L; = [x4, 23] die Losungsmenge im Fall 1.

T2 T
Fall 2: 222 — 3 < 0. Dann folgt
222 =3 < z+1

— —(222-3) < z+1

= —?-z+2 < 0
Die Nullstellen der linken Seite sind

-1 —+/17 -1+ 17
5= ——— ~ —1.28 und zg= vl ~ 0.78.

4 4

44 % http://www.mathematik-online.org/



1.5. GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN

Die Losungen im zweiten Fall sind also die z-Werte mit x < x5 oder x > x4 fiir die gleichzeitig
202 — 3 <0, d.h. =222 + 3 > 0 gilt. Dies ist fiir

T3 =—/3/2 < & < \/3/2=u14

der Fall. Die Losungsmenge im zweiten Fall ist also durch das Intervall Ly = [z, x4) beschrieben.

Insgesamt ergibt sich als Losungsmenge fiir die Ungleichung

—1+V17 1++/33

L =L1U Ly = [v4,22] U [6, 24) = [w6, 22| = 4 4

1.5.11 Lineare Ungleichung in zwei Variablen

Es wird die Ungleichung

204+ 3y <0

in den beiden Variablen z,y € R betrachtet. Die Losungsmenge kann als Teilmenge der z-
y-Ebene angesehen werden. Lost man die Ungleichung nach der Variablen y auf, dann erhélt
man

y<—2/3x.
Die Losungen der Ungleichung sind also alle Punkte (x,y) der x-y-Ebene die auf oder unterhalb

der Geraden f(x) = —2/3x liegen. In der folgenden Abbildung ist die Losungsmenge grau
eingezeichnet.
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...............................................................................

................................................................................

.................................................................................

1.5.12 Lineares Ungleichungssystem in zwei Variablen

Die Losungsmenge eines Systems von Ungleichungen wie z.B.

2r+3y < 0 y < —iz
> .
—r+2y > 2 y > 5(r+2)

erhélt man, indem man die Losungsmengen der einzelnen Ungleichungen schneidet. In der
Abbildung ist die Lésung des Systems durch das dunkle Gebiet gekennzeichnet:
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1.5.13 Nichtlineares Ungleichungssystem in zwei Variablen
Das folgenden Ungleichnungssystem ist ein Beispiel fiir ein nichtlineares System:
vyt < 4 ? +y? < 4
<~
2ty > 1 y > 34 r+1

Die erste Zeile beschreibt Rand und Inneres eines Kreises mit Radius 2 um den Ursprung. Die
zweite Zeile beschreibt den Bereich iiber einer kubischen Parabel. Graphisch ermittelt man als
Losung das folgende (dunkel eingefiirbte) Gebiet.

Eine rechnerische Losung ist hier nicht mehr ohne Weiteres moglich.

1.6 Komplexe Zahlen

1.6.1 Komplexe Zahlen

Um auch Wurzeln aus negativen Zahlen bilden zu kénnen, fithrt man eine imaginére Einheit i

als eine der Losungen von
i?=-1

ein und bezeichnet
C={z=z+1iy, =,y€ R},

als Menge der komplexen Zahlen. Dabei werden = und y Real- bzw. Imaginirteil genannt:
r=Rez, y=Imz,

insbesondere ist R = {z € C: Im(z) = 0}.
Die komplexen Zahlen bilden einen Koérper. Definiert man Addition und Multiplikation geméf

21+ 20 = x+a+i(yr +y2)

22 = 11T — Yiye +i(@1y2 + T21n)

so gelten die iiblichen Rechenregeln.
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1.6.2 Komplexe Konjugation
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy definiert man die konjugiert komplexe Zahl
Z=x—1y.

Geometrisch bedeutet die komplexe Konjugation eine Spiegelung an der z-Achse: (z,y) —

('Ia _y)
Die komplexe Konjugation ist mit den arithmetischen Operationen vertraglich:

21029 = 210 29

fir o =+, — %, /.

1.6.3 Betrag komplexer Zahlen

Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy ist als

2| = V22 +y? =2z

definiert. Fiir z € R ist diese Definition konsistent mit der Definition der Betragsfunktion fiir
reelle Zahlen und besitzt analoge Eigenschaften.

e Positivitat:
2| >0, |2|=0<=2=0

e Multiplikativitét:
|z120] = |2a] |z2],  |21/22] = |21l/lze, 22 # 0

e Dreiecksungleichung:
|lz1] = [22l| < |21 + 20| <[] + |22

Beweis:

Die Positivitat der Betragsfunktion ist offensichtlich und die Multiplikativitdat 148t sich mit
Hilfe der Definition leicht nachrechnen.

Zum Beweis der Dreiecksungleichung quadriert man die Ungleichungskette und erh&lt nach
Subtraktion von |z1]? + |22

—2|Zl||22| S 2129 + Z129 S 2|Zl||ZQ| .
Diese Ungleichungen sind &quivalent zu
Re(z122) < [21]]22]

bzw. zu

172 + Y1y < \/ﬁ +yf\/x§ + 3.
Erneutes Quadrieren fithrt schliefilich auf die Ungleichung

201 T9y1 Y2 < T1Ys + 3Y5

welche aufgrund der Nichtnegativitit von (z1y2 — xoy;)? richtig ist.
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1.6.4 Formel von Euler-Moivre

Die Exponentialfunktion mit imagindrem Argument lédsst sich mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen ausdriicken:
cost +isint = exp(it)

fiir t € R. Der Kosinus und der Sinus entsprechen also dem Real- und Imaginérteil komplexer
Zahlen mit Betrag 1 (] exp(it)| = 1).
Invertiert man die obige Formel, so folgt

cost = Re et =
sint = Im e =

Die Identitédten zwischen exp, cos und sin gehen auf Euler and Moivre zuriick. Sie bilden die
Grundlage fiir die geometrische Interpretation komplexer Zahlen und spielen in der Fourier-
Analysis eine wichtige Rolle.

1.6.5 Gauflsche Zahlenebene

Komplexe Zahlen z = x + iy lassen sich mit den Punkten der Ebene identifizieren. Der Betrag
entspricht dem Abstand vom Ursprung, Real- und Imaginérteil sind die Projektionen auf die
reelle bzw. imagindre Achse, und die konjugiert komplexe Zahl ergibt sich durch Spiegelung an
der reellen Achse.

Im(z) If(z)
A T z=x+iy z=rel¥

1
| r
|
Y

2 |
|
| v
—» >
| Re(z) —¥ Re(z)
:
|
|
|
|
:
|

,,,,,,,,,,, P '
E:,I—ly E:refup

In Polarkoordinaten erhélt man aus der Formel von Euler-Moivre die Darstellung
z =r(cosp+isinp) = rexp(ip)

mit r = |z|. Der Winkel ¢ ist nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt und wird als Argument
von z bezeichnet:

o = arg(2).
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Als Standardbereich (Hauptwert) wird das Intervall (—m, 7] vereinbart.
Es gilt

. ~ Im(z)

e Re(z)’
Das Argument arg(z) kann also mit Hilfe der Arcustangens-Funktion aus dem Quotienten y/x
bestimmt werden. Dabei ist der richtige Zweig zu wahlen, d. h., falls Re(z) < 0 mufl 7 oder —7
zum Wert der Umkehrfunktion addiert werden.

Die Polardarstellung einiger komplexer Zahlen ist in der folgenden Tabelle angegeben.

1| 4+ | 1+i]|+V3+i]|1++/3i

1 1 V2 2 2
0| m |£7/2 | £n/4| £7/6 | £7/3

3|

Beispiel:

Um z = 1 + /3 in Polarform umzuwandeln bildet man

2 = V12 + V3 =2, arctan(V3) = /3.

Da Re z > 0, stimmt dieser Winkel mit arg z iiberein, und man erhélt

z = 2exp(in/3)
= 2(cos(m/3) +isin(7/3))

1.3
= 2(5—1-17).

|z = V2, arctan(—1) = —7/4.

Fir 2z = —1+1ist

Da in diesem Fall Re z < 0 ist, unterscheidet sich das Argument von z um +7m. Der Hauptwert
ist

argz = —mw/4+m=3n/4
und es folgt

2 =V2exp(i(3m/4)) .
Aus der Formel von Euler-Moivre erhilt man
2exp(ir/6) = 2(cos(w/6) + isin(7/6))
V3 +i.

1.6.6 Multiplikation komplexer Zahlen

Das Produkt z;29 zweier komplexer Zahlen

2k = Tg + iy = 7 exp(ipr)

ist
(w172 — y1y2) + (21y2 + 2oy1)i = riroexp(i(er + 2)) .
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Geometrisch entspricht die Multiplikation mit einer komplexen Zahl z = re¥ einer Streckung
um den Faktor r und einer Drehung um den Winkel ¢.

Beispiel:

Das Produkt von 1 +i = v/2exp(ir/4) und v/3 + 3i = 2¢/3exp(ir/3) erhilt man durch Aus-
multiplizieren der Standardform als

(+0)(V3+3) =v3 -3+ (V3+3)i
und in der Polarform als
V2exp(in/4) - 2v/3exp(in/3) = 2v/6 exp(Tir /12) .

Fiir

2 =3+ V3i = 2V3exp(in/6)
ist

2% =64 6v/3i = 12 exp(in/3) .

Wie die Beispiele zeigen, ist die Multiplikation in Polarform im allgemeinen einfacher. Dies
trifft insbesondere fiir die Bildung von Potenzen zu.

1.6.7 Division komplexer Zahlen

Der Quotient z; /2o zweier komplexer Zahlen

2, = X + iy = 1 exp(ivy)

" T1%o + Y1¥Ye | Toly — X1y, T .
A grg | noriame)
Speziell ist
1 1. 1 , r vy,
;e =gt

Der Kehrwert einer komplexen Zahl 18t sich durch Spiegelung am Einheitskreis C' konstruieren,
wie in der Abbildung veranschaulicht ist.
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Die komplex konjugierte Zahl w = Z ist der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks aus den
Tangenten an C' durch den Punkt z und den rechtwinklig schneidenden Radii. Die Zahl z erhalt
man dann durch Spiegelung an der reellen Achse.

Beweis:

Mit zp = xp, + iyp = r exp(i@y) gilt fiir den Quotient zweier komplexer Zahlen:

2 ;i (@4 iy) (@2 — i)

zo Totiyy (@24 iye)(me — iyo)
_ (mim2 + yiye) + (way1 — i)l
N 3+ Y3

bzw.
2 exp(ip1) 71

i = —exp(ipr — ips) .
2o roexp(ips) 7o

Insbesondere erhalt man

L r T —1y
z  w+iy  (z+iy)(r —iy)
zZ Z
_ =2 _ 1 exp(-ig)

Die geometrische Konstruktion basiert auf dem Theorem von Pythagoras. Daraus folgt
wl |2] =12,

d.h. w hat den korrekten Betrag. Spiegelung an der reellen Achse dndert dann das Vorzeichen
des Arguments, so dass

argw = arg(1/z)

wie behauptet.
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Beispiel:
Um
(1 ++/3i) + 2exp(—ir/6)
exp(ir/2)(1 —1)
zu berechnen, bildet man die Summe im Zahler mit der Standardform,

(1+\/§i)+2<\/7§—%'> = (14+V3) + (V3 - 1),

und das Produkt im Nenner mit der Polarform,
exp(im/2) - V2 exp(—in/4) = V2exp(in/4) = 1 + 1.
Damit ist der Quotient

(14 V3) + (VB-Di(1—i) _ 2V3-2i
2

eI = 2exp(—in/6),

und die Umwandlung in Standardform ergibt

2(cos(m/6) — isin(r/6)) = V3 —i.

Beispiel:

Fiir die Analyse linearer Wechselstromnetzwerke ist die komplexe Schreibweise vorteilhaft.
Schreibt man fiir die Spannung und Stromstérke

U(t) = Upe@tH9) - I(t) = Ioel@Hv)

so ist der komplexe Widerstand

Z=U)/1(t)

zeitunabhéngig. Fiir die Grundelemente

Widerstand R Spule L Kondensator C'
— -
|
Z =R Z =iwL Z = (iwC)™!

addieren sich die komplexen Widerstédnde bei Serienschaltung:
desamt = Zl + ZQ

und ihre Kehrwerte bei Parallelschaltung:

1 11 AV

Zgesamt 21 * Ly gesamt Z1+ 2y

Man bezeichnet Re Z als Wirkwiderstand, Im Z als Blindwiderstand und |Z| als Scheinwider-
stand oder Impedanz.
Beispielsweise betragt fiir den Schaltkreis
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wL = 10012

(wC)™t =200 R = 30092

der Gesamtwiderstand

R(iwC)™t . 3009(—200iQ2)
———— = 100iQ2
R+ (wo) 1t U 3000 — 20010

Z gesamt = L + ~ (92.31 — 38.461)Q).

Bei einer Wechselspannung von Usgeriiv = 220V fliefit dabei ein Effektivstrom von

Ueffektiv o 220V

Lofortiv = = = 2.2A.
flekt |Z] 1002
1.6.8 Einheitswurzeln
Die Gleichung
2t =1
hat in C genau n Losungen
2 =wF, w, =exp(2ri/n), k=0,...,n—1,
die als Einheitswurzeln bezeichnet werden.
Im z

Wie in der Abbildung veranschaulicht ist, bilden die Einheitswurzeln ein dem Einheitskreis
einbeschriebenes regelméfBiges n-Eck.
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Beispiel:

Fiir die Berechnung der kubischen Einheitswurzel erhélt man aus der allgemeinen Formel

2mik
2k = exp 7;1 k=0,1,2,
d.h.

zo = exp0=1

2mi 2 2 1 3
z2 = expgzcosg—l—ising:—é—kii

4mri dm AT IERVE]
Zy = eXp— =C0S— +isin— = —— —i—.
2 P73 3 3 2

Die Wurzel 23 ist mehrdeutig, es existieren 3 verschiedene Werte.
Analog bestimmt man die quartischen Einheitswurzeln 1,1, —1, —i.

1.6.9 Potenzen

Um Potenzen komplexer Zahlen zu bilden, verwendet man am geeignetsten die Polarform z =

re'?. Fir m € Z ist

2" =rte™?

Die gleiche Formel bleibt auch fiir rationale Exponenten m = p/q € Q richtig, allerdings ist
das Ergebnis aufgrund der Mehrdeutigkeit der n-ten Einheitswurzel nicht eindeutig. Da die
Gleichung w? = 1 die ¢ Losungen

w:wf;p, w, =exp (2ri/q), k=0,...,q—1
besitzt, erhdlt man entsprechend
rP/%exp (ipp/q)wh?, k=0,....q—1

als mogliche Werte fiir 27/9.

Beispiel:

Um die Potenz
z=(=1+i)*?

zu berechnen, wandelt man in Polarform um und erhélt

. 2/3 .
(\@exp (%)) = \3/5exp (%T) w%k, k=0,1,2,
mit ws = exp(27i/3). Die moglichen Werte sind also:
21 :\3/5 1 )
4ri 3 i
2 =v/2iexp <§) =2 <£ - l) )

2 2
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Dies kann durch eine Probe bestétigt werden. Beispielsweise ist

Ari\\°
zg’:(\?/éiexp<?)) = —21,

was mit (—1 +1)? iibereinstimmt.

Beispiel:

Fiir irrationale und imagindre Exponenten erhdlt man im Allgemeinen unendlich viele
Losungen, wie die folgenden Beispiele zeigen:

e unendlich viele Losungen auf dem Einheitskreis:

i" = exp((n/2 +27k)i)"
= exp ((7/2 + 2nk)ni), kel

e unendlich viele Losungen auf einer Halbgeraden:

i

m = exp(Inw+ 27ki)' = exp(iln7 — 27k)
= exp(—27k)exp(ilnn), kelZ

e unendlich viele Losungen auf der positiven reellen Achse:

i = exp((n/2 + 27k)i)!
= exp(—m/2 — 27k), kelZ

1.7 Aufgaben und Test

1.7.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (Online-Nummer 953):
Uberpriifen Sie sowohl durch Umformung, als auch mit Hilfe einer Wahrheitswerttabelle, ob die
Ausdriicke

e (AVB)= ((mAV B)A (A= —A))
e (A= (B=0C)) & ((AANB)=C)
Tautologien sind.

Aufgabe 2 (Online-Nummer 954):
Die Platzhalter {, [J stehen jeweils fiir eine der logischen Operatoren aus der Menge {A, V, =}.
In welchen Fillen gilt dann

AG(BOC) & (AOB)O(ASC) ?
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Aufgabe 3 (Online-Nummer 25):
Vereinfachen Sie die folgende Schaltung:

A
B— ‘ T

Aufgabe 4 (Online-Nummer 950):

Gegeben sind die Mengen A, B # (), eine Abbildung f : A — B sowie die Teilmengen U,V C
A und X,Y C B. Zeigen bzw. widerlegen Sie mit Hilfe eines geeigneten Gegenbeispiels die
folgenden Beziehungen:

a) f(UUV)=[fU)UfV) b) f(UNV)=fU)NfV)
c) [TXUY)=fTX)ufH(Y) d) fAHXNY)=fHX)NfHY)
Aufgabe 5 (Online-Nummer 33):

Driicken Sie die folgenden Aussagen iiber eine Abbildung f : R — R in formaler Schreibweise
aus:

a) f ist nicht surjektiv b) f ist nicht injektiv
c) f ist nicht bijektiv d) f ist weder surjektiv noch injektiv

Aufgabe 6 (Online-Nummer 1):
Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion fiir n € N:

5 n’(n+1) 1 _on
a) ;k T g b) ;k(kﬂ)_nﬂ

Aufgabe 7 (Online-Nummer 957):
Beweisen Sie mit Hilfe vollsténdiger Induktion fiir n € N:

a) a, = n®+ 5n ist durch 6 teilbar.

2 3
b) by, = g + % + % ist eine natiirliche Zahl,

Aufgabe 8 (Online-Nummer 307):
Auf einer Party treffen sich 25 Personen. Wie viele Hinde werden geschiittelt, wenn jeder Gast
jedem anderen die Hand gibt.
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Aufgabe 9 (Online-Nummer 186):
Beweisen Sie:

a)z(erk) (m+:+1) b)zn:<n+ll;:—£)

(=1

n+k
k+1

Stellen Sie die Ergebnisse im Pascalschen Dreieck dar.

Aufgabe 10 (Online-Nummer 182):
Wie viele Moglichkeiten gibt es, beim Pokerspiel mit 32 Karten (8 Werte in 4 Farben) ein
Full-House (drei gleiche Werte und zwei gleiche Werte) zu erhalten?

Wie viele Moglichkeiten gibt es dafiir, dass sich das abgebildete Blatt durch Tausch von zwei
Karten auf einen Poker (vier gleiche Werte) verbessert?

Aufgabe 11 (Online-Nummer 5):

Geben Sie fiir folgende komplexe Zahlen eine Darstellung der Form a 4+ ib mit a,b € R an:

2—1i V3 4+ 2v/2i (2 +1)(3 — 2i)(1 + 2i)
: b) z= c) = :

1+i V3-V2i (1—i)2

d) z:(1—21)4 e) T f) Z:[Z(Cos—+1s1n12)]

[4(cos T + isin %)}

a) z=

Aufgabe 12 (Online-Nummer 7):
Bestimmen Sie folgende Teilmengen von C und skizzieren Sie diese in der Gauflschen Zahlene-
bene:

a) {zeC||z—1i <2} b) {z€C|Re(z) -Im(z) > 1}
c) {zeClz+z—-2<-i(z—2)<z+4+Zz+2} d) {zeC\{0}|Re(%)>1}
e) {zeC|lz<arg(2)} f) {zeCllz[ <]z +3[}

g) {:€C|1<|z—i/<2A|arg(z) — 5| <5}

1.7.2 Test

(Online-Test Nummer 95 enthélt Aufgaben mit Varianten)
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Aufgabe 1:
Ermitteln Sie den Wahrheitswert des logischen Ausdrucks

D: (A= B)A(—-CV A)
in Abhéngigkeit von den Wahrheitswerten der Aussagen A, B, C.

Antwort:
A w w w w f f f f
B W W f f w W f f
C W f W f W f W f
128 N e e ) ] | |

Geben Sie jeweils entweder 'w’ oder 'f” an.

Aufgabe 2:

Gegeben seien die Mengen A ={1,2,3,4,5} und B = {4,5,6,7}.

Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen zutreffen (J fiir ,ja“, N fiir ,nein“ ).
| |AUB[ANB| A\B | P(4) |

5 ist Element von | || ] | ] | 1] |

{2,3} ist Teilmenge von || | RE Ri |1 |
{1,4} ist Element von | RE RE | 1] |

Aufgabe 3:
Wie viele Relationen gibt es zwischen zwei jeweils dreielementigen Mengen A und B? Wie viele
davon sind Abbildungen und wie viele der Abbildungen sind surjektiv?

Antwort:
Relationen gesamt: [ ]

Abbildungen: [ ]
surjektive Abbildungen: [ ]

Aufgabe 4:
Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen f : R — R surjektiv, injektiv oder bijektiv sind:
1
a) f@)=zsmz  b) f@=ep(-a’+1) o f@)=rhm

Antwort:
f ist surjektiv. keine Angabe () wahr () falsch O
a) f ist injektiv. keine Angabe () wahr () falsch O
f ist bijektiv. keine Angabe () wahr () falsch O

f ist surjektiv.  keine Angabe () wahr O falsch O
b)  fist injektiv.  keine Angabe (O wahr O falsch O
f ist bijektiv. keine Angabe () wahr () falsch O

f ist surjektiv.  keine Angabe () wahr O falsch O
c)  fistinjektiv.  keine Angabe O wahr O falsch O
f ist bijektiv. keine Angabe () wahr (O falsch O
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Aufgabe 5:
Wie viele 5-stellige Zahlen gibt es mit

a) 5 verschiedenen Ziffern,

b) genau 2 ungeraden Ziffern?

Antwort: Anzahl der Zahlen:

a)[___|
b)[ ]

Aufgabe 6:
Wie viele Moglichkeiten gibt es, 9 Personen in 3 Dreiergruppen einzuteilen?

Antwort: [ |

Wie viele sind es, wenn zwei bestimmte Personen nicht in der gleichen Gruppe sein diirfen?

Antwort: [ |

Aufgabe T7:
Skizzieren Sie die Menge

M={zeC||z* <2 A Im(z*) <0}

in der Gaufischen Zahlenebene.
Welche Skizze entspricht der Menge M?

Skizze 1 O Skizze 2 O
Im(z) Im(z)
5 A oA
—
/ - Re(z > Re(z
3 0 ] e = n s
| T
-2 -2
Skizze 3 O Skizze 4 O
Im(z) Im(z)
5 A Ny
- Re(z > Re(z
-3 0 3 (=) 3 0 ; ()
-2 -2
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ST . 1 )8
Bestimmen Sie Realteil und Imaginarteil von z; = (eli)j und von zy = —1+ (Ll)
i
Resn = [] Imz = [
Rezo = [ ] Imzm= [
(Auf vier Dezimalstellen runden.)
Aufgabe 8:
Sind die angegebenen Aussagen fiir alle z, 21, 25, 23 € C giiltig?
Aussage Ja | Nein
|2]* = 2° O O
VARN Z_Q = Z_l ) O O
|21 - 22 | = [21 - 2o O O
liz| = || O O
(L =1)z| = |2] + liz] O| O
|21 + 22 + 23] < 21| + [22] + 23] O] O
|21 = 22| < |21] = |22 Ol O
21+ 22| > [[21] = [2]] Ol O
Re » = = "g : ol o
Im z = - ; O O
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Kapitel 2

Analysis

2.1 Folgen

2.1.1 Folge

Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung a : Ny — M, die jeder Zahl n € Ny ein
Element a,, zuordnet.
Man schreibt (ag, a1, as, ...), (an)nen, oder einfach (a,).

2.1.2 Supremum und Infimum
Eine Teilmenge M von R ist nach oben beschrinkt, wenn eine Schranke b existiert, so dass
r<b VreM.

Man nennt b € R ein Maximum von M (b = max M), wenn b eine obere Schranke von M und
be M ist.

Man bezeichnet b als Supremum von M, (b = sup M) wenn b die kleinste obere Schranke ist.
Dabei muss b selbst nicht in M enthalten sein.

Analog definiert man eine untere Schranke, das Minimum (min M) und das Infimum (inf M)
von M.

Das sogenannte Vollstandigkeitsaxiom reller Zahlen besagt, dass jede nach oben (unten) be-
schriankte nicht-leere Teilmenge von R ein Supremum (Infimum) in R hat.

Beispiel:

Sei M = (0,1) ={z:2 €R, 0 <z < 1}. Dann hat M kein Maximum, denn falls x € M ist,

. . . r+1
so existiert ein y > x in M, z. B. y = .

Das heifit auch, dass jede obere Schranke von M grofler oder gleich 1 ist. Wegen x < 1 fiir alle
r e M ist supM = 1.

Weitgrhin hat M kein Minimum, denn falls x € M ist, so existiert ein y € M mit y < x , z. B.
Y= 9

Dies zeigt auch, dass jede untere Schranke von M kleiner oder gleich Null ist und damit inf M
= 0 sein muss.
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2.1.3 Grenzwert einer Folge

Eine Folge

(a,) = ay,az, ...

konvergiert gegen einen Grenzwert a,

a = lim a,,

n—o0
wenn es zu jedem € > 0 ein n. gibt mit
la, —al <e
fiir alle n > n,.
.CLl .CL5
I
a—+e¢e as :
: e 13
1 e 15 o ®
aft----—-—-—-————-—-—————-—-——-~—- e e
! o
I
\ ed14
a — & e OIT
oa’4 !
I
a2 j
I
I
1
12 Ne n’

Man benutzt ebenfalls die Schreibweise a,, — a fiir eine konvergente Folge. Besitzt (a,,) keinen
Grenzwert, so bezeichnet man die Folge als divergent.

Beispiel:

Um das Konvergenz-Kriterium
la, —al < e firn > n.

nachzuweisen, kann man zunéchst den Ausdruck |a, — a| durch Abschédtzung nach oben
vereinfachen und dann die so gewonnene Ungleichung nach n auflsen.

Wendet man dies beispielsweise fiir die Folge

_n2+n
n2+1’

anp =

die den Grenzwert a = 1 besitzt, an, ist eine mogliche Abschétzung

n?+n n—1 n
|a, — a| = 2 T T 52 = 02 ’
n?+1 n®+1 n*+1
1
da [n — 1| < n fiir alle n > 0. Ausserdem ist n? +1 > n? und damit auch T < —. Also
n n

folgt daraus

1
jan —a] < —— < = = =
n?+1 " n%2 n
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1 1 1
Damit — < ¢ ist, muss n > — sein. Wahlt man nun n. als eine natiirliche Zahl grofler als —,
€

£
dann giﬁ: fiir alle ¢ > 0 und alle n > n,

1
la, —al < — < e.
n

Beispiel:

Die Folge
17 Q7 q27 A

besitzt fiir |¢| < 1 den Grenzwert 0 und divergiert fiir |¢| > 1 oder ¢ = —1.

2.1.4 Monotone Konvergenz

Eine Folge (a,) heifit monoton wachsend bzw. monoton fallend, wenn a,, 1 > a, bzw. a,+1 < a,
fiir alle n. Sie heifit streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend, wenn a,,; > a,
bzw. a,1 < a, fir alle n.

Schranke ----------—----- -~

Supremum —a

y
N

Eine beschréinkte, fiir n > ny monoton wachsende oder fallende Folge (a,,) ist konvergent. Der
Grenzwert ist das Supremum bzw. Infimum der Folgenelemente a,,, n > ng.

Beweis:

Fiir eine monoton wachsende Folge folgt mit der Definition des Supremums, dass fiir alle ¢ > 0
ein n. existiert.

a—¢e<a, <a=supa,
n>ngo

Aufgrund der Monotonie ist

a—¢<a, <a, <a,firn>n.,

also a,, — a.
Fiir monoton fallende Folgen argumentiert man analog.
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Beispiel:

Die Konvergenz der Folge
a,=(1+1/n)", n=0,1,..,

gegen die Eulersche Zahl e kann mit dem Satz {iber monotone Konvergenz gezeigt werden.
Beide Voraussetzungen konnen mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes bewiesen werden.

(i) Beschranktheit: Aus
n n\ 1 n\ 1 n\ 1
a, = (1+1/n) —1+<1)E+(2)ﬁ+<3)$+...

1-2...k - 1.2...92

und

folgt

1 1
n<14+14+-4+-+4+..<3
an < 1+ +2+4—|- <

(ii) Monotonie: Man berechnet a,; ebenfalls mit dem binomischen Lehrsatz:

" gy n+1 1 L n+1 1 L n+1 1 .
e 1 Jn+1 2 ) (n+1)? 3 J(n+1)3

Vergleicht man mit der Darstellung von a,, in (i), so stellt man fest, dass die entsprechenden
Terme grofier sind:

(n)l nn—1)---(n—k+1) 1 - m+1)-n---(n—k+2) 1

L)k 1-9.. & nko = 1.2k (n+1)k

- (")

n—j<n—|—1—j
n = n+l

Dies folgt aus der Ungleichung

fiir die einzelnen Faktoren. Da die Summe fiir a,,; noch den Term - enthélt folgt

1
(n+ 1)nt

Ay < Ap41-

2.1.5 Rechenregeln fiir Grenzwerte bei Folgen

Fiir konvergente Folgen (a,) und (b,) mit Grenzwerten a und b gilt:

e lim (a,+0b,)=axb

n—oo

o nh_>nolo (anby,) = ab

e lim (a,/b,) = a/b, falls b # 0

n—o0
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Beweis:

Summe und Differenz: Aus der Dreiecksungleichung folgt
|(an £b,) — (a £b)| < |a, —a| +1|b, —b] — 0.
Produkt: Da a,, beschrankt ist, folgt
\anb, — abl = |anb, — anb + a,b — ab| < |ay||b, — b + |b||a, — a] — 0.

10| 10|
ng( 2,b+2 5 b,,

Quotient: Fiir n > ng ist

und es folgt

b— b,
bb,,

d.h. 1/b, — 1/b. Die Konvergenz von a, /b, folgt nun aus der bereits bewiesenen Regel fiir

Produkte konvergenter Folgen.

< const |b, — b] = 0,

Beispiel:

Sind die Folgenelemente rationale Funktionen von n, a, = %, so lasst sich der Grenzwert

nach Kiirzen durch die héchste Potenz ermitteln. Beispielsweise ist

n — 2n? . 1/n-2 2

lim = lim =——.
Allgemein gilt fiir Zéahler-Grad j und Nenner-Grad &

lim

pind + - po _{ 0, firj<k
n—oo @ik + -+ - qo

bi fir j = k.

qr’

Fiir 5 > k divergiert die Folge.

Beispiel:

Mit Hilfe der bekannten Grenzwerte

) 1\" . 1\" 1
lm (1+—| =e, lim(1—-—| =-
n—00 n n—o0 n (&

2 _1)n 2 _1\" 1\" _1\"
lim u = lim n = lim r n
n—00 n2n n—00 n2 n—00 n

folgt

Man beriicksichtige, dafl

\" "
lim (1+—> #(lim (1+—)) =1,
n—00 n n—00 n

da die Anzahl der Faktoren des Produktes nicht konstant sind.
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2.1.6 Cauchy-Kriterium

Eine Folge (a,) konvergiert genau dann, wenn fiir alle £ > 0 ein n. existiert, so dass

la; —ay| < ¢

fiir alle j, k > ne..
Mit Hilfe dieses auf Cauchy zuriickgehende Kriteriums ist der Nachweis der Konvergenz ohne
Kenntnis des Grenzwertes moglich.

Beweis:

Die Notwendigkeit des Cauchy-Kriteriums folgt aus der Definition des Grenzwerts:

a=lima, < |a, —a| <e fiir m >m.

Setzt man n. = mgs, so gilt

laj —ap| <l|aj —a|+]a—ay| <e/24+¢c/2=¢

fiir j, k > n., wie behauptet.
Dass die Bedingung auch hinreichend ist, ist schwieriger zu zeigen, und beruht auf der
Vollstandigkeit der reellen Zahlen.

Beispiel:

Bei rekursiv definierten Folgen (a,) la8it sich das Cauchy-Kriterium oft durch Nachweis der
Abschéatzung
|nt1 — an| < cg"

mit ¢ € [0, 1) verifizieren. Diese sogenannte geometrische Konvergenz impliziert fiir j < k
e’
1—q

la; — a| < |aj — ajia] + |aji — aj2] + o oo —a] < M+q+¢+ ) <

Die rechte Seite ist fiir < ¢ fiir 5,k > n. = In a(l—c_q) /1In g, das Cauchy-Kriterium also erfiillt.

Fiir die konkrete, durch
ap = \/2+an—17 aO:L

rekursiv definierte Folge a, verwendet man zum Nachweis der geometrischen Konvergenz In-
duktion.
Induktionsanfang (n = 1) : Die Ungleichung

la; — ag| < cq

gilt, wenn ¢ = |a; — ag|/q gesetzt wird.
Induktionsschluss (n — n + 1): Man schreibt die abzuschitzende Differenz in der Form

Ap — Ap—1
V2+a,+v2+an1|

|an+1 - an| = |\/2 + an, — \/2 + an—1| -

Nach Induktions-Voraussetzung ist die rechte Seite < ﬁgcq" und mit der Wahl ¢ = 1/2v/2 <

cq" ™ wie gewiinscht.
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2.2 Reihen

2.2.1 Grenzwert einer Reihe

o0

Eine Summe ) a; mit unendlich vielen Summanden bezeichnet man als Reihe. Sie konvergiert
k=0

gegen einen Grenzwert

00
§ = E Qs
k=0

wenn die Folge (s,,) der Partialsummen

n

Sp — E Qg
k=0

gegen s konvergiert. Existiert kein Grenzwert, so bezeichnet man die Reihe als divergent.

Der Grenzwert kann von der Reihenfolge der Summanden abhéngen, bzw. braucht nach dem
Umordnen nicht mehr zu existieren.

Notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass

lima,, = 0.

Beispiel:

Nur in wenigen Féllen ist die explizite Berechnung einer Reihe moglich. Ein Beispiel sind
bestimmte Reihen mit rationalen Summanden wie

[e.e]

Nach der Partialbruchzerlegung

lasst sich diese Reihe in der Form

(-5 G- -9

schreiben. Bis auf % und % heben sich alle Summanden auf, so dass der Grenzwert % unmittelbar
abgelesen werden kann.
Fiir die Differenz der Partialsummen gilt fiir n < m

o = sl = I(51 = 1) + (3= ) oo (2 — ) + (5 - 3| < 2.
da sich die mittleren Terme aufheben. Die Partialsummen bilden also eine Cauchy-Folge:
) 4
|Sn — sm| < efirn >14 —.
€

Die Differenz zum Grenzwert ist

1 1
=—+4
n n+1

'3
__Sn
2

2
=
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Das Beispiel zeigt auch, dass die Reihenfolge der Summanden im allgemeinen wesentlich ist.
Wihlt man die Reihenfolge

PR S S A S S S A NS S A WS SV SO A
2 3 3 4 4 57778 5 9 16 6) T

so ist jeder Ausdruck in Klammern > }1, die Reihe also divergent.

2.2.2 Geometrische Reihe

o0

Die geometrische Reihe Y ¢* konvergiert genau, dann wenn |g| < 1.
k=0

Mit der geometrischen Summenformel

1 _ n+l
=gt tq=——
l—q
148t sich der Grenzwert explizit berechnen:
li_)m Sp=14+q¢+¢F+¢ + - +¢"+--- =

fiir |¢| < 1.

Beispiel:

Ersetzt man ausgehend von einem gleichseitigen Dreieck rekursiv Kanten geméfl der Vorschrift

—>

so entsteht eine Menge mit fraktalem Rand, die sogenannte Koch-Schneeflocke.

A X kg R %

Die n-te Schneeflocke hat 3 - 4™ Kanten. Da sich die Kantenldnge in jedem Schritt um einen
Faktor 1/3 reduziert, erhélt man fiir den Umfang

Kantenzahl«Kantenlénge: (3-4") (37") =3 (4)" — o0,

d.h.die Lange des Randes divergiert.
Im n-ten Schritt werden 3 - 4"~ ! gleichseitige Dreiecke mit Kantenlinge 37" und Fliche
V/3/4(37")? hinzugefiigt. Somit ergibt sich fiir den Flicheninhalt der n-ten Schneeflocke

7

- L(HE6))

1=
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Die fraktale Grenzmenge hat folglich den Fliacheninhalt
V3 . _2V3
4 31-4/9) 5 °

(Online-Version enthélt Download, siche Anhang A)

2.2.3 Harmonische Reihe

Die harmonische Reihe:

divergiert bzw. hat den uneigentlichen Grenzwert s = oc.
Allgemeiner ist die Reihe

o0

Soq = Z k™«

k=1

fiir « <1 divergent und fiir @ > 1 konvergent. Einige spezielle Werte sind

> 1 1 1 2
_ -2 _ _
w o= ) Ki=ptptgto=g
k=1
- 1 1 1 7r4
_ }: —4 _ _
Sq4 = ]{Z _F+?+3_4+.”_%7
k=1
- 1 1 1 76
_ }: -6 _ _
Sg = k _F—i_?—i_@—i_'“_%'

i
I

2.2.4 Cauchy-Kriterium fiir Reihen

FUNKTIONEN

o0
Die Reihe ) aj konvergiert genau, dann wenn wenn fiir alle € > 0 ein n. existiert, so dass fur

k=0_
n >m > n. gilt:

|am+1 —+ am+2 + ...+ an’ < €.

Fir die Partialsummen s, und s,, ist s, — Sy = i1 + g2, + ... + ap, also entspricht die

obige Aussage dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen:

spkonvergiert < s,ist eine Cauchy-folge.

2.3 Funktionen

2.3.1 Funktion

Eine Funktion

f:D—=R, x— f(x)

ordnet jedem Argument z aus dem Definitionsbereich D C R einen Wert f(x) aus dem Werte-

bereich W C R zu.
Der Graph von f besteht aus den Paaren (x,y) mit y = f(z).
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-

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, sind der Definitionsbereich (hellgrau) und der Wertebe-
reich (dunkelgrau) die Projektionen des Graphen auf die - bzw. y-Achse.

Beispiel:
Um den Definitionsbereich und den Wertebereich der Funktion
In(3 — )
T) = ———"-
zu bestimmen, sind zunéchst die Einschréankungen an die auftretenden elementaren Funktionen
zu berticksichtigen. Das Argument des Logarithmus muss positiv und das der Wurzel nichtne-

gativ sein:
3—x>0 und z > 0.

Ebenfalls darf der Nenner nicht Null werden, d.h.
x#1.

Insgesamt ergibt sich:
D= [0,39\{1} = [0,1) U (1,3).

Der Wertebereich von f wird durch Zeichnen des Graphen deutlich.

Yy
ANW f
2
H -
1 D 3
-2
4

Da f fiir x € (1,3) alle Werte zwischen —oo und +oco annimmt, gilt W = R.
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Beispiel:

Die folgende Tabelle zeigt die Definitions- und Wertebereiche einiger elementarer Funktionen:

f(x) D W
g R\ {0} R\ {0}
Inx (0, 00) R

tanz | R\ {z : e = 2k + 1)n/2, k € Z} R
Nz 0, 0) 0,0)

2.3.2 Umkehrfunktion

Die Umkehrfunktion einer injektiven Funktion f : D — W mit Definitionsbereich D und
Wertebereich W C R ist durch

ffL:W—=DCR, z+ f ()

definiert. Dabei gilt
y=flz) = 2=[f"(y).

Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist der Wertebereich von f. Thr Graph y = f~(x)
ist das Spiegelbild des Graphen von f an der ersten Winkelhalbierenden (y = x):

Yo oy=f"x)
A
y=ux
y=f(x)
> x
0
Die Schreibweise f~!(z) kann leicht zu Verwechslungen mit dem Kehrwert f(x)™! = ﬁ fithren.

Insbesondere, wenn das Argument x der Funktion weggelassen wird, sollte aus dem Zusammen-
hang klar sein, was gemeint ist.

Beispiel:

Die Umkehrfunktion wird praktisch durch Vertauschen von x und y berechnet. Fiir die Funktion

2 —1

f i R\(=1,1] = R\(—1,1] mit f(z) = p—

erhalten wir z.B.:
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RIS Ve

— (-1 =9y"+1 = 2=

r—1

= yr—y'=x+1

Die Umkehrfunktion von f ist also f~!: R\(—=1,1] — R\(~1,1] mit f~(z) =

Beispiel:

Die folgenden Abbildungen zeigen Beispiele einiger Umkehrfunktionen.

5

y = arctanx

—33 5

-1 0 1

6

3 9 _1

0

In der nachfolgenden Tabelle sind die jeweiligen Definitionsbereiche angegeben:

D I D
x? R Nz 0, 0)
e’ R In(x) (0, 00)
. R\ {0} o R\{0
tanx | R\ {z : =22+ 1)7/2 ,2 € Z} | arctanx R

74
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2.3.3 Monotone Funktion

Eine Funktion f ist auf einem Intervall D (strikt) monoton wachsend, wenn

(<)
x1 < xo = f(x1) < f(m2), o € D,

bzw., falls f stiickweise stetig differenzierbar ist, wenn

, >)
f(x) >0
fiir alle z € D bis auf isolierte Punkte.
y
A
D D
{ % P X
monoton wachsend strikt monoton wachsend

Analog definiert man (strikt) monoton fallend.

Beispiel:

Die Funktion z — f(z) = 3(x — 2)*(« + 1) hat an der Stelle # = 0 einen Hochpunkt (f"(0) =
0, f7(0) < 0) und an der Stelle x = 2 einen Tiefpunkt (f'(2) = 0, f”(2) > 0). Fiir z < 0 und

x > 2 ist die Funktion strikt monoton steigend und fiir 0 < x < 2 strikt monoton fallend.

3.5

3F

250 y=4i(z—2)2%*x+1)

W=

9l
1.5}
1L
0.5+
0k
—0.57
—1t
—1.5}

-2

1 0 1 2 3
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2.3.4 Lineare Funktion

Der Graph einer linearen Funktion
flz)=ax+0b

ist eine Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b.

A

Alternative Darstellungen sind die Punkt-Steigungs-Form

Y —Yo

T — Zo

und die Zwei-Punkte-Form

Y—Y% _ Y%~ Y%
T —Ty9 XT1—To

wobei (g, yo) und (z1,y;) Punkte auf der Geraden sind.

Beispiel:

Die Abbildung illustriert die unterschiedlichen Darstellungsformen linearer Funktionen:

S = N W ke Ut O NN
T T T T T T

I
—
o

2.3.5 Quadratische Funktion

Der Graph einer quadratischen Funktion
f(x) =az®+ bz +c

ist eine Parabel der Form
y = a(x — z0)* + Yo
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mit Scheitel

(2o, yo) = b —ﬁ—i—c
0,Y0) = 201’ 4q .

y = a(z — z0)* + yo

»
|

Yo

\j
8

2.3.6 Schrager Wurf

Wird ein Korper unter einem Winkel ¢ mit einer Geschwindigkeit v geworfen, beschreibt die
Flugbahn die Parabel
g 2

y=2xtany — ok o (px

wobei ¢g die Erdbeschleunigung ist.

Schriiger Wurf mit v = 6

1.5} o=r/3
1,
0.57 ]
o=m/6 p=m/4
0

0 05 1 15 2 25 3 3.5 4

Die Gleichung ergibt sich aus der Aufspaltung der gleichférmigen Bewegung mit der Anfangs-
geschwindigkeit v in die z- und y-Komponente und der Uberlagerung durch die beschleunigte
Bewegung des freien Falls:

x
x(t) = wvtcosp = t=
v COS
1
y(t) = vtsingp — 5 gt?
: 2
VT sin gr gx
= = - = 2 (tanp— —T— .
y() veosp 202 cos?p v ( AP T 02 cos? cp)
Die Wurfweite ist
202 cos 2
T = wtanﬁp _— sin(2¢p) .
g g

Diese wird maximal fiir ¢ = 7/4=45°.
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2.3.7 Polynom

Ein Polynom p vom Grad n ldsst sich in der Form
p(z) =ao+ a1z + -+ a,a”

mit a, # 0 schreiben.
Die Variable x und die Koeffizienten a; kénnen reell oder komplex sein. Entsprechend spricht
man von einem reellen bzw. komplexen Polynom.

Beispiel:

Die folgenden Abbildungen zeigen kubische (n = 3) und quartische (n = 4) Polynome mit
qualitativ verschiedenen Funktionsgraphen.

Kubische Polynome Quartische Polynome
3t 3t
21 ol
1f 11
Of Or
1t 1t
9l _9l
_3l _3l
—4t 3224 —4f
2 -1 0 1 2 3 4 5 3 -2 -1 0 1 2 3

2.3.8 Rationale Funktion

Eine rationale Funktion r mit Zahlergrad m und Nennergrad n ist der Quotient zweier Poly-
nome:
plx)  ap+ax+ -+ apz™

rie) = g(x)  bo+brw+ -+ g

Diese Darstellung bezeichnet man als irreduzibel, wenn p und ¢ keinen gemeinsamen Linearfak-
tor besitzen. Die Nullstellen des Nenners sind dann Definitionsliicken der rationalen Funktion
r und werden als Polstellen bezeichnet. Thre Ordnung entspricht der Vielfachheit der Nullstelle.
Die Variable z und die Koeffizienten ay, by konnen reell oder komplex sein. Entsprechend spricht
man von einer reellen oder komplexen rationalen Funktion.
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Beispiel:

Die Funktion
4

(x 4+ 1)(z—1)2

besitzt einen einfachen Pol bei x = —1 und einen doppelten Pol bei z = 1.

fx) =

=2

'S

DN

Man erkennt aus der Abbildung, dass f bei einem einfachen Pol das Vorzeichen wechselt und
sich das Vorzeichen bei einem doppelten Pol nicht dndert.

2.3.9 Sinus und Kosinus
Mit
(cost,sint), teR
werden die Koordinaten des um den Ursprung mit Winkel ¢ gedrehten Punktes (1, 0) bezeichnet.

Bis auf das Vorzeichen entsprechen also Kosinus und Sinus den Verhéltnissen von Katheten zur
Hypothenuse in einem rechtwinkligen Dreieck.

i 2
P
4 .| ®
| 0 cost (1

Die beiden Kreisfunktionen sind 27-periodisch und es gilt
e cost =sin(t + 7/2),
e cost = cos(—t), sint= —sin(—t),

e sin’t + cos?t = 1.
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Einige spezielle Werte sind:

IFEEREEE
sin |0 1 |3iv2]iVv3|1
cos || 1 %\/g %\/5 % 0

Beispiel:

Um den Flacheninhalt £’ des abgebildeten Dreiecks zu bestimmen, berechnet man zunéchst die
Hohe hy:

h
siny = SN hy = asin~y.
a

Damit folgt

1
F = iabsin’y.

Fiir die angegebenen Werte erhilt man

F:1.5.4.\/7§:5\/§,

2
2.3.10 Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus

Fiir die Kreisfunktionen sint und cost gelten folgende Beziehungen:

e cos(a+ ) =cosacosff —sinasin

e sin(a+ ) = sin 5 cos a + sin a cos 8

Insbesondere ist

cos(2ar) = cos® a — sin® a, sin(2a) = 2 sin a cos a.
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Beispiel:
Die Funktion
u(t) = cos(wt) + cos(wat)

beschreibt die Uberlagerung von zwei Schwingungen. Mit Hilfe der Additionstheoreme ldsst
sich die Darstellung vereinfachen. Mit W = §(w; + w2) und Aw = |w; — w| folgt aus

cos(w — Awt) cos(wt) cos(Awt) + sin(wt) sin(Awt)
cos(w + Awt) = cos(wt) cos(Awt) — sin(wt) sin(Awt)

dass

UL
N

Die Abbildung zeigt die Schwingung fiir w; =7, ws = 5, d.h. w =6, Aw =1 und
u(t) = 2 cos(6t) cost.

2.3.11 Tangens und Kotangens

Die Funktionen Tangens und Kotangens sind durch

cost

sin
tant = ——, ott =

cost sint
definiert. Bis auf das Vorzeichen geben sie das Verhéltnis der Katheten in einem rechtwinkligen
Dreieck an.

1 cott

il 4 | 4
2 2
| t | = 0 0
\ 0 1
‘ —2t —2
o —4r —4
- —7/2 0 7w/2 7 - —7/2 0 7w/2 7
Tangens Kotangens
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Einige spezielle Werte sind:

o [s[sls] s
tan 0 V3| 1] V3 | nicht def.
cot || nicht def. | v/3 |1 %\/3 0

Beispiel:
Die Abbildung zeigt schematisch einen Lichtkegel, der auf eine vertikale Wand trifft.

< 10 >

Um die maximale Ausdehnung = zu bestimmen, bildet man

h _ (7r_7r)_t 7T_1 5

10~ My TR T T3
T+ h T T T
0 tan(Z+E)—tan§—\/§.

Setzt man h = 2/3 in die zweite Gleichung ein, so folgt

3
T 1
E—\/_—g\/g,

also © = 23—0\/5

2.3.12 Exponentialfunktion

Die Potenzfunktion
y =¢€" = exp(x)
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mit der Fulerschen Zahl e = 2.71828... wird als Exponentialfunktion bezeichnet. Sie ist fiir alle

x € R positiv und erfiillt die Funktionalgleichung

Insbesondere ist e=* = 1/e".

PV = e%eY .

Beispiel:

Die Exponentialfunktion beschreibt das Wachstum vieler biologischer Prozesse. Beispielswei-
se ist bei einem einfachen Bevdélkerungsmodell die Geburtenzahl proportional zur aktuellen

Bevolkerungszahl p(t) zum Zeitpunkt ¢, d.h.

Fiir At — 0 wird dieses Wachstumsgesetz durch

p(t + At) = p(t) + At(Ap(t))

p(t) = ce™
modelliert.

Jahr | Bevolkerungszahl in Mio. Rate
1950 2555 1.76 %
1955 2779 1.87 %
1960 3039 2.02 %
1965 3345 2.16 %
1970 3707 2.05 %
1975 4088 1.80 %
1980 4456 1.79 %
1985 4854 1.77 %
1990 5283 1.54 %
1995 5690 1.37 %
2000 6080 1.25 %

c=p(0),

x10°
;

16

T
—181%
—6&— Tabelle

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040
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Die Tabelle (links) zeigt die Weltbevolkerung p(t) sowie die jahrlichen Zuwachsraten (geschétzte
Werte). Die durchschnittliche jiahrliche Zuwachsrate in den Jahren 1950-2000 betrug 1.81 %.
Bei konstantem durchschnittlichem exponentiellem Wachstum ab 1950

p(t) = 2555078074¢-0181(t=1950)

wiirde die Weltbevolkerung im Jahr 2050 16 Milliarden zéhlen (gepunktete Kurve).

2.3.13 Zinseszins

Ein Startkapital = ergibt nach n-facher Aus- bzw. Einzahlung einer Rate r (r < 0 bzw. r > 0)
bei einem Zinsfaktor (1 + p) das Endkapital

14+ p)" —1
(1+p) .

y=00+p)"z+
p

Dabei entspricht p = 1 einem Zinssatz von 100% bei jahrlichen Raten.
Der effektive Jahreszins p; berechnet sich bei monatlicher Verzinsung mit einem Zinsatz p,, zu

pj=1+pn)?—1>12p,,.

Beweis:

Das Grundkapital wird bereits in der ersten Verzinsungsperiode beriicksichtigt, die Fin- bzw.
Auszahlungen erst ab der jeweils folgenden. Dies ergibt fiir

n=1: y=a(l+p)+r,
n=2: :(x1+p +r)(1+p)+r

Allgemein gilt

y = (- (@Q+p)+r)d+p) +r)--)
= $(1+p)"+[1+(1+p)+(1+p)2+~~+(1+p)"*1]r

Der Ausdruck in eckigen Klammern 1&8t sich mit der geometrischen Summenformel umwandeln
und man erhélt die angegebene Formel.

Beispiel:

Ein Darlehen von 100000 Euro soll bei jahrlichen Raten und einem Zinssatz von 5 % in einem
Zeitraum von 10 Jahren zuriickgezahlt werden. Mit

y=0,n=10, p=0.05, = = 100000

erhalt man als Rate

0.05

= 1.05"-1 —
r 05 - 1000001 55—

= 12950.46
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Bei einer monatlichen Verzinsung mit %% ergibt sich mit

1

entsprechend

241\ '%° s
ro= <%) -100000—<£)1QO_1

240
= 1060.66

als monatliche Rate, im Jahr also 12727.86. Es entsteht jedoch ein Verlust durch eine mdogliche
Verzinsung der zu frith gezahlten Betrége. Bei 14—2% wiére dieser gleich

L
300

1+ 35)2 -1
(< gl - 12) -1060.66 = 235.96 .

2.3.14 Logarithmus

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion:

y=¢€¢" & x=Iny.

o 1 2 3 4 5 6 7
Sie bildet (0, 00) streng monoton wachsend auf R ab und erfiillt die Funktionalgleichung
In(zy) =Inz+1Iny.

Insbesondere ist In(1/z) = —Inz.

2.3.15 Allgemeine Potenzfunktion und Logarithmus

Fiir @ > 0 definiert man

y=a"=exp(rlna)
mit der Umkehrfunktion

x=log,y, y>0.

Insbesondere schreibt man log = log,, fiir den Logarithmus zur Basis 10 und ld = log, fiir den
dualen Logarithmus.
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16 4

14 al

12

10/ 2/

8 1l

6’ O’

4,

2! —1

05~ —1 9 1 2 3 4 D 9 4 6 8 10 12 14 16
flz) =2 f(z) =1d(x)

2.3.16 Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen

Aus den Definitionen und Funktionalgleichungen fiir Exponential- und Logarithmusfunktion
folgen

a’tt = a*d, log, z +log,y = log,(zy),

™t = afa',  log,x—log,y = log,(x/y),

(a®)t = a* log, 2" = tlog, .

Dariiberhinaus gilt fiir die Umrechnung zwischen verschiedenen Basen die Beziehung
log, v = log; a log, = .

Insbesondere ist
logz = (loge)Inx.

Beispiel:

Die folgenden beiden Beispiele illustrieren die Anwendung der Rechenregeln.
(i) In(42?) — 2In(2) = In(2%) + In(2?) — 2In2=2In2+2Inz —2In2 =2Inz

(i) log,(2?) +1d(2z) = 2% + 1 4 & = ] 4 InZ 4 InZ _ 7 4 g

2.3.17 Rechenschieber

Der Logarithmus hat die Eigenschaft, dass die Summe der Logarithmen zweier Zahlen gleich
dem Logarithmus des Produkts dieser Zahlen ist:

log z + logy = log(zy).

Somit kann man zwei Lineale mit logarithmischer Skala aneinanderlegen und erhélt als
Ergebnis nicht die Summe sondern das Produkt dieser Zahlen (Prinzip des Rechenschiebers).
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1 2 3
| | I | I | o P ki | | 1 LR I LI I.
I|I 1§ |||I I IIII| ] I|II|IIII III||IIII|II|'II|H'1ITIF1 |
3 <4 5 6 7 & 910

Aus der Abbildung entnimmt man beispielsweise, dass 3.5 - 2 = 7. Hierzu wird zunéchst die 1
der oberen Skala auf die 3.5 (erster Faktor) der unteren Skala ausgerichtet. Anschlieflend kann
unter der 2 der oberen Skala (zweiter Faktor) das Resultat der Multiplikation auf der unteren
Skala abgelesen werden.

2.4 Stetigkeit

2.4.1 Stetigkeit

Eine Funktion f ist stetig im Punkt a, wenn fiir alle Folgen (z,,) mit Grenzwert a die Funkti-
onswerte f(x,) gegen f(a) konvergieren:

T, = a= f(x,) — f(a),

Nach Definition des Grenzwerts gibt es zu jedem ¢ > 0 ein . mit
[f(z) = fla)] < e fir |z —af <o,
und man schreibt lim f(z) = f(a).
Tr—ra

Y
A

Y
5

D a Sprung  Pol

Eine Funktion ist stetig auf einem Intervall D, wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist. Dies
bedeutet, dass der Graph von f zusammenhéngend ist, die Funktion besitzt keine Sprung- oder
Polstellen.
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Anschaulich bedeutet Stetigkeit, dass sich der Graph ohne abzusetzen zeichnen l&sst.

Beispiel:

Die folgenden beiden Beispiele illustrieren verschiedene Typen von Unstetigkeitsstellen.

1
Funktion f(z) = sign(x) Funktion g(x) = x2+ :
x j—
1 —_— ‘
0 . 0
S
0 —1 1

Die Signum-Funktion sign hat an der Stelle Null einen Sprung. Zwar ist ein Funktionswert
definiert, sign(0) = 0, der Grenzwert von f(z) fiir x — 0 existiert jedoch nicht.

Die Funktion g hat Definitionsliicken bei z = +1. Fiir z — 1 strebt |g(x)| gegen oo, ¢ hat
dort eine Polstelle. Der Grenzwert lim1 g(x) existiert jedoch. Dies sieht man unmittelbar durch
T——

Kiirzen des Linearfaktors (z + 1):

or)= —— a# 1.

Es handelt sich um eine hebbare Definitionsliicke. Durch Ergénzen des Funktionswertes g(—1) =
—3 wird g zu einer auf R\ {1} stetigen Funktion.

2.4.2 Einseitige Stetigkeit

Analog zur Stetigkeit definiert man links- bzw. rechtsseitige Stetigkeit

lim f(z) = f~(a), lim f(z) = f"(a),

r—a— T—a+

indem man nur Argumente x auf der entsprechenden Seite von a betrachtet.
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Ist an einer Sprungstelle von f ein Funktionswert definiert, so wird dieser im Allgemeinen durch
einen fett gezeichneten Punkt im Graphen hervorgehoben, um anzudeuten, ob er mit dem links-
oder rechtsseitigen Grenzwert iibereinstimmt.

Beispiel:
Die Funktion

f(x) = x/|x]

ist in allen Punkten bis auf die Definitionsliicke z = 0 stetig.

1 — 1 —— 1 —
0 0 . 0
0 0 0

Setzt man f(0) = —1 so wird die Funktion linksseitig und mit f(0) = 1 rechtsseitig stetig bei
0 fortgesetzt. Fiir f(0) = 0 erhédlt man die Signum-Funktion

[f(x) = sign(z),

die bei 0 weder rechts- noch linksseitig stetig ist.
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2.4.3 Regeln fiir stetige Funktionen

Fiir in einem Punkt a stetige Funktionen f und ¢ sind

rf (reR)

f*yg

fg

flg (falls g(a) # 0)
fog

in a stetig.
Entsprechendes gilt fiir auf einem Intervall D stetige Funktion sowie fiir links- und rechtsseitige
Stetigkeitsstellen.

Beweis:

Die Regeln ergeben sich unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir Grenzwerte. Be-
trachtet man beispielsweise die Komposition stetiger Funktionen, so folgt aus der Stetigkeit
von ¢ fiir jede Folge (z,) mit Grenzwert a

lim g(x,) = g(a).

n—o0

Da f ebenfalls stetig ist, folgt
lim f(g(xn)) = f(g(a)).

n—oo

2.4.4 Zwischenwertsatz

Eine stetige Funktion f nimmt auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] jeden Wert zwischen

f(a) und f(b) an.
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Beispiel:

Bildet eine Funktion f das Intervall [a, b] stetig in [a, b] ab, so existiert ein x, mit

z, = f(xy).
Y
-
f(la,b])
a 1
: -
a Ty b
Fiir die stetige Funktion
g(@) = f(z) —=

gilt g(a) > 0 und ¢(b) < 0. Mit dem Zwischenwertsatz folgt die Existenz einer Nullstelle
Ty € [a,b]:

g(l’*) =0 & f(x*) = Tx

d.h. die Existenz eines Fixpunktes x, von f.

2.4.5 Satz vom Maximum und Minimum

Eine stetige Funktion hat auf einem endlichen abgeschlossenen Intervall [a,b] mindestens ein
Minimum und Maximum.
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Y
8

max max b

Beispiel:

Es gibt ein ¢ > 0 mit
(x+y)" <cla" +y")

fir x,y > 0.
Zum Beweis setzt man fiir z # 0 (der Fall z = 0 ist trivial),
z=y/z
und betrachtet die stetige Funktion
(T2
f(z) = 14 2n "
Da lim f(z) =1 ist, existiert ein b > 0, so dass f(z) < 2 fiir z > b gilt. Mit
Z—r00
= 2
c max{ ,Znel[%’)g] f(z)}
folgt
(1+2)"
= <
/() 14+2n = ¢

und damit obige Behauptung.

2.5 Differentialrechnung

2.5.1 Ableitung

Eine Funktion f ist in einem Punkt a differenzierbar, wenn der als Ableitung bezeichnete

Grenzwert
fla+h)— f(a)
h

f'(a) = lim

h—0
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existiert.

y
=

Geometrisch bedeutet Differenzierbarkeit, dass die Steigungen der Sekanten gegen die Steigung
der durch

y = f(a) + f'(a)(x — a)
gegebenen Tangente konvergieren.
Man schreibt auch d
@ ay
Fa)= 2 ja) =2
mit y = f(x). Diese Schreibweise symbohslert den Grenziibergang Az — 0 in dem Differenzen-
quotienten

Ay flz+ Az) — f(z)
Ar  z+Az—z

Hohere Ableitungen werden mit f”, f”.... bzw. f&, f® ... bezeichnet.
Eine Funktion f heifit differenzierbar auf einer Menge D, wenn f'(x) fiir alle z € D existiert.

Beispiel:
Fiir die Ableitung der Funktion f(z) = 2 erhélt man definitionsgemif:

h)? — a? 2xh + h?
f(z) = limM i 22 lim(2z 4+ h) = 2z .

h—0 h h—0 h h—0

Die zweite Ableitung f”(x) = 2 ist konstant.
Allgemein folgt fiir ein beliebiges Monom f(z) = 2", n € N, mit Hilfe der binomischen Formel

( 71’ ) 2" h 4 O(h?)
T o n—1
h—0 h - }lg]% h -

wobei O(h?) Terme der Ordnung h? bezeichnet.
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Beispiel:

Die Ableitung von f(z) = sinz 1d8t sich mit Hilfe des Additionstheorems berechnen.
Aus

sin(t £ h/2) = sint cos(h/2) £ costsin(h/2)

folgt mit t = x 4+ h/2 fiir den Differenzenquotient

sin(z + h) —sinz sin ((z + h/2) + h/2) —sin ((z + h/2) — h/2)

h h
_ 2cos(x + h/2)sin(h/2)
= ; _
Wegen
lim 2sin(h/2) — im sin(h/2) _q
h—0 h h—0 h/2

strebt die rechte Seite fiir h — 0 gegen cos z.

2.5.2 Wichtige Ableitungen
Die folgende Tabelle enthélt die Ableitungen der wichtigsten Grundfunktionen:

flx) | f'(z) f(z) f'(x)
c 0 ' r#0 ra’1
1
e’ e’ In |x| -
x
. . 1
sin x COS T arcsin x
V1— a2
. 1
coS T —sinz arccos T | —
V1— 22
1
tanz | tan?z + 1 arctan x
1+ 22
1 1
cotx —— arccot x -
sin® 1+ 22

2.5.3 Linearitidt der Ableitung

Die Ableitung ist linear, d.h. fiir differenzierbare Funktionen f und g gilt
(rf) =rf", reR,
(ftg)=f*4g".

2.5.4 Produktregel

Die Ableitung des Produktes zweier differenzierbarer Funktionen f und ¢ ist

(fg9) = fg+fdg".
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Allgemeiner gilt fiir ein Produkt f = fi--- f,

/_n /i
f—;fiﬁ.

Beispiel:
Mit der Produktregel folgt

d 1
—(2%Inzx) = 2z1 22— (21 1).
dx($ nr) zlnx +z ; r(2lnz +1)

Fiigt man sin z als Faktor hinzu, so ergibt eine nochmalige Anwendung der Produktregel

d
. [sinz(z*Inz)] = cosz(2’Inz) + sinz(z(2lnz + 1)).

Alternativ kann man die Formel fiir ein mehrfaches Produkt verwenden und erhalt

e [sinz(z”Inz)] = cosz(2? Inz) + 2z(sinzInz) + —(sinz 2?).
x x

2.5.5 Quotientenregel
Die Ableitung des Quotienten zweier differenzierbaren Funktionen ist

([)' _fl9-1d
g 9?

an allen Punkten x mit g(z) # 0. Insbesondere gilt
AN q
D

Beispiel:

Die Ableitung der rationalen Funktion

flz)  1-2z
g(r) 4+ 322
ist
(1—2x)(4+432*) — (1 —2z)(4+32%)  —2(4+32%) — (1 — 22)(62)
(4 4 322)? B (4 4 322)?
_ 62*—6x—38
(44 322)2
Alternativ erhédlt man mit der Produktregel
1y 1 —6x 622 — 62 — 8
1-2 = (-2 1-2 = :
<( ‘”)4+3x2) e YU e T Tag ey
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2.5.6 Kettenregel

Fiir die Verkettung von Funktionen

ist die Ableitung

Mit f(y) = z, g(x) =y, h(x) = z schreibt man auch

dz dz dy

dr — dy dz

Beispiel:

Zur Illustration der Kettenregel wird

h(z) = sin (In(1 + 2?))
y=9(z)

differenziert:

h'(x) = diysin(y)g'(x) = cos (In(1 4+ 2%)) g (z).

Die Berechnung der inneren Ableitung ¢'(z) erfolgt erneut mit der Kettenregel:

1

g'(x) = m(2=’f)~

Alternativ kann man die differentielle Schreibweise verwenden. Mit z = siny,y = lnw,w =
1+ a2 ist
dz  dz dy dw

1
— === —2x = In(1 4 22
dr  dydw dx COS(y)w * COS( n(l+w ))1—1—1’2

(2x).

2.5.7 Ableitung der Umkehrfunktion

Ist eine Funktion y = f(z) stetig differenzierbar mit f’(x) # 0, so ist f in einer Umgebung von
x invertierbar, und es gilt

bzw. dx/dy = (dy/dz)~'.
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Wie in der Abbildung veranschaulicht, sind die Steigungen von f und f~! reziprok.

Beweis:

Setzt man g = f~!, so erhilt man

z=g(f(z))

und nach Differentiation mit der Kettenregel

1=g'(f(x))f'(z).

Mit y = f(x) folgt die Behauptung.

H\zfg http://www.mathematik-online.org/ 97



KAPITEL 2. ANALYSIS

Daf die Steigungen von f und f~! an ensprechenden Stellen z und y reziprok zueinander sind,
wird auch klar, wenn man beriicksichtigt, dass f und f~! symmetrisch zur ersten Winkelhal-
bierenden sind.

Beispiel:
Um die Ableitung der Umkehrfunktion z = arctany der Tangensfunktion zu bestimmen, be-

rechnet man zunachst

d d sinx  cos?x +sin’x 1
—tanx = — = 5 = 7
dx dx cosx cos? & cos? &

Damit folgt

ooy~ (i) =
— arctany = 5 = cos” .
dy cos®x

3| B

9 | Q—W

1t ] I

N arctanz | 0l

-1 1]

—92 | -2 | y

-3 L : : : : : : _31’/‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
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Die rechte Seite muss nun als Funktion von y geschrieben werden. Dazu verwendet man die
Identitét

1 in?
_ sin” - y2
cos? x cos? x
und erhalt
— arctany = .
dy 1492

Analog zeigt man fiir die Umkehrfunktion des Kotangens,

— arccoty = — .
dy YT

Beispiel:

Die Funktion
y=Jfr)=x(l-x)
besitzt auf den Intervallen (—oo,1/2] und [1/2, 00) jeweils eine Umkehrfunktion z = g(y).
y

A

(z =9l (¥),y (r =94 (v), v)

1)2

In beiden Fillen gilt

Nochmaliges Differenzieren ergibt

) = 1 \de 2 1
TW=\1"22) &y~ 0@ —2221- 2z~
Speziell erhélt man fir z =1,y =0
g0)=1, ¢"(0)=-2.
Die Ableitungen sind also berechenbar, ohne dass die Umkehrfunktion explizit gebildet werden

muss. Dies ist nur dann moglich, wenn man ¢'(y) als Funktion von y schreiben kann. In diesem
Beispiel ist das moglich, denn x ldsst sich als Funktion von y schreiben:

1
gi(y)=§ + V1/4—y.

Die obigen Werte konnen so iiberpriift werden, wobei der dem Wertepaar (1,0) entsprechende
Zweig gewahlt werden muss.
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2.5.8 Implizites Differenzieren

Ist eine Funktion y = f(x) implizit, d.h. durch eine Gleichung in = und y gegeben, so kann
man beide Seiten dieser Gleichung unmittelbar nach x differenzieren. Dabei ist lediglich bei
den Ausdriicken in y = y(z) die Kettenregel anzuwenden.

Beispielsweise erhélt man fiir die durch

E:a®+3y* =7
gegebene Ellipse
d d
— (2 +3y°) =2z +6yy' = —7=0

dx dx
bzw.

Damit kann die Steigung der Tangente in einem Punkt auf F mit y # 0 bestimmt werden.
Beispielsweise erhélt man fiir (2,1)

) 12 2
V=317 73

ol

!

| (2,1)

ol

B a— 0 5 7y

Analog berechnen sich hohere Ableitungen. Unter Verwendung der Produktregel fiir yy/’ ist

d

— (22 +6yy’) =2 +6(y)* +6yy” =0.

x
Hieraus folgt
y 1+3(y)°

3y ’

Wiederum kann man durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes auf E und des bereits
bestimmten Wertes von y/(x) konkrete Werte bestimmen.

2.5.9 Logarithmische Ableitung

Die Formel p
f@) = f(a) | f(z)]

kann zur Differentiation von Funktionen der Form y = g(z)"® mit g(z) > 0 benutzt werden.

Man erhalt
d

Y = g L (b g (x)
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Beispiel:
Fiir die Funktion

flz) =2
mit z > 0 ist die Ableitung

/ a:d T\ $d _ T
fl(x)y=x %ln(x)—x dx(xlna:)—x(lnx—i—l).

N W s Ot O

I f

1020210608 1 12 14 16 18 2

Fiir z — 0 strebt In f(z) = 2 In x gegen 0, also 2% gegen €” = 1. Die Funktion ist also bei Null
rechtsseitig stetig. Fiir die Ableitung ist dies nicht der Fall. Wegen 2* — 1 und In x +1 — —o0
fiir x — 0 hat f eine senkrechte Tangente bei Null.

2.5.10 Newton-Verfahren

Mit dem Newton-Verfahren kann eine Nullstelle x, einer Funktion f numerisch bestimmt wer-
den. Die Folge ¢, x; ... der Approximationen wird durch Linearisierung gewonnen. Die Néhe-
rung xs41 ist der Schnittpunkt der Tangente im Punkt (x4, f(z¢)) mit der z-Achse:

Toy1 = Tg — f(%)/f’(xé)
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Fiir eine einfache Nullstelle z, (f'(z.) # 0) konvergiert die Newton-Iteration lokal quadratisch,
d.h.

2
|Te11 — 2| e g — 4]
fiir Startpunkte z in einer hinreichend kleinen Umgebung von x,.

(Online-Version enthélt Download, siche Anhang A)

2.5.11 Babylonisches Wurzelziehen

Die schon von den Babyloniern verwendete Iteration
x<+— (x+ajz)/2

zur Berechnung der Wurzel einer positiven Zahl a stellt sich bei genauerer Betrachtung als das
Newton-Verfahren fiir f(x) = 2? — a heraus:

1 ( . a) 22 —a
2 x 2x

Fiir a = 2,29 = 1 erhélt man die Approximationen

ot

1.416666666666666666666666666666666666667
1.414215686274509803921568627450980392157
1.414213562374689910626295578890134910117
1.414213562373095048801689623502530243615

1.414213562373095048801688724209698078570

==

Die Konvergenz ist duflerst schnell. Bei jedem Schritt verdoppelt sich die Anzahl der korrekten
Stellen (unterstrichen) anndhernd. Die quadratische Konvergenz lafit sich in diesem Beispiel
auch durch einfache Umformung nachweisen:

aw—ﬁzmmmm—ﬁ:im—ﬁﬂ

Aus der geometrischen Interpretation des Newton-Verfahrens folgt, dass die Iteration fiir alle
xo # 0 konvergent ist.

2.6 Extremwerte und Kurvendiskussion
2.6.1 Extrema
Eine Funktion f hat in a ein globales Minimum auf einer Menge D, wenn
f(a) < f(z) VaeD.
Bei einem lokalen Minimum ist der Funktionswert f(a) nur in einer hinreichend kleinen Umge-

bung (a — d,a + ¢) N D minimal.
Globales und lokales Maximum sind analog definiert.
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o globale Extrema

® Jokale Extrema

\
S

D

Fiir eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall kénnen
Extremwerte nur an den Nullstellen der Ableitung, Unstetigkeitsstellen oder Randpunkten auf-
treten. Der Typ kann mit Hilfe hoherer Ableitungen und durch Vergleichen der Funktionswerte
ermittelt werden.

Beispiel:

Im Folgenden werden einige typische Fille diskutiert.

Die Funktion f(z) = 2* — 222 — 2/4 mit D = R besitzt zwei Minima und ein Maximum. Das
Minimum mit dem kleineren Funktionswert ist das globale. Ein globales Maximum existiert
nicht, da f(x) — oo fiir x — +o0.

Die Funktion f(z) = 1/z mit D = R\ {0} besitzt keine Extremwerte.

N
4 L
2,
2,
1 L
0,
ol lokales Maximum
_9l
—1r  lokales Minimum A
globales Minimum -
2 -1 0 1 2 “4 -2 0 2 4

Ist eine Funktion auf einem offenen Intervall konstant, so sind diese Stellen sowohl (lokale)
Maxima als auch (lokale) Minima.

Bei einer strikt monotonen Funktion werden die Extremwerte an den Randpunkten angenom-
men, falls diese zum Definitionsgebiet gehoren.

% http://www.mathematik-online.org/ 103



KAPITEL 2. ANALYSIS

57 T T T
globales Maximum

4r 2L

3,

5 | lokale Maxima Iy

lokale Minima  lokales Minimum
1r ok
y=lz+1]—2|z|

07 +‘x - 3| i _1 L
— 1 L

5 lokale Maxima 9

globales Minimum lokale Minima globales Minimum
-8 -4 0 4 8 12 -15 -1 -05 0 05 1 15

Beispiel:

Von einem Dorf D soll eine Verbindungsstrafle zu einer Stadt S gebaut werden. Im Abstand a
zum Dorf fiihrt bereits eine Autobahn zur Stadt. Der Weg von der Stadt bis zu dem Punkt P,
der Autobahn der dem Dorf am néchsten liegt, hat die Léange 0.

Die geradlinige Strecke soll so gebaut werden, dass ein moglichst schnelles Erreichen der Stadt
gewihrleistet ist, wenn von einer Durchschnittsgeschwindigkeit von v, = 120km/h auf der
Autobahn und v,, = 60km/h auf der neuen Nebenstrecke ausgegangen wird.

e b
AP <S

Zu bestimmen ist die Entfernung = > 0 zwischen P und dem Ubergang der Nebenstrecke auf
die Autobahn durch Minimierung der bendtigten Zeit

t(x) = Va2 +22/v, + (b —x) /v,

fiir die Fahrt in die Stadst.
Nullsetzen der Ableitung
1
t'(z) = S

!
= ()7
Va2 + x2v, U

ergibt
Vo = vpV a2+ 22 & xm:a/\/g
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als mogliche lokale Extremstelle in (0, b). Ob es sich um das Minimum handelt, muss durch
Vergleich mit den Fahrzeiten fiir die Intervallendpunkte gepriift werden:

HapvE) = V30D gy J2ath o e R

Va Ua Ua

Offensichtlich ist ¢(0) > ¢(x,,). Fiir den rechten Endpunkt gilt

t(b) > t(zym) < 2Va2+02>V3a+b
& 4ad® + 46 > 3d® + 2V/3ab + b*
& a® —2v3ab+3b* = (a — V3b)2 > 0.

Die letzte Ungleichung ist stets erfiillt, und somit ist x,, optimal, falls x,,, im relevanten Intervall

(0,0) liegt: b > a/+/3. Andernfalls wird das Minimum am Randpunkt b, also bei der direkten
Verbindung zur Stadt, erreicht.

2.6.2 Extremwerttest

Der Typ eines Extremwerts lédsst sich mit Hilfe hoherer Ableitungen entscheiden.

YA f,,

Ist f zweimal stetig differenzierbar und

flla)y=0,  f(a)>0  (f(a)<0),

so hat f ein lokales Minimum (Maximum) bei a. Verschwindet die zweite Ableitung an der
Stelle a, so miissen hohere Ableitungen zur Entscheidung herangezogen werden. Gilt

@)= f"a) == f" V(@) =0 und f™(a) £0,

so hat f in a genau dann eine Extremstelle, wenn n gerade ist. In diesem Fall hat f in a ein
lokales Maximum bzw. Minimum, wenn f™(a) < 0 bzw. f™(a) > 0 ist.

Beispiel:

Das Polynom
p(z) = (z +1)%°(z — 1)*

hat bei x = —1 eine doppelte, bei x = 0 eine dreifache und bei x = 1 eine vierfache Nullstelle.
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0.2
0.15¢
0.1r
0.05¢

p(x) = (v +1)%23(x — 1)*

—0.05¢
—0.1}
—0.15
—0.2
—0.25

Es gilt
p(-1)=p/(-1) =0, p"(-1)=2(-1)*-2)" <0.

Bei z = —1 hat p also ein Maximum. Bei x = 1 hat p ein Minimum, denn
p(1)=...=p"(1)=0, pW(1)=2%1%4!>0.
Schliefflich besitzt p wegen
p(0) = p'(0) =p"(0) =0, p"(0)=3I(-1)*#0

und einem Vorzeichenwechsel bei x = 0 keine Extremstelle im Ursprung.

2.6.3 Schachtel

Mit Hilfe des angegebenen Schnittmusters soll eine Schachtel moglichst groflen Volumens aus
einem quadratischen Stiick Pappe hergestellt werden.

{1 ,

1

— P . —_ . o 3_ 2 —_—
v(h) = (1= 2h)/2- (1= 2h) - _h_= 24" — 2% + Sh
Lénge Breite

Das Volumen ist

Hohe
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Nullsetzen der Ableitung

1
u’(h):6h2—4h+§éo
ergibt
1 /T 1 1 1
h=—d4/z——=—-4=
37 Vo 12 376

als mogliche lokale Extremstellen. Nur h = % ist geometrisch sinnvoll und

Da fiir die Randpunkte A = 0 und h = 1/2 das Volumen 0 ist, hat die Schachtel fiir h = 1/6

das maximale Volumen.

2.6.4 Wendepunkte

An einem Wendepunkt a einer Funktion f wechselt die zweite Ableitung das Vorzeichen.

f//
Fiir eine hinreichend glatte Funktion ist notwendig, dass f”(a) = 0 und hinreichend, dass
f"(a) # 0.
Beispiel:

Die Abbildung zeigt ein kubisches Polynom.
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Wendepynkt

f(x) =23 — 32? |

f'(x) =6x—6
°> -1 0 1 2 3 4 5

Da die zweite Ableitung linear ist, existiert immer genau ein Wendepunkt.

2.6.5 Asymptoten

Eine lineare Funktion p(z) = ax + b ist eine Asymptote von f, wenn

f(z) —p(x) =0 fir = — ocooderz— —.

Wie in der Abbildung illustriert, beschreibt eine Asymptote das Verhalten der Funktion f fiir
grofle x.

Beispiel:

Um die Asymptoten der Funktion

=575

zu bestimmen werden die Grenzwerte x — + 0o separat betrachtet.
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2.6. EXTREMWERTE UND KURVENDISKUSSION

0.5
0
—0.5¢ II T+ 1)
4 pl( ) = 5

Fir z — oo ist

: . (x+1)-e"
1 = lim ———
0
= ——=0.
0+1
Damit ist die x-Achse Asymptote.
Fiir x — —oo strebt e* gegen 0 und
() x+1
€T =
b 2

ist Asymptote.

2.6.6 Asymptoten rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion
r(z) = p(z)
q(x)
hat genau dann eine lineare Asymptote, wenn Grad p < Grad ¢ + 1.
Fiir Grad p < Grad ¢ gilt

pggloo T(.T) =0 ’

d.h. die x-Achse ist Asymptote.

y A YA L \J yA

\
A

Sy

Fiir Grad ¢ < Grad p < Grad ¢ 4+ 1 erhélt man die lineare Asymptote mit Polynomdivision:

r(x):am+b+@

q(x)
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KAPITEL 2. ANALYSIS

mit Grad p < Grad ¢ . Die Asymptote ist waagrecht (a = 0), falls Grad p = Grad q. Ist der
Zahlergrad um mehr als eins grofler als der Nennergrad, so wird r(x) fiir grofe « durch ein
Polynom vom Grad > 2 approximiert.

Beispiel:
Fiir die rationalen Funktionen
4r + 3 q 222
ry = un ry =
YT o4 2T o+l
erhédlt man durch Polynomdivision
2
ri(z) =0z +2+ 571 un ro(x) = 2z + 1

die Asymptoten
Yy =2 und Yo =20 — 2.

Diese zwei Beispiele sind in den folgenden Abbildungen gezeigt.
6

10}

B — S— 5 A 6

2.6.7 Symmetrie
Eine Funktion f ist gerade, wenn f(z) = f(—x), d.h., wenn der Graph symmetrisch zur y-Achse

ist. Fiir eine ungerade Funktion ist f(z) = —f(—=x), und der Graph ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.
Y )
A
0 0
WL | \M -
gerade Funktion ungerade Funktion

Das Produkt zweier gerader oder ungerader Funktionen ist gerade. Hingegen ist das Produkt
einer geraden und einer ungeraden Funktion ungerade. Beim Bilden von Summen oder Diffe-
renzen bleibt der Typ erhalten.
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2.6. EXTREMWERTE UND KURVENDISKUSSION

Beispiel:

Die folgende Abbildung zeigt links einige gerade und rechts einige ungerade Funktionen.

N W

5 -4 -3-2-10 1 2 3 4 5
Durch Bilden geeigneter Kombinationen erhélt man weitere Beispiele. So sind die Funktionen

3 1

f(z) =2? cosz — 2° sinz, g(a}):_2+_2
T

gerade und
ist ungerade.

2.6.8 Kurvendiskussion

Zur Beurteilung des qualitativen Verhaltens einer Funktion kénnen folgende Merkmale heran-
gezogen werden:

e Symmetrien

e Periodizitit

o Unstetigkeitsstellen

e Nullstellen (— Vorzeichen)

e Extrema (— Monotoniebereiche)

e Wendepunkte (— Konvexitdtsbereiche)
e Polstellen

e Asymptoten
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_ T~

f f f I I I | i
Wendepunkt Extrema | Polstelle + Extrema Wendepunkt
Sprungstelle Nulldtelle | Nullktelle Sprungstelle

Eine entsprechende Analyse der Funktion wird als Kurvendiskussion bezeichnet.

Beispiel:

Zur [Mustration einer Kurvendiskussion wird die Funktion
1
f(z) =sinx + 3 sin(3x)

untersucht.

Symmetrie: Da sinz = —sin(—x) ist die Funktion ungerade.

Periodizitéit: Die Funktion ist wie die Sinusfunktion selbst 27-periodisch und wird im Folgen-
den daher nur auf dem Intervall [—m, 7] betrachtet.

Unstetigkeitsstellen: Die Funktion ist aus stetigen Funktionen zusammengesetzt und hat
daher keine Unstetigkeitsstellen.

Nullstellen: Mit dem Additionstheorem sin(3z) = 3sinz — 4sin® x ist

4 . 4
f(z) =2sinz — 3 sin® z = sinz (2 — gsinzx) :

.

20
Die Funktion besitzt Nullstellen bei 0 und +7r.
Extrema: Die Ableitung
f'(r) = 2cosz — 4sin*z cosx = —2cosx + 4cos’ x

ist Null fiir cosz = 0 oder cosx:il/ﬂ, also
r=%47/2 V x=47n/4 V x=43r1/4.

Da die Funktion auf ganz R definiert und periodisch ist, sind keine Randwerte zu betrachten.
Aus dem Vorzeichen der zweiten Ableitung

f"(x) = 2sinz — 12cos’ x sinz
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2.6. EXTREMWERTE UND KURVENDISKUSSION

und durch Vergleich der Funktionswerte 148t sich also der Typ der Extrema bestimmen:

x flx) | f"(x) |Typ
—37/4 | —/8/3| 2v/2 >0 | globales Minimum
—m/2 | —2/3 —2 <0 | lokales Maximum
—7/4 —\/§/3 2v/2 >0 globales Minimum
/4 \/g/ 3 | —2v/2 < 0 | globales Maximum
/2 2/3 2>0 |lokales Minimum
3r/4 | V8/3 | —2v/2 < 0| globales Maximum

Wendepunkte: Die zweite Ableitung
f"(x) = 2sinz — 12cos’ x sinz = —10sinz + 12sin’ x
ist Null fiir sinz = 0 oder sinz = +4/5/6, d.h.

r=0 V ox==H+7 V x~=+£115 V x~=£1.99

Da die dritte Ableitung an diesen Stellen nicht verschwindet. Die Funktion f hat also Wen-
depunkte bei (0,0) und (£m,0) sowie néherungsweise bei (—1.99,—0.81), (—1.15,—0.81),
(1.15,0.81) und (1.99,0.81).

Polstellen: Die stetige Funktion besitzt keine Polstellen.

Asymptoten: Die Funktion ist periodisch und nicht konstant, hat also keine Asymptoten.

1

O Nullstellen
¢ Extrema
x Wendepunkte

0.5

Beispiel:
Zur Ilustration einer Kurvendiskussion wird die Funktion

S5ad + 4x

I = =D 1

untersucht.
Symmetrie: Der Zihler ist ungerade und der Nenner gerade. Die Funktion ist also ungerade,
d.h. punktsymmetrisch zum Ursprung.
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Periodizitit: Die Funktion ist nicht periodisch.

Unstetigkeitsstellen: Die Nennernullstellen 1 sind keine Zahlernullstellen. Somit ist f auf
R\ {£1} stetig.

Nullstellen: Der Zéhler verschwindet fiir x = 0.

Extrema: cd 1042 4
, z*— 192 — 4
@) = =5 =1y ’

Da die Funktion einfache Pole besitzt, sind die Extrema nur lokal. Dabei kann der Typ aus
dem qualitativen Verhalten von f gefolgert werden. Da f(x) — —oo fir £ — —oco und x — —1,
muss das Intervall (—oo, —1) ein lokales Maximum enthalten. Analog enthélt (1, 00) mindestens
ein lokales Minimum. Zu den Nullstellen der Ableitung erhélt man also ein lokales Maximum
bei (—2,—4/5) und ein lokales Minimum bei (2,4/5).

Wendepunkte:

9z(2? +3) |
() = —2;3((;2 —+1))3 L0 = 2=0

Da die zweite Ableitung an dieser Stelle einen Vorzeichenwechsel hat, ist (0, 0) ein Wendepunkt.
Polstellen: Die Funktion besitzt bei x = £1 einfache Polstellen.
Asymptoten: Eine Polynomdivision liefert

5 9x
= 04+ —
J@) =552+ 0% S5z =1y

und somit p(z) = z/4 als Asymptote.

3F O Nullstellen
¢ Extrema
2+ x Wendepunkte

-

— e = = = = = e e = = = ==

Beispiel:
Zur Ilustration einer Kurvendiskussion wird die Funktion

fla) = 1 2

et

untersucht.
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Symmetrie: Da 22 und |z| gerade sind, ist die Funktion gerade, d.h. symmetrisch zur y-Achse.
Periodizitéit: Die Funktion ist nicht periodisch.

Unstetigkeitsstellen: Die Funktion ist aus stetigen Funktionen zusammengesetzt und hat
daher keine Unstetigkeitsstellen. Wie fiir die Betragsfunktion sind allerdings alle Ableitungen
im Nullpunkt unstetig.

Nullstellen: Die Exponentialfunktion ist stets positiv, die Betragsfunktion nicht negativ. Es
gibt also keine Nullstellen.

Extrema:

> 4
f(x) = —2ze™ + —sign(x) S0, 240 = x==42.
e

Zusétzlich ist der kritische Punkt x = 0 zu betrachten, wo die Ableitung unstetig ist. Da die
Funktion auf ganz R definiert ist, ist auch das Verhalten fiir  gegen oo zu beriicksichtigen.
Da f(z) — oo fiir z — 400, besitzt f mindestens ein globales Minimum, jedoch kein globales
Maximum. Vergleich der y-Werte der kritischen Punkte

(—2,9/e*) (0,1) (2,9/¢e")

zeigt, dass das globale Minimum bei = +2 angenommen wird. Da f auf dem Intervall [—2, 2]
sowohl ein Minimum als auch ein Maximum besitzt, folgt dass (0,1) ein lokales Maximum ist.
Wendepunkte:

2

Fla)=-2e" +4a%e ™ =0 = 4a’=2 = a==%1/V2

Die dritte Ableitung ist an diesen Stellen # 0. Folglich besitzt f die Wendepunkte

(i 1/V2, e % ¢ ﬁ) .

Polstellen: Die Funktion besitzt keine Polstellen.

Asymptoten: Da e~ schneller als |z| fiir x — oo gegen Null geht, hat die Funktion die

Asymptoten py (z) = 2% und p_(z) = =22

—_
T

O Nullstellen

O Extrema

0-75 x Wendepunkte

0.5

0.25
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2.7 Integralrechnung

2.7.1 Riemann-Integral

Das bestimmte Integral einer stiickweise stetigen Funktion f ist durch

b b
/a flaydo = tim, / = i, 7@ A

definiert. Dabei bezeichnet A : a =2y < x; < --- < x, = b eine Zerlegung von [a, b],

|A| = max Az, , Az, = T — Tp_1
k

ist die maximale Intervallinge und & ein beliebiger Punkt im k-ten Intervall. Die Summen auf
der rechten Seite der Integraldefinition werden Riemann-Summen genannt.

y
A

Fiir positives f entspricht f; f(x) dxr dem Inhalt der Fliche unterhalb dem Graphen von f.

Beispiel:

Zur Berechnung von fol 2% dx als Riemann-Integral kann die Folge von Partitionen
Ay:xi=i/n,i=0,...,n,
verwendet werden mit den Auswertungsstellen
&=2i—1)/2n),i=1,...,n,

fiir die n-te Partition.
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Y
A -
|
|
|
|
|
] |
| |
| |
| |
| |
[ | |
| | |
| | |
| | |
N R
‘ | | |
| L I
Zo Th—1&, Tk T >

Definitionsgeméfl erhélt man

n

. 2 n n n
/fA" = Z%Gg;l =4—;(4Z@'2—4Z¢+21>
i=1 i=1 i=1 i=1

1 (4n(n+1)(2n+1) dn(n+1) +n) _
6

1 1
3  12n2

T 43 2

und somit lim [ fa, =

1

2.7.2 Eigenschaften des Integrals

Das bestimmte Integral besitzt folgende Eigenschaften:

e Linearitiit: /rf:r/f, /f+g=/f+/9

e Monotonie: f<g — /fS/Q

b c c
o Additivitét: / f+ / = / f
a b a

In Ubereinstimmung mit der letzten Eigenschaft definiert man fba f=- f; f

2.7.3 Stammfunktion

Eine Funktion F' mit F’ = f ist eine Stammfunktion von f, und man schreibt

/f(x) de = F(z)+c¢
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fiir die Menge aller Stammfunktionen, die als unbestimmtes Integral von f bezeichnet wird.
Die Integrationskonstante c ist beliebig. Beispielsweise ist

Fuz) = /xf(t) it

mit F,(a) = 0 eine mogliche Stammfunktion.
Nicht zu allen elementaren Funktionen ist die explizite Angabe einer solchen Stammfunktion
moglich, ein Beispiel ist f(z) = exp (z?).

Beispiel:

Jede der Funktionen

ist Stammfunktion von
Fiir f(z) =1 ist
mit ¢ > 0 eine Stammfunktion.

2.7.4 Hauptsatz der Integralrechnung

Ist F' eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f, d.h. f = F’, so gilt

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

/abfzmi.

Ein bestimmtes Integral 14sst sich also als Differenz der Funktionswerte der Stammfunktion an
den Intervallendpunkten berechnen.

bzw. in Kurzschreibweise

Beispiel:

Die Ableitung der Exponentialfunktion ist wieder die Exponentialfunktion und daher ist

b
/ e“dr =e’ —e.
a

Die Fléache unter dem Graph zwischen a und b ist also gleich der eines Rechtecks mit Breite 1
und dem Abstand der Funktionswerte als Hohe.
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y = exp(z)

Die Ableitung der Logarithmusfunktion F'(z) = In(z) ist F'(x) = 1/x, z € RT und somit

b
/ 1/zdr =In(b) —In(a), a,beR*T.

Beispiel:

Eine Stammfunktion von f(z) = = ist F(z) = arctan z. Folglich ist

1
d
/o . +xx2 = arctan(1) — arctan(0) = % .

Durch Differenzieren verifiziert man, dass
F(z) = —In(cos x)
eine Stammfunktion von f(z) = tanx ist:

1
Fl(z) = — —sing).
(x) cosx( sin x)

Folglich ist

/Oﬂ/4 tan x dr = — [In(cos x) 3/4 =—In (cos (%)) ~ 0.347.
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Beispiel:

Ein Planet der Masse M erzeugt ein Gravitationsfeld, bei dem auf einen Korper der Masse
m die Kraft F(z) = v ausgeiibt wird. Dabei ist v die Gravitationskonstante und z der
Abstand der Schwerpunkte.

Eine Stammfunktion fiir 1/2? ist —1/x. Um einen Kérper vom Abstand a zum Abstand b zu
bringen, muss somit die Arbeit

/F(a:)dx:va/ éd:ﬁ:—[7mM/x]Z:7mM(l/a—1/b)

verrichtet werden.

Fiir a gleich dem Radius des Planeten und b — oo lésst sich durch Gleichsetzen mit der kine-
tischen Energie die sogenannte Fluchtgeschwindigkeit v bestimmen, d.h. die Geschwindigkeit,
die notwendig ist, um das Gravitationsfeld eines Planeten zu verlassen:

m mM 2M

— V= = v=3|/7—.

2 a a
Am Aquator ist fiir die Erde v = 11.2km/s.

2.7.5 Wichtige Stammfunktionen
Die folgende Tabelle zeigt Stammfunktionen F(z) zu den Grundfunktionen f(z):

/() F(x) /() F(x)
¥, s# =1 |25/ (s+ 1) 1/x In |z|
exp(x) exp(x) In(x) rln(z) — x
sin x —Cos T CosS T sin
tan z —In(cos z) sinzxcosz | sin*(x)/2
1/(1+ 2% arctan x 1/v/1—22| arcsinx

2.7.6 Partielle Integration

Aus der Produktregel (fg)' = f'g+ fg’ ergibt sich eine analoge Formel fiir unbestimmte Inte-
grale:

/ f(@)g(x)de = f(z)g(x) - / F(o)g () de
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Entsprechend gilt

/abf/g— [fg]fl—/abfg’
b

fiir bestimmte Integrale. Dabei ist zu beachten, dass der Randterm [fg| verschwindet, wenn
eine der beiden Funktionen an den Intervallendpunkten Null ist. Er entfillt ebenfalls fiir peri-
odische Funktionen mit Periodenlinge (b — a).

Beispiel:

Aus /(1 + )% dr = (1+2)*™ + ¢ fiir a # —1 folgt

a+1
/x\/l—i-xdx = xg
2 4

= gx(1+x)3/2—1—5(1+x)5/2+c.

2 2
(x4 1)3/2 —/1 : §(1+x)3/2d:£

Analog berechnet man

/013;\/10,——35(1% = [—x—(l_x)i%m}

= 00— [%(1—x)5/2}1=i.

2.7.7 Variablensubstitution

Aus der Kettenregel
d

%F(g(x» = flg(x))d' (z), f=F,

folgt durch Bilden von Stammfunktionen fiir eine Substiution y = g(z)

/ F(9(2)g'(x) dz = F(y) + ¢ = / f(y)dy.

Entsprechend gilt

b g(b)
/ F(9(2))g(x) dz = F(g(b)) — Flg(a)) = / Ly

fiir bestimmte Integrale. Mit Hilfe von Differentialen 148t sich diese Formel in der Form
g(b)

b
[ otenhae= [ sy

g9(a
schreiben.
Ein einfacher Spezialfall ist eine lineare Variablensubstitution:

T Y =pr+4q.
In diesem Fall ist
/f(p:v—i—q)dx: éF(y)—l—c
bzw.
P

pa+q-*

b 1
/a o+ q)do =
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Beispiel:

Ist die innere Ableitung im Integranden erkennbar, wie beispielsweise fiir

/ (In z)? io,

so ist die Anwendung der Substitutionsregel besonders einfach. In dem Beispiel setzt man

y=g(x) =z, g(z)=-

und erhalt .
/g(w)Qg’(fv) dr = /?f dy = §y3 +ec.

Nach Riicksubstitution ergibt sich

In 22 1
/n:p dx:§(lnx)3+c.

X

Beispiel:

Typischerweise versucht man durch Substitution den Integranden zu vereinfachen. Beispiels-

weise liegt es fiir
ey
/ e —1 4y

y=g(x)=lhzr < z=¢

nahe

zu setzen. Dies ergibt wegen

dy
_— = xTr) = — = eiy
0, =9 @)=

das transformierte unbestimmte Integral

x> dy 22 1
—dxr = dr = 1 d
/xZ—ldxx /xQ—l o /(+x2—1> v

1 1 z—1
= /1dx+/x2_1dx:x+§ln

r+1
Durch Riicksubstitution von z = e¥ erhalt man schliefllich

11eY -1
Fly) =e'+ =
(y)=e —|—2 6y+1’—i-c

‘—i—c.

2.7.8 Mercator-Projektion

Die Stammfunktion

/ dx
CcOS T
1aBt sich mit der Substitution

1 1+sinx sinx 1
u = +tany = ——— | du = —+— dx,
COS T COS T cos?x  cos?x

122 % http://www.mathematik-online.org/



2.7. INTEGRALRECHNUNG

berechnen:
d ) 1 -1
/ T /(cosx)_1 MY du
COS T cos?x  cos?x
du
= — = Injul+c¢
= In +tanz| + c.
COS T

Eine Anwendung ist die Mercator-Projektion. Hierbei wird die Erdoberfliche winkeltreu auf

eine Ebene projiziert.

P

0 dt

0 cost

<
x
COSs

0

Die Breitenkreise werden dabei mit dem Verhéltnis 1/ cos 6 gestreckt.

2.7.9 Volumen von Rotationskérpern

Das Volumen V' des durch Rotation des Funktionsgraphen r = f(z) > 0, a < z < b, um die
x-Achse erzeugten Korpers liasst sich durch Integration iiber die kreisférmigen Querschnitte

berechnen:

d=f(b)
r=f(z)
¢ = f(a)

7177
77
]

7
7777777

7
7717

7
7

IZ 7

Ill

7
77

Alternativ kann man iiber die Zylinderméntel integrieren:

d
V =nc*(b—a)+ 27r/ rh(r)dr,

wobei ¢ bzw. d der minimale bzw. maximale Radius » und A(r) die Gesamthéhe des in dem
Korper enthaltenen Zylindermantels mit Radius r sind. Diese Variante ist vor allem bei mono-

toner Radiusfunktion f sinnvoll.
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KAPITEL 2. ANALYSIS
Beispiel:

Das abgebildete Paraboloid entsteht durch Rotation der Kurve y = y/z um die z-Achse.

Geméf der Formel fiir Rotationskorper ist das Volumen

2.7.10 Trapezregel

Die Nédherung

[ Fa)dn = sf = (@24 fla+ )+t Fb =)+ F0)2)

approximiert das Integral durch eine Summe von Trapezflichen.
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a a+h b

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion gilt fiir den Fehler:

b bh—
Shf_/a f= 12af”(7’)h2,

fiir ein r € [a, b].
Genauer besitzt der Fehler fiir glatte Funktionen die asymptotische Entwicklung

b
snf — / f=ca(f(b)— f(a)h*+ co(f"(b) — f"(a))h* + ...

mit von f und h unabhéngigen Konstanten ¢;. Daraus folgt, dass die Trapezregel fiir (b — a)-
periodische Funktionen sehr genau ist. Der Fehler strebt schneller als jede h-Potenz gegen Null.

Beweis:

Der Fehler auf einem Intervall ist
n h h
SUO )= [ 5= [e-nra

0

Nochmalige partielle Integration und Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt

N h
-/ %t(t—h)f"(t)dt=: / %t(t—h)di 7(r).

h3/12
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Nach Summation iiber alle Teilintervalle erhalt man
LS ren)
127 & v
Die Summe 1483t sich durch

n min [’ < Z f"(r;) < n max f”

abschétzen. Nach dem Zwischenwertsatz folgt schliellich

> 7 = nf'r) = )

mit einem 7 € [a, b].
Der Beweis der asymptotischen Fehlerentwicklung ist aufwéndiger. Er beruht auf sukzessiver
partieller Integration des Restgliedes und einer geeigneten Behandlung der Randterme.

2.8 Aufgaben und Test

2.8.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (Online-Nummer 329):

Schon kurz nach Studienbeginn ist Freshman Felix iiberzeugt, zur Losung der HM-Aufgaben
einen High-End PC zu benétigen.

Kosten: 5000 DM — Sparbuchstand: 0 DM.

a) Seine Bank bietet ihm einen Kredit, der durch 24 gleich grofie Monatsraten getilgt werden
soll. Die Restschuld wird monatlich mit 1% verzinst; die erste Rate wird einen Monat nach
Kreditaufnahme bezahlt. Wie hoch sind die Monatsraten r anzusetzen?

b) Felix entschlieit sich, den Kredit ohne Ratenzahlungen nach zwei Jahren zuriickzubezah-
len. Wie hoch ist diese Summe bei jahrlicher, vierteljahrlicher, monatlicher, téglicher oder
stetiger Verzinsung mit 12% bzw. 3% bzw. 1% ... 7 Bestimmen Sie jeweils den jahrlichen
Effektivzins.

Aufgabe 2 (Online-Nummer 476):
Die Funktion f sei an einer Stelle g € R differenzierbar und geniige fiir alle x,y € R der

Gleichung f(z +y) = f(z) + f(y).

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass f auf ganz R differenzierbar ist.

b) Beweisen Sie, dass eine Konstante a € R existiert mit f(x) = ax fiir alle x € R.
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Aufgabe 3 (Online-Nummer 111):
Ein Geldndeprofil wird ndherungsweise durch die Funktion
-2+ iz, fir x € (0,2,
flz) = Ha?—2x+ 3, fir ze (23]

—ssa?+ 2x— 2, fir z€ (3,6

beschrieben. Die beiden Berge sollen durch eine Seilbahn verbunden werden, die an beiden
Enden tangential zur obigen Profilkurve verlduft (vgl. Abbildung).

0 1 2 3 4 ) 6 km

Wo miissen die beiden Stationen A und B gebaut werden — und welche Linge hat die Seilbahn-
strecke? Der Durchhang des Seils ist zu vernachléssigen.

Aufgabe 4 (Online-Nummer 382):
Differenzieren Sie:

a) (Inz)h® b) tan % c) 22+ a2 41

11—z

Aufgabe 5 (Online-Nummer 133):
Gegeben sei die Funktion f(z) = (v +2)v4 — 22,

a) Fir welche x € Rist f definiert? Untersuchen Sie, wo f differenzierbar ist, und berechnen

Sie f'(x).
b) Welche Nullstellen und lokalen Extrema besitzt f 7
c) Wie verhilt sich f' am Rand des Definitionsbereichs?

d) Skizzieren Sie den Graph von f.

Aufgabe 6 (Online-Nummer 137):
Fir m,n € Nsei f
flx)=a2m(1—2)", reR.

a) Untersuchen Sie f auf Nullstellen und lokale Extrema. Wie verhélt sich f(z) fir z —
+oo?

b) Skizzieren Sie den Graph von f im Fall m = 2 und n = 3.

c) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die der Graph von f mit der z-Achse einschliefit.
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Aufgabe 7 (Online-Nummer 113):

Seien f und g die durch f(z) =+/3+2x —2 und g(x) =In(f(x)) gegebenen reellwertigen
Funktionen.

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f und skizzieren Sie den Graph. Wiir welche
x ist die Funktion g definiert?

b) Untersuchen Sie g auf Nullstellen, Asymptoten und lokale Extrema.
c) Wie verhalten sich g und ¢’ an den Randpunkten des Definitionsbereichs?

d) Zeichnen Sie den Graph der Funktion g.
Hinweis: In2 ~0,69; In3 ~ 1, 10.

Aufgabe 8 (Online-Nummer 120):

Die Vorderfront eines Gewichshauses soll die Form eines
achsensymmetrischen Fiinfecks mit drei rechten Winkeln
besitzen (vgl. Abbildung). Der Umfang darf maximal 20 m
betragen. Wie ist die Breite b und Héhe h der Seitenwand
zu wihlen, damit die Flache A der Vorderfront maximal
wird?

Aufgabe 9 (Online-Nummer 392):
Wie muss fiir einen Quader mit den Kantenlédngen a, b, ¢ der Punkt P gewéhlt werden, damit

der Polygonzug OP() die kiirzeste auf der Oberflache des Quaders gelegene Verbindung von O
und () darstellt?

Aufgabe 10 (Online-Nummer 393):

Welchen Weg muf ein Mensch im Punkt A einschlagen, um moglichst schnell zu der Insel I zu
gelangen, wenn er fiinfmal so schnell lduft, wie er zu schwimmen vermag?
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500m !
Land -/ -
- | 100m

-« a Wasser

A 500m
Aufgabe 11 (Online-Nummer 501):
Bilden Sie eine Stammfunktion von

1 3
a) M, b) cos®z sin’ 1z, c) Vi—zx%.
T

Aufgabe 12 (Online-Nummer 394):
Bestimmen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe partieller Integration.

™

a) /(lnzzc)2 dx b) /ex sinz dx c) /cos4a:dx

0

Aufgabe 13 (Online-Nummer 119):
Bestimmen Sie die folgenden Integrale durch geeignete Substitutionen:

dx T dx
a) /xlnx b) /(a:2+1)3d$ ) /sinxcosa;

2.8.2 Test
(Online-Test Nummer 96 enthélt Aufgaben mit Varianten)

Aufgabe 1:

Ein 1.90 m grofler Basketballspieler wirft mit einem Ball auf einen in 3.50 m Hohe aufgehéngten
Korb (Abwurfwinkel ¢ = m/3, Abwurfgeschwindigkeit v = 8m/s, Erdbeschleunigung g =
10m/s?). In welcher Entfernung vom Korb muss er den Ball abwerfen, wenn sich dieser beim
Eintreffen im Ziel bereits in der absteigenden Flugphase befinden soll?

Antwort: (auf ganze cm gerundet)
Der Basketballspieler muss den Ballin [ Jem  Entfernung abwerfen.

Aufgabe 2:

Unter der Generationszeit von Bakterien versteht man das fiir die Verdopplung der Zellzahl
erforderliche Zeitintervall T, das unter anderem von der Beschaffenheit des Kulturmediums
abhéngt.

Betrachtet werden Bakterien, die auf einem néhrstoffreichen Kulturmedium die Generationszeit
T; = 20 Minuten und auf einem néahrstoffarmen Kulturmedium die Generationszeit 75 = 50
Minuten besitzen. Die Anfanspopulation auf dem nédhrstoffarmen Kulurmedium sei zehnmal
grofler als die Anfangspopulation auf dem néhrstoffreichen Medium. Nach wie viel Minuten
sind die beiden Populationen gleich grof3?
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Antwort:

[ ] Minuten

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich Dy C R und die erste Ableitung der folgenden
Funktionen f: Dy — R .

24 x

a) f(:c):g_l_ b) f(z)=+1—e* c) f(z)=1In(2+sinz)

Antwort: (Eingaben ganzzahlig mit kleinstem positivem c)

a) Dy (=00,a] O [0,000O0 R\{a}O RO mit a=[_]

f’(:v)z(c_x)d mit b= ] e=[__ | d=[__ ]

b) Dy (—o0,al O la, o0) O R\ {a} O RO mit a=[ ]

be*

f’(ﬂﬂ):m mit b= |, e=[__] d=[__]

¢) Dy (~0.a]O  [a.00)O R\{}O RO mit a=[ ]

flay= "D mit b=, =[], d=[__].

Aufgabe 4:
Bestimmen Sie Nullstellen, Polstellen, Extrem- und Wendepunkte der Funktion

5 2
fla)=a"——

und skizzieren Sie den Graphen.

Antwort:

Nullstelle: [ ]
Polstelle: [ ]

Extrempunkt: (I:],I:]) Typ: Minimum (), Maximum () global: ja (), nein ()
Wendepunkt: (EI:])

Skizze:
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Skizze 1 O Skizze 2 O Skizze 3 O Skizze 4 O
6 ; 6 ; 6 1 6 |
51 | 15 | 5| | s |
4 A A ! | 4 . ! ;
31 | o3 31 | o3 |
21 T2 20 T | 12 ‘
1} W 1} ‘ 1} } I }
of | of : of | :v
b Al Sy A e A
—2 —2r o H -2 i —2r H
-3 ‘ —3t ‘ —3t j -3t }
L I = = i —ap
s N ] e
O30 1 23 93910123 93210123 93210123
(auf vier Dezimalstellen gerundet)
Aufgabe 5:
Berechnen Sie
2 km
a) /(x+1/35)2d3: b) /cosx+sinxda¢, keN.
1 0

Antwort:

a) [ b k=1:[]. k=2:[ ]

(auf vier Dezimalstellen gerundet)

Aufgabe 6:
Berechnen Sie

r ) / dx 2z + 3
a)o/xsm(Qx)dx b)l/lnx? C)/:ﬂilldx'
Antwort:
a) | 7/ | by [ /[ ]
c)ln‘l:]x2 + | |z + | l’ + | |/] | arctan (l |z /] l) +c

(Briiche ganzzahlig, gekiirzt, Nenner positiv)

Aufgabe T7:
Durch Rotation des unten gezeigten Querschnitts um die z-Achse entsteht eine (nicht sonderlich
standfeste) Vase.

Yy A
flz) = vr+1
lem
{ R g(x) - v =2
0 2cm 10cm
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Wie schwer ist die Vase, wenn sie aus Glas der Dichte 2.5g/ cm”® gefertigt wird?

Antwort:

m=[__]g

(Geben Sie das Gewicht auf ganze Gramm gerundet an.)
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Kapitel 3

Lineare Algebra und Geometrie

3.1 Elementare Geometrie: Dreiecke

3.1.1 Dreieck

Ein Dreieck besteht aus drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten A, B, C' und drei Seiten,
den Verbindungsstrecken AB, AC und BC' der Punkte. Die Punkte A, B, C' heiflen Eckpunkte.
Die Reihenfolge der Bezeichnungen wird in der Regel entgegen dem Uhrzeigersinn gewéhlt. Die
Langen der Dreiecksseiten werden im Allgemeinen wie folgt benannt:

a=|BC|; b=|AC| und c= |AC]

Die Winkel bei den Eckpunkten werden iiblicherweise mit den ersten drei griechischen Klein-
buchstaben «, 8 und v bezeichnet. Dabei erhélt der Winkel bei Punkt A die Bezeichnung «,
bei B die Bezeichnung 8 und bei C' heifit der Winkel ~.

B

Die Winkelsumme in jedem Dreieck betrdgt 180°. Das heifit in einem beliebigen Dreieck gilt
stets

a+ p+v=180°.

Beweis:

Zum Beweis betrachtet man die folgende Skizze:
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A -
v a’ 9l|AB

A c B

Die horizontale blaue Linie ist parallel zu AB. Daher sind die rot eingezeichneten Winkel die
Stufenwinkel zu den Winkeln o und 3 des Dreiecks, und damit gleich grof§ wie diese Winkel.
Die griin eingezeichneten Winkel sind die zu den Stufenwinkel gehorenden Wechselwinkel, die
damit ebenfalls gleich grofl wie die entsprechenden Winkel im Dreieck sind. Die Summe dieser
Wechselwinkel und « muss 180° ergeben. Es gilt also

a+[B+v=180".

3.1.2 Spezielle Dreiecke

Man unterscheidet zwischen den folgenden, speziellen Dreieckstypen.

e Gleichschenkliges Dreieck:

Bei einem gleichschenkligen Dreieck sind zwei Seiten gleich lang (in der Abbildung un-
ten sind dies beispielsweise die Seiten AC' und BC). Damit sind die beiden Winkel an
der dritten Seite gleich grofl. Die beiden gleich langen Seiten heiflen Schenkel, die dritte
Seite heifit Basis des Dreiecks. Die Winkel o und f = « an der Basis sind die Basis-
winkel. Der Punkt gegeniiber der Basis heiffit Spitze. Das folgende Abbildung zeigt ein
gleichschenkliges Dreieck mit den iiblichen Bezeichnungen.

C

A Basis B
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Bei einem gleichschenkligen Dreieck fallen in C'M die Hohe, die Seitenhalbierende und
Mittelsenkrechte der Basis, sowie die Halbierende des Winkels an der Spitze, zusammen.

e Rechtwinkliges Dreieck:

Ein Dreieck, bei dem einer der drei Winkel ein rechter Winkel ist, heifit rechtwinklig.
Wegen der Winkelsumme von 180° im Dreieck ist die Summe der beiden anderen Winkel
90°. Die Seite gegeniiber dem rechten Winkel heifit Hypothenuse, die beiden anderen
Katheten.

A Hypotenuse B

Im Allgemeinen wird wie in der Abbildung der Eckpunkt mit dem rechten Winkel mit C'
bezeichnet.

e Gleichseitige Dreiecke:

Ein Dreieck heifit gleichseitig, wenn alle drei Seiten gleichlang sind. Damit sind auch alle
Winkel gleich grof, das heifit, wegen der Winkelsumme im Dreieck von 180°, ist jeder
Winkel im gleichseitigen Dreieck 60°.

A a B

In einem gleichseitigen Dreieck fallen die Hohen, die Mittelsenkrechten, die Winkelhal-
bierenden und die Seitenhalbierenden zusammen. Ein gleichseitiges Dreieck wird auch als
reguléres oder regelméfliges Dreieck bezeichnet.

3.1.3 Hohe im Dreieck

Eine Hohe in einem Dreieck ist das Lot von einem Eckpunkt auf die Gerade durch die ge-
geniiberliegende Seite.
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C

A c B

Ist einer der Winkel an der gegeniiberliegenden Seite stumpf, so liegt die Hohe auflerhalb des
Dreiecks.

C

A

Wie die folgende Abbildung zeigt, schneiden sich die Hohen in einem als Hohenschnittpunkt
bezeichneten Punkt H.

C

SIS

A c B
Fiir den Flacheninhalt F' des Dreiecks gilt

2F = ah, = bhy, = ch, .
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3.1.4 Schwerpunkt, Inkreismittelpunkt, Umkreismittelpunkt

Die Seitenhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich in einem Punkt, dem Schwerpunkt des
Dreiecks. In der folgenden Abbildung sind die Seitenhalbierenden s,, sp, s. und der Schwerpunkt
S eingezeichnet.

Der Schwerpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1.

Die Winkelhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich auch in einem Punkt, dem Inkreismit-
telpunkt. In der folgenden Abbildung sind die Winkelhalbierenden w,, wg, w, und der Inkreis
eingezeichnet.

y
AN

Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, dem Umkreismittelpunkt.
Dies ist in der folgenden Abbildung dargestellt mit den Mittelsenkrechten m,, m;, m. und dem
Umkreismittelpunkt M
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3.1.5 Satz von Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hypotenuse gleich der Summe der Qua-
drate der Katheten:
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Geometrischer Beweis des Satzes des Pythagoras

In dem Quadrat iiber der Hypotenuse mit Flicheninhalt ¢? lassen sich 4 zum Originaldreieck
kongruente Dreiecke einzeichnen.

Da o + = m/2 ist, treten dabei an den Ecken keine Uberschneidungen auf. Addiert man die
Flécheninhalte der Dreiecke und des kleineren Quadrates in der Mitte mit Seitenlédnge (a — b),
so ergibt sich

b
02:4% + (a —b)? = 2ab+ a*> — 2ab+ b* = a* + b*.

3.1.6 Kongruenz

Zwei geometrische Figuren heiflen kongruent, wenn sie deckungsgleich sind, d.h. sie stimmen
in ihrer Grofle und Gestalt iiberein. Alle charakteristischen Grofien, wie z.B. Fliache, Langen
und Winkel sind gleich. Nur die Lage zweier kongruenter Figuren in der Ebene unterscheidet
sich. Kongruente Figuren lassen sich also durch Parallelverschiebung, Spiegelung oder Drehung
(oder mehrere dieser Bewegungen) ineinander iiberfithren.

Zum Beispiel sind in nachfolgender Abbildung alle gezeigten Dreiecke kongruent.
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3.1.7 Kongruenzsitze im Dreieck

Fiir Dreiecke gibt es Kongruenzsétze, das heifit Bedingungen, die die Kongruenz von Dreiecken
angeben. Im Folgenden steht W fiir Winkel und S fiir Seite beziehungsweise Seitenlénge.

1. Kongruenzsatz SSS: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in allen drei Seitenlédngen
iibereinstimmen.

2. Kongruenzsatz SWS: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem von
diesen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen.

3. Kongruenzsatz WSW: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und den
beiden anliegenden Winkeln {ibereinstimmen.

4. Kongruenzsatz SSW: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem der
groferen Seite gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

3.1.8 Sinussatz

In einem Dreieck

A c B

verhalten sich die Langen der Seiten wie die Sinuswerte der gegeniiberliegenden Winkel:

sinaw  sinf  sinvy

a b c

oder
sina:sinf:siny=a:b:c.
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Beweis:

Zur Herleitung des Sinussatzes unterteilt man das Dreieck mit Hilfe der Hohen jeweils in zwei
rechtwinklige Dreiecke.

Mit den Bezeichnungen in der Abbildung gilt
h
sina = —, sinﬁzﬁ.
b a

Damit folgt

Sl
IS

sinq :sin = =a:b.

Die iibrigen Verhéltnisse konnen analog hergeleitet werden.

3.1.9 Kosinussatz

In einem Dreieck gilt fiir den der Seite AB gegeniiberliegenden Winkel ~
& =a®>+1b* — 2abcos .

B

A
b

Als Spezialfall erhiilt man fiir v = 7/2 den Satz des Pythagoras: ¢® = a® + b

Beweis:

Der Beweis benutzt den Satz des Pythagoras.
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Es gilt
G =24 g? B2 =a?—p?
sowie
gq=b—p, p=acos~y.

Damit erhélt man

= (@=p)+(b—p)’
a® — p* 4+ b* — 2b(acosy) + p?
= a®+b* —2abcos~,

wie gewiinscht.

3.2 Lineare Gleichungssysteme

3.2.1 DMatrix

Unter einer (m x n)-Matrix (m,n € N) iiber einem Korper K versteht man ein Rechteckschema

a1l a2 Q1p
A — (aij) _ a21 CL.22 (57
m1 Gm2 " Qmp
Man bezeichnet (a;1, 2, - . . , i) als i-ten Zeilen- und (ay;, agj, . . ., am;)" als j-ten Spaltenvektor

von A. Speziell ist eine (n x 1)-Matrix ein Spalten- und eine (1 x n)-Matrix ein Zeilenvektor.
Die Gesamtheit aller (n x m)-Matrizen wird mit K™*™ bezeichnet; R"*™ (C"*™) bezeichnet
die reellen (komplexen) Matrizen.

Beispiel:

Die folgenden Beispiele illustrieren verschiedene Matrixdimensionen.

31 0 1 0 11 12
57 |, G,1414,—1,31), i 14+i —i |, 21 22
97 V3431 7543 17 31 32

Die ersten beiden Matrizen sind Spalten- bzw. Zeilenvektoren, d.h. Matrizen, bei denen eine
der Dimensionen 1 ist. Rechts ist eine quadratische und eine rechteckige Matrix gezeigt.
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3.2.2 Lineares Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem {iiber einem Korper K hat die Form
a Ty + 0 4+ aiaT, = b
(m, 121 + -+ Amnln = bm

mit einer Koeffizientenmatrix A = (a; ;) € K™*", zu bestimmenden Unbekannten z; € K und
einer rechten Seite b € K™.

Das lineare Gleichungssystem nennt man homogen, wenn b = 0, sonst bezeichnet man es als
inhomogen.

Fiir ein reelles (K = R) oder komplexes (K = C) lineares Gleichungssystem wird K nicht
explizit angegeben. Welcher Fall vorliegt, ist meist aus dem Zusammenhang ersichtlich.

Besitzt das Lineare Gleichungssystem keine Losung (im Allgemeinen fiir m > n), so bezeichnet
man es als tiberbestimmt. Man spricht in diesem Fall auch von einem Ausgleichsproblem. Ein
Lineares Gleichungssystem mit keiner eindeutigen Losung (im Allgemeinen fiir m < n) nennt
man unterbestimmt.

Beispiel:

Eine Funktion f(x) kann aus Daten

(thi)? 7;:17"'7”7

durch Interpolation ndherungsweise rekonstruiert werden. Verwendet man einen linearen Ansatz
n
fla) ~px) = epi(x)
j=1
mit geeigneten Basisfunktionen p;, so ergibt sich aus den Interpolationsbedingungen
n
fi=pl@) =) epi(w), i=1,...n
j=1

das lineare Gleichungssystem fiir die ¢; als
Ac=0b,

mlt ai,j = p](l'z) UIld bz = fz
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700
Cote du Fut d’Avenas

600 [-

500

400
Fleurie

300rRégnié-Durette Chéanes

00l Romaneche-Thorins . .
Charnay-les-Macon

Macon

100

In dem abgebildeten Beispiel einer Tour-de-France-Etappe ist mit jedem Datenpunkt eine Ex-
ponentialfunktion

assoziiert. Durch das starke Abklingen von p; fiir |z — x;| — oo wird erreicht, dass sich bei der
Interpolation Anderungen in Datenpunkten vorwiegend lokal auswirken.

Beispiel:

Bezeichnet man in einem elektrischen Schaltkreis mit x; die Kreisstrome mit FlieSrichtung ent-
gegen dem Uhrzeigersinn, mit R;; den gemeinsamen Widerstand der i-ten und j-ten Schleife
und mit U; die angelegten Spannungen, so ergibt sich aus dem Ohmschen und dem Kirchhoft-
schen Gesetz das lineare Gleichungssystem

inRi,O + Z(% —z;)R; ; = U..

i~0 inj

Dabei bedeutet i ~ j, dass die i-te und j-te Schleife einen gemeinsamen Widerstand haben.
x; —x; ist der Strom durch diesen Widerstand. Mit R; o, ¢ ~ 0, werden Widerstédnde bezeichnet,
die nur in der i-ten Schleife liegen.
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709 @ 409 @ 609

- ]
| I |
110V _— @ 1092
209

wf] ()

@ T 220V
Beispielsweise erhélt man fiir den abgebildeten Schaltkreis das lineare Gleichungssystem

— 1 —

50€2

902
L —

150 =70 —80 0 0 T 110
—70 120 —10 —40 0 T 0
—-80 —10 160 0 —70 x3 | = 0
0 —40 0 130 -30 T4 0
0 0 —=70 =30 190 Ts —220

Die Koeffizientenmatrix enthélt in der Diagonale jeweils die Summe der zu einer Schleife gehori-
gen Widerstidnde und in Position (7, j) den negativen gemeinsamen Widerstand der Schleifen i
und j. Die Losung fiir das betrachtete Beispiel ist

1.0157
0.5641
TR~ 0.0358
—0.0940
—1.1595
3.2.3 Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems iiber einem Korper K,
Ax =0,

mit einer m X n Koeffizientenmatrix A ist ein Unterraum U von K™.
Besitzt das inhomogene lineare Gleichungssystem

Ar =10
eine Losung v, so gilt fiir die allgemeine Losung
rev+ U,

d.h. die Lésungsmenge ist ein affiner Unterraum von K™. Insbesondere kann also ein inhomoge-
nes lineares Gleichungssystem entweder keine, eine (U = {0}) oder unendlich viele (dim U > 0)
Losungen besitzen.
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Beweis:

Sind z,y Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems und A € K, so erhélt man
Alx+y)=Ar+Ay=0+0=0
sowie
A(Ax) = Az =)X0=0,

d.h. die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems bildet einen Unterraum U'.
Falls v eine Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems ist und v € U, soist © = v+u
wegen

Ar=Av+u)=Av+Au=b+0=0

ebenfalls eine Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems. Umgekehrt ist mit zwei
Losungen v und w des inhomogenen linearen Gleichungssystems die Differenz v — w wegen

Alv—w)=Av—Aw=b—-b=0

eine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems.

Man erhélt somit alle Losungen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems, indem man
fiir eine beliebige Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems die Summen mit allen
Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems bildet.

Beispiel:

Die folgenden einfachen Félle veranschaulichen die verschiedenen Typen von linearen Glei-
chungssystemen:
(i) Das lineare Gleichungssystem

3 5 rr\ (29
7 4 ro )\ 60
besitzt die eindeutige Losung x1 = 8, xo = 1.
(ii) Das lineare Gleichungssystem

1 -2 4\ [ ") [2
3 24 )] \e6
T3
besitzt keine eindeutige Losung. Wahlt man x3 = ¢ beliebig, so erhdlt man xy = 2¢, 1 = 2 als

Losung.
(iii) Das lineare Gleichungssystem

besitzt keine Losung. Die letzte Zeile liefert x5 = 4, setzt man dies aber in die anderen Zeilen
ein, so erhélt man aus der ersten Zeile x1 = 2, aus der zweiten hingegen x; = 1.
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3.2.4 Elimination von Unbekannten bei linearen Gleichungssyste-
men

Eine lineare Gleichung

a1y + @y + - = f
mit a; # 0 lasst sich nach z; auflésen:
vy = (f —ayry —---)/ay.
Bei linearen Gleichungssystemen kann damit die Anzahl der Unbekannten sukzessive reduziert

werden, indem man die durch Elimination gewonnenen Ausdriicke in die anderen Gleichungen
einsetzt.

Beispiel:

Fiir das lineare Gleichungssystem

erhélt man aus der ersten Gleichung

und nach Einsetzen in die zweite Gleichung

143 7 b}
. +y—4y:6 & —y+-=06 & y=1.

)
2 2 2

Einsetzen in den Ausdruck fiir x ergibt schliefllich

1+3-1
e

v 2

3.2.5 GauB3-Transformation

Folgende Operationen lassen die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems unveréndert:
e Vertauschung zweier Gleichungen,
e Multiplikation einer Gleichung mit einem Faktor # 0,
e Subtraktion einer Gleichung von einer anderen Gleichung.

Durch Kombination der letzten beiden Operationen ist auch die Addition eines Vielfachen einer
Zeile zu einer anderen Zeile eine zuléssige Operation.

Mit Hilfe dieser sogenannten Gauf-Transformation lassen sich sukzessive Unbekannte elimi-
nieren und ein lineares Gleichungssystem auf Dreiecksform transformieren und dann durch
Riickwiartseinsetzen 16sen.
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Beispiel:
Um das lineare Gleichungssystem

— 21’2 + 5&33 =7
—81’1 — 4[L’2 = —12
41’1 + 3I2 + r3 = 6

mit GauB-Transformationen auf Dreiecksform zu bringen, werden zunéchst die erste und die

dritte Zeile vertauscht:
41’1 + 31’2 + r3 = 6

—8331 — 41’2 = —12
— 2[L’2 + 51’3 = 7.

Durch Addition der mit dem Faktor 2 multiplizierten ersten Gleichung zur zweiten Gleichung
erhélt man
41‘1 + 31‘2 + r3 = 6
21‘2 -+ 2.1’3 =0
— 2x9 + dx3 = T.

Addition der zweiten Gleichung zur dritten Gleichung ergibt schlielich die Dreiecksform

433'1 + 3%2 + r3 = 6
2]72 + 25173 =0
7.%'3 = 7.

Durch Riickwértseinsetzen konnen die Gleichungen nun sukzessive gelost werden. Aus Gleichung
3 folgt
T3 = 1.

Eingesetzt in Gleichung 2 erhélt man
2004+ 2-1=0 — 1x9=-—1.
Schliefflich liefert die Substitution der berechneten Unbekannten in die erste Gleichung

4y +3(-1)4+1=6 =— x,=(64+3—-1)/4=2.

3.2.6 Gauf3-Elimination

Durch GauB-Transformationen lasst sich ein lineares Gleichungssystem mit invertierbarer (n x
n)-Koeffizientenmatrix A in maximal n — 1 Schritten auf obere Dreiecksform bringen. Dazu
werden sukzessive die Koeffizienten unterhalb der Diagonalen annulliert, d.h. nach /—1 Schritten
hat das lineare Gleichungssystem die Form

a; T+ aip 2 + ...+ aye T + ... + Wy Tn = by
azy Ty + ... + asy T + ... + azp Tn = by
Qee Xy + ... + Qpp Tp = bz
Qey1e Te + oo+ Gepin Tn = by
e T¢ + ... +  Gpp T, = by

Im einzelnen verlduft der /-te Eliminationsschritt wie folgt.
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e [st das /-te Diagonalelement, das so genannte Pivot-Element, Null, so wird die /-te mit
einer der folgenden Gleichungen vertauscht, so dass as, # 0 gilt.

e Fiir ¢ > ¢ wird von der i-ten Gleichung ein Vielfaches der /-ten Gleichung subtrahiert, so
daBl a;, Null wird:

a;j < a;j — qagj, by b —qbe (¢ =aie/ams)

fiir j > £.

Beispiel:

Fiir das lineare Gleichungssystem

02 1 -1 4
32 0 1| | 1
31 -2 1 ["7| =3
6 4 —1 1 2
lauft der Gauf-Algorithmus folgendermafien ab:
e Vertauschung der ersten und zweiten Zeile:
32 0 1 1
02 1 -1]| | 4
31 -2 1 ["7| =3
6 4 —1 1 2
o (3.Zeile) - (1.Zeile) und (4.Zeile) - 2-(1.Zeile):
3 2 0 1 1
0o 2 1 -1 B 4
0 -1 =2 0 ["7| -4
0o 0 -1 -1 0
o 2-(3.Zeile) + (2.Zeile):
32 0 1 1
02 1 -1 B 4
00 -3 —1 ["7| —4
00 —1 -1 0
o 3:(4.Zeile) - (3.Zeile):
3 2 0 1 1
02 1 -1 B 4
00 -5 1|77 | —4
00 0 =2 4

% http://www.mathematik-online.org/ 149



KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA UND GEOMETRIE

3.2.7 Riickwiarts-Einsetzen

Bei einem linearen Gleichungssystem in oberer Dreiecksform,

i1 o Tin € by
: =1 : )
0 Ton T by,
WV
R
mit det R = r11 -7, # 0 konnen die Unbekannten z,, ..., x; nacheinander bestimmt wer-

den:
T'nnTn = bn — Ty = bn/rn,n

und, fir{=n—1,...1,
TopTe+ -+ Top®n =bp,— g = (by — Top1Tep1 — - — TenTn) [Tee -

Dabei werden jeweils die schon berechneten Werte x4, 1, ..., x, verwendet.

Bei einem linearen Gleichungssystem mit einer unteren Dreiecksmatrix kann man analog nach-
einander x4, ..., x, bestimmen.

(Online-Version enthélt Download, siche Anhang A)

Beispiel:

Fiir das lineare Gleichungssystem

41’1 + 3&32 + x3 = 6
21‘2 + 2]33 =0
7£L‘3 =7

in Dreiecksform erhélt man durch Riickwirtseinsetzen die Losung

r3 = 1
e = (0—2)/2=-1
ry = (6-3(-1)—1)=2.

3.2.8 Zeilenstufenform

Ein lineares Gleichungssystem mit einer (m x n)-Koeffizientenmatrix lasst sich mit Gaufl-
Transformationen auf Zeilenstufenform (Echelon-Form) transformieren:

0 0...0 py *...x :1:'1 C'l
Az =b— 0 0...0 pg *...x : = :
Tn Cm
A
Dabei sind die so genannten Pivots
pL=dy .. Dk=0a,, k<m, 1<ji<---<jp<n,

ungleich Null und k& ist der Rang von A.
Der k-te Transformationsschritt verlduft wie folgt:
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1. Ein von Null verschiedenes Matrixelement p; mit kleinstem Spaltenindex und Zeilenindex
> k wird als Pivotelement gewihlt und durch Zeilenvertauschung in die Position (&, j)
gebracht.

Existiert kein Pivotelement, ist die Zeilenstufenform erreicht.

2. Durch Subtraktion von Vielfachen der Zeile k werden die Matrixelemente unterhalb des
Pivots annulliert.

Beispiel:

Fiir die Matrix
o 0o o1 5 -3 0 9
o 2 30 -1 4 1 =2
0o 4 61 3 5 2 =5
0o -2 -31 6 -7 -1 6

o o0 o1 5 -3 0 9

lauft die Transformation auf Zeilenstufenform folgendermafien ab:

e Vertauschung der ersten und zweiten Zeile:

o 2 30 -1 4 1 =2
o o0 o1 5 -3 0 9
0o 4 61 3 5 2 =5
0O -2 -3 1 6 -7 -1 6
o o o1 5 -3 0 9
o (3.Zeile) - 2-(1.Zeile) und (4.Zeile) + (1.Zeile):
0230-1 41 =2
0001 5 -30 9
0001 5 =310 -1
0001 5 -30 4
0oo0oo0o1 5 -30 9
o (3.Zeile) - (2.Zeile), - (2.Zeile) und (5.Zeile) - (2.Zeile):
0230 -1 41 =2
0001 5 =30 9
0000 0 00 -10
0000 0 00 =5
0000 O 00 0
o (4. Zeile) - %
0230 -1 41 =2
0001 5 =320 9
0000 O 00 —10
0000 O 00 0
0000 O 00 0

Die Zeilenstufenform hat 3 = Rang A nicht-triviale Zeilen mit den Pivotelementen p; = 2,
p2 = 1 und p3 = —10.
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3.2.9 Lo6sung eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform

Ein lineares Gleichungssystem Dx = ¢ in Zeilenstufenform,

0...0 pp *...x

0 0...0 py *...x 1 C‘l
0 0...0 p3 *...x -
Ty Cm,
mit Pivots py, ..., px ist genau dann 16sbar, wenn ¢, = - - - = ¢, = 0. Die Losung ist eindeutig,

falls £ = n. Fiir k£ < n gibt es n — k linear unabhéngige Losungen des homogenen linearen
Gleichungssystems (¢; = 0). Die Unbekannten, die den Spalten ohne Pivots entsprechen, kénnen
frei gewdhlt werden.

Beispiel:

Im Folgenden werden mehrere typische Félle diskutiert.

e k=n=14
15 03 1 —1
0 4 —1 3 Ty | 0
00 -2 7 x3 | 9
00 01 Xy 1

Durch Riickwirts-Einsetzen erhélt man rekursiv die eindeutige Losung

z=(1,-1,-1,1)".

e 3=k<n=5¢#0

41 -1 -2 2 2

02 0 71 2|

00 0 11 BT s

00 0 00 4 1
Ts

In der letzten Zeile ergibt sich 0 - x = 1, damit hat das lineare Gleichungssystem keine
Losung.

e3=k<n=5¢=0

41 -1 -2 2 1 _5

02 0 71 =

00 0 11 ol = 9

00 0 00 T4 0
Ts

Da ¢;11 = 0, ist das lineare Gleichungssystem Dx = ¢ losbar. Wegen Rang D = 3 =n — 2
ist die Losung x jedoch nicht eindeutig. Es existieren 2 linear unabhéngige Losungen v,
des homogenen Systems und die allgemeine Losung hat die Form

T =Ts+ o + vy, a; €R
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mit x4 einer speziellen Losung des inhomogenen Systems.

Die Vektoren v; bestimmt man durch kanonische Wahl der nicht zu den Pivot-Spalten
gehorigen Unbekannten und berechnet die restlichen Koeffizienten iiber das homogene

System:
1/4 —7/4
0 3
(1’3:1,1'520)—)1)1: 1 , (.1'3:0,1'5:1)—)?}2: 0
0 -1
0 1
Eine spezielle Losung
5/4
—6
Ty = 0
2
0

erhélt man durch Setzen von x3 = x5 = 0.

3.2.10 Lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten x und y hat die Form

ar + by = f
cx + dy = g,

wobei in jeder Gleichung mindestens einer der Koeffizienten a, ..., d ungleich Null ist. Es ist
genau dann fiir alle rechten Seiten (f, g) eindeutig 16sbar, wenn

A=ad—bc#0.

Die Losung -
c= Y=l _ag—cf

A YTTA
lasst sich als Schnittpunkt der durch die beiden Gleichungen beschriebenen Geraden interpre-
tieren.

»
>

cx+dy =g

ar +by=f

Ist A = 0, so sind die Geraden parallel. In diesem Fall existiert entweder keine Losung oder,
wenn die Geraden zusammenfallen, unendlich viele Losungen.
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Beweis:

Multipliziert man die erste Gleichung mit ¢ und die zweite mit a, so folgt
cax + cby = cf , acr + ady = ag .

Nach Subtraktion ist

(ad —be)y = ag — cf

——

A
und man erhélt die gewiinschte Formel fiir y. Die Formel fiir x beweist man analog.
Fir A =0 gilt
c=\a, d=M\b

mit einem A # 0. In diesem Fall haben die Geraden die gleiche Steigung, sind also parallel.
Jenachdem, ob a oder b ungleich Null ist, kann A = £ oder A = g gesetzt werden. Offensichtlich

kann das Gleichungssystem nur dann Losungen besitzen, wenn g = Af, d.h. wenn die Geraden
identisch sind.

Beispiel:

Als Beispiel wird das Gleichungssystem

20+ 3y =
dor—4y = 6

betrachtet. Mit
A=2-(-4)-3-5=-23
erhalt man

(—4)-7-3-6
—A B

2.6-5-7

2, Yy = A 1.

Tr =

Alternativ kann man auch die erste Gleichung nach y auflésen,

und in die zweite einsetzen:

Damit folgt ebenfalls

und aus der ersten Gleichung y = 1.
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Beispiel:
Als Beispiel wird das Gleichungssystem

r—2y = —1
—2rx+4y =t

mit einem Parameter ¢ betrachtet.
Da
A=1-4—-(-2)-(-2)=0

sind die den Gleichungen entsprechenden Geraden parallel:

1
= — b
Y 2x+k

mit by = % und by = fl. Losungen existieren nur dann, wenn die zweite Gleichung ein Vielfaches
der ersten ist, also falls

t=(~1)-(=2)=2.

In diesem Fall sind die Gleichungen dquivalent, es muss also nur eine gelost werden. Wahlt man
die erste Gleichung, so kann = beliebig gew&ahlt werden und

11
Yy=5" Ty

Die Losungsmenge ist also eine Gerade durch (0, %) mit Steigung %

3.2.11 Lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten

Ein lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten x;, x5, x3 hat die Form

a;1r1 + apre + aizry = fi
o171 + QTy + axsrs = fo
as1 1+ aseTo + agsrs = fs,

wobei in jeder Gleichung mindestens einer der Koeffizienten ay, 1, ay 2 oder aj 3 ungleich Null ist.
Die Menge aller Losungen des Gleichungssystems lédsst sich geometrisch als die Schnittmenge
der drei Ebenen interpretieren, die durch die drei Gleichungen definiert sind. Dabei kénnen die
folgenden Fille auftreten.

e Genau eine Losung: Die drei Ebenen schneiden sich in genau einem Punkt.
e Keine Losung: Die drei Ebenen besitzen keinen gemeinsamen Punkt.

e Unendlich viele Losungen: Alle drei Ebenen schneiden sich in einer Geraden oder sind
identisch.

Das lineare Gleichungssystem lasst sich zum Beispiel durch das Eliminationsverfahren oder der
GauB-Transformation mit anschlieBendem Riickwértseinsetzen losen.
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3.3 Vektorriaume

3.3.1 Vektorraum der n-Tupel
Fiir einen Kérper K bilden die n-Tupel oder n-Vektoren

ay
a= : , a;, € K

an

den K-Vektorraum K™ mit der komponentenweise definierten Addition und Skalarmultiplika-
tion, d. h.

ai by ap + by
: + : = :
ay, b, a, + b,
und
aq A aq
\- —
an, A ay

fir Cli,bi, AE K.
Oft ist es bequem, n-Tupel als Zeilenvektor

a' = (ay,...,a,) bzw. a=(ay,...,a,)"

zu schreiben. Durch das Symbol ,t* der Transposition wird von der Standardkonvention als
Spaltenvektor unterschieden.

3.3.2 Unterraum

Eine nichtleere Teilmenge U eines K-Vektorraums V', die mit der in V' definierten Addition und
Skalarmultiplikation selbst einen Vektorraum bildet, nennt man einen Unterraum von V.
Unterrdume U werden oft durch Bedingungen an die Elemente von V' definiert:

U={veV:Aw)},

wobei A eine Aussage bezeichnet, die fiir v € V erfiillt sein muss.
Um zu priifen, ob es sich bei einer nichtleeren Teilmenge U von V' um einen Unterraum handelt,
geniigt es zu zeigen, dass U bzgl. der Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist:

uwovel — wut+velU
ANeKuelU = MNuelU.

Beispiel:

Unterrdume entstehen oft durch Spezifizieren zusétzlicher Eigenschaften. Betrachtet man den
Vektorraum der reellen Funktionen
f-R—=R,

so bilden beispielsweise die geraden Funktionen (f(z) = f(—=x) fiir alle z € R) einen Unterraum.
Weitere Beispiele bzw. Gegenbeispiele sind in der folgenden Tabelle angegeben:
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Eigenschaft

3.3.

Unterraum

ungerade
beschrankt
monoton
stetig
positiv
linear

Beispiel:

ja
ja
nein
ja
nein
ja

VEKTORRAUME

Fiir jeden Vektor d # 0 eines K-Vektorraums bildet die durch 0 verlaufende Gerade

v = A\d,

einen Unterraum.

ANEK

Allerdings ist eine Gerade, die nicht durch 0 verlduft, kein Unterraum. Beispielsweise liegt (1,0)"

1 0
g-ﬂ:—(0>+u(1>, p e R,

auf der Geraden

(2,0)* jedoch nicht.

3.3.3 Linearkombination

Fiir Vektoren vy, vs,...,v,, in einem K-Vektorraum V' bezeichnet man

)\1'U1+)\2'U2+"'+>\m'vm22)\i'Ui
=1

mit Skalaren \; € K als Linearkombination der v;.

Allgemeiner versteht man fiir W C V unter einer Linearkombination aus W eine Linearkombi-

nation aus endlich vielen Vektoren von W.

Beispiel:
Der Vektor
v=(1,2,3)"
ist eine Linearkombination der Vektoren
vy = (3,4,5)" vy = (1,1,1)",

denn

V=11 — 20y.

Hingegen ist

v=(1,0)"

keine Linearkombination der Vektoren

V1 = (07 1)t7

Uy = (07 2)t7
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denn jede Linearkombination von v; und vy hat die Form (0, x)*.
SchlieBlich kann
v =(0,0,0,0)"

auf verschiedene Weise als eine Linearkombination der Vektoren
v = (1,1,0,0), vo = (0,2,2,0)", v3 = (0,0,3,3)", vy = (4,0,0,4)"

dargestellt werden:
V= /\(12’1]1 - 67)2 + 4U3 - 3U4)

mit A € R.

3.3.4 Lineare Hiille

Die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren vy, ..., v, eines K-Vektorraums V nennt
man die lineare Hiille der v; und bezeichnet sie mit

Sp&ﬂ(’Ul,...,’Un> = {Z)\l cU; )\z € K}
=0

Entsprechend definiert man fiir eine Menge U von Vektoren span(U) als die Menge aller Line-
arkombinationen von Vektoren aus U.
Fiir jede Teilmenge U € V ist span(U) ein Unterraum von V.

Beispiel:
Betrachtet man zwei verschiedene Ursprungsgeraden g; und g, im R?, z. B.
g1:x=X(1,0,0)" go:x=X(0,1,0)", X\ €R,
so sind diese jeweils die lineare Hiille der Richtungsvektoren; hier
v = (1,0,0)", vo = (0,1,0)".

Die lineare Hiille der Vektoren v; und v, ist dann die Ebene E' = span(vy, v5), die die Geraden
g1 und g9 enthalt; hier also

E:x=X(1,0,0)"+ X2(0,1,0)", X\ €R,

bzw. E = {z : z3 = 0}.

3.3.5 Lineare Unabhingigkeit

Vektoren vy, ..., v, heilen linear abhingig, wenn es Skalare oy, ..., a,, gibt mit
a1y + -+ vy, =0

und mindestens einem «; # 0. Andernfalls heiflen sie linear unabhéngig.

Allgemeiner bezeichnet man eine Menge M von Vektoren als linear unabhéngig, wenn jede
endliche Teilmenge von M aus linear unabhéngigen Vektoren besteht. Andernfalls heifit M
linear abhingig.
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Erlauterung:

Man beachte, dass im Sinne der linearen Algebra zwar unendliche Mengen M zugelassen sind,
aber nur endliche Linearkombinationen. So ist z. B. im Vektorraum der Folgen die Menge

e=(1,1,...)% e; = (1,0,0,...)", es = (0,1,0,...)", ...

linear unabhéngig, obwohl

e = E en -

neN

Es gibt keine endliche Darstellung der konstanten Folge e mit den kanonischen Einheitsvektoren.

Beispiel:

Zwei Vektoren im R? sind genau dann linear unabhiingig, wenn keiner der beiden ein Vielfaches
des anderen ist. So sind z. B. die Vektoren (1,0)* und (1, 1)* linear unabhéngig, denn der Ansatz

a(1,0)'+4(1,1)" = (0,0)"
liefert
B=a=0.
Hingegen sind die Vektoren (0,0)" und (2, 3)" linear abhéngig, denn
(0,0)" =0(2,3)"
bzw.
1(0,0)'+0(2,3)" = (0,0)";

es existiert also eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.
Drei Vektoren u, v, w im R? sind immer linear abhingig, denn der Ansatz

au+LPv +yw =0
fithrt auf ein unterbestimmtes, homogenes lineares Gleichungssystem
auy+pur +ywy =0
OéU,Q—i‘ﬂUg + YWy = 0

fiir o, 3,7, das immer eine nichttriviale Lésung besitzt.

Beispiel:

Wie im Zweidimensionalen sind zwei Vektoren im R? linear abhingig, wenn sie parallel sind,
d.h. wenn ein Vektor ein Vielfaches des anderen ist.

Drei Vektoren sind linear abhéngig, wenn zwei Vektoren parallel sind oder wenn ein Vektor in
der von den beiden anderen Vektoren aufgespannten Ebene liegt. Beispielsweise gilt fiir

u=(1,2,-3)" v=(4,-6,2)" w=(-9,3,6)"
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6u + 3v + 2w = (0,0,0)"; die Vektoren sind also linear abhiingig.
Definitionsgeméf ist der Test fiir lineare Abhéngigkeit dquivalent zu einem homogenen linearen
Gleichungssystem

X Ty 0
)\1 Y1 + -+ /\n Yn - 0
21 Zn 0

fir die Skalare )\;. Dies zeigt insbesondere, dass vier Vektoren im R? immer linear abhingig
sind.

3.3.6 Basis

Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V' heifit eine Basis von V', wenn B linear unabhéngig und
ein Erzeugendensystem von V' ist, d.h. wenn jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung

als endliche Linearkombination .

i=1
mit b; € B besitzt.
Ist B endlich (|B| = n), so lasst sich jeder Vektor durch seine Koordinaten bzgl. der Basis
beschreiben:
vervg = (A, .., )"

Erlauterung:

Durch die Koordinatendarstellung

n
v=> Abi > vp =M, M)

i=1
den so genannten kanonischen Isomorphismus, kann man einen endlich dimensionalen K-
Vektorraum V' mit dem Vektorraum K" der n-Tupel identifizieren. Insbesondere kann man
sich also beim Studium reeller und komplexer Vektorrdume mit endlicher Basis auf die Proto-
typen R™ und C" beschrianken.
Wie man am Beispiel des Vektorraums der Polynome sieht, muss ein Vektorraum keine endliche
Basis besitzen. Es werden jedoch im Rahmen der linearen Algebra nur endliche Linearkombi-
nationen betrachtet. Dies impliziert, dass die Folgen

61:(1,0,0,...)t, 62:(0,1,07...)t,

keine Basis fiir den Vektorraum der Folgen bilden. Das Betrachten unendlicher Linearkombi-
nationen, wie sie etwa in Fourier-Reihen auftreten, liegt auf der Hand, erfordert jedoch einen
Konvergenzbegriff, also mehr als nur die bloSe Vektorraumstruktur.

3.3.7 Dimension

Besitzt ein Vektorraum V' eine endliche Basis B = {by,...,b,}, so ist die Anzahl der Basisvek-
toren eindeutig bestimmt und wird als Dimension von V' bezeichnet:
n=dmV .

Man setzt dimV = 0 fiir V = {0} und dim V' = oo fiir einen Vektorraum ohne endliche Basis.
Nach dem allgemeinen Basissatz besitzt jeder Vektorraum eine Basis.
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Beweis:

Um zu zeigen, dass die Dimension im endlichen Fall eindeutig bestimmt ist, geniigt es, die
folgende Aussage zu beweisen:
Hat ein Vektorraum eine n-elementige Basis

by, ..., by,

so sind n + 1 Vektoren vy, ..., v,41 (und damit auch mehr als n 41 Vektoren) linear abhéngig.
Wiirden namlich zwei Basen mit unterschiedlich vielen Vektoren existieren, erhédlt man einen
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren.

Die obige Behauptung kann durch Induktion nach n bewiesen werden.

Fiir den Induktionsschritt (der Induktionsanfang n = 1 ist trivial) betrachtet man die Basis-
darstellung der Vektoren v;:

Uizzfyi,jbﬁ z:l,,n—I—l
j=1

Gilt
Yir == Y%in =0,

so ist v; = 0, und die lineare Abhéngigkeit ist bereits gezeigt. Also kann man durch geeignete
Nummerierung annehmen, dass 7,41, 7 0. Ausgehend von obiger Gleichung definiert man nun

Vektoren, die sich als Linearkombination der n — 1 Vektoren by, ...,b,_1 darstellen lassen:
v =v; — Tin Vpte1, 1=1,...,n.
7n+1,n

Dass der Koeffizient von b,, verschwindet, ist leicht zu sehen. Da
vy, .., v, € Vi=span{by,... by 1},

kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhélt eine nichttriviale Linearkombina-
tion

)\1@'1++)\nv;:0
Nach Umformung ergibt sich eine Linearkombination der wv;, also die behauptete lineare
Abhéngigkeit.

3.3.8 Lineare Abbildung

Eine Abbildung L : V —— W zwischen K-Vektorrdumen V und W heifit linear, wenn sie
folgende Eigenschaften besitzt:

e Additivitéat:
L(u+v) = L(u) + L(v)

e Homogenitét:
L(A\v) = AL(v)

Dabei sind u,v € V und A € K beliebige Vektoren bzw. Skalare. Insbesondere gilt L(0y) = Oy
und L(—v) = —L(v).
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Beispiel:

Wie in der folgenden Abbildung illustriert ist, ist eine Drehung linear.

v 3v

<y

Die Summe v = vy + vy bildet mit den beiden Vektoren v; ein Dreieck, dessen Form durch die
Drehung unverandert bleibt, d.h., die Summe kann vor oder nach der Drehung gebildet werden.
Dass eine Streckung um einen Faktor A mit der Drehung vertauschbar ist, ist unmittelbar
ersichtlich.

Analog lésst sich veranschaulichen, dass auch eine Spiegelung linear ist.

Eine Verschiebung von Punkten in der Ebene ist jedoch nicht linear. Weder die Additivitét
noch die Homogenitat ist erfiillt. Fiir

T: (z1,22) = (x1+ 1, 29)

und
v = (1,0), Vg = (0,1), A=2

gilt beispielsweise

T(vy +vq) = (2,1)
T(\v) = (3,0)

(3, 1) = T(Ul) + T(’Ug)

£
£ (4,0) = \T(v).
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Beispiel:

Die folgende Tabelle zeigt einige Beispiele von Abbildungen reeller Funktionen. Dabei ist jeweils
angegeben, welche der beiden Bedingungen fiir Linearitét erfiillt sind.

Abbildung additiv | homogen
f=1r X X
f =1/ - -
fe [ f X X
f— max f - -
o (0) X | X
f+— (max f + min f)/2 - X

Ein Beispiel fiir eine Abbildung, die additiv aber nicht homogen ist, ist die Abbildung 7', die
einer komplexwertigen Funktion ihren Realteil zuweist. Hier gilt T'(if) # iT(f).

3.4 Vektoren

3.4.1 Kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und im Raum

Ein rdumliches kartesisches Koordinatensystem besteht aus 3 sich in einem als Ursprung be-
zeichneten Punkt O senkrecht schneidenden Zahlengeraden (Achsen), deren Orientierung gemés
der in der Abbildung veranschaulichten ,, Rechten-Hand-Regel“ gew&hlt ist.

x3-Achse Mittelfinger

't
N

S5

x1-Achse xo-Achse  Daumen Zeigefinger

Ein Punkt X wird durch seine als Koordinaten x; bezeichneten Werte der Projektionen auf die
Achsen festgelegt: X = (1, x2, 23). Verwendet man keine Indexschreibweise, so bezeichnet man
die Koordinaten {iblicherweise mit (x,y, z) und die Zahlenachsen als z-, y- und z-Achse.
Analog definiert man ein ebenenes kartesisches Koordinatensystem.

3.4.2 Vektoren im Raum

Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke:
i= PO

bezeichnet den Vektor vom Punkt P zum Punkt ). Alternativ kann ein Vektor als Parallel-
Verschiebung des Raumes interpretiert und mit einem Pfeil identifiziert werden.
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Py —a
P a
a

Q2
Q1

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, stellen gleichlange Pfeile mit gleicher Richtung den

e
gleichen Vektor dar, P} = P»(Qs. Die spezielle Darstellung bezogen auf den Ursprung des
Koordinatensystems wird als Ortsvektor bezeichnet und definiert die Koordinaten des Vektors:

3]
—
OA = a9
as

Die Koordinaten von @ lassen sich ebenfalls als Differenz der Koordinaten der Punkte () und
P berechnen. Schliefllich wird mit
00 = PP =0

der Nullvektor bezeichnet.

3.4.3 Addition von Vektoren

Die Summe von zwei Vektoren entspricht der Hintereinanderschaltung zweier Verschiebungen,

PR=PQ+QR.
Q

P c R
Fiir die Koordinaten gilt entsprechend
. aq bl a; + bl
C=d-+0b= as + by = az + by
as b3 as + bg

Mit b 5D

wird die zu a@ = P@ entgegengesetzte Verschiebung —a bezeichnet. Insbesondere gilt
i+ (—d)=0, a+0=a.
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Beispiel:

Unter einer schiefen Ebene versteht man eine Ebene, die gegen die Horizontale geneigt ist. Wie
man in der Abbildung sehen kann, lédsst sich die Gewichtskraft f; in zwei senkrecht zueinander
stehende Komponenten zerlegen (Zerlegung einer Kraft mit Hilfe des Kréafteparallelogramms):

JFG:]?N‘F]FH-

Senkrecht zur schiefen Ebene wirkt die Normalkraft fN. Parallel zur schiefen Ebene wirkt
abwiérts die beschleunigende Hangabtriebskraft fg.

3.4.4 Skalarmultiplikation

Der Vektor sa entspricht einer s-fachen Verschiebung, d.h.

aq Saq
S a9 = SQo
as Sas
Speziell ist 0d = 0.
SA9 H---------"-""""—"—"-— -
|
|
:
ag {--------------g ‘ sd !
| |
| |
a | |
| |
1 1 >
aq Saq

3.4.5 Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Die Seitenhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich im Schwerpunkt S mit dem Ortsvektor

. 1<4+5+4>
S=—=1a cC]l .
3
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C

M, M,

A M. B

Um dies zu verifizieren schreibt man die Ortsvektoren der Punkte auf der Seitenhalbierenden
AM, in der Form

1—)
ﬁ:d+t(ma—6):6+t<§b+ 5—@’), telo,1].

Fiir t = 2/3 ist p = §; der Schwerpunkt teilt also AM, im Verhéltnis 2 : 1. Entsprechendes gilt
fiir die Seitenhalbierenden BM;, und C'M,.

3.4.6 Betrag
Der Betrag von a = @ ist die Lange des Pfeils von P nach @) bzw. von O nach A, d.h.,

@l = y/ai + a3 +a3.
Insbesondere ist |sa| = |s||d].

Ein Vektor mit Betrag 1 wird als Einheitsvektor bezeichnet. Man benutzt die Schreibweise
Y=v//|v] fiir einen normierten Vektor.

Beispiel:

Der Betrag des Vektors
4
=| -1
8

ST

ist |d] = /16 + 1 + 64 = 9. Dividiert man durch diesen Betrag, beziehungsweise die Lange, so
erhélt man den Einheitsvektor

) 4/9
@=2=1 -1/9
|d| 8/9

3.4.7 Dreiecksungleichung

Fiir eine Summe zweier Vektoren gilt

— —

ja +bf < [al] + [b]

mit Gleichheit genau dann, wenn @ und b parallel sind, d.h. a = sb.
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ST
S

Sl
+
S

3.4.8 Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist durch
a-b = |alb|cos<(a,b)
= a161 + CLQbQ + CL3b3

definiert. Insbesondere ist
a-a=|d|
und . .
a-b=0 < alb.
Aus der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes folgt
i-b="0b-a

sowie
(sd’+rb> =sG-+7b-C,

d.h. es gelten die fiir Produkte iiblichen Rechenregeln.

Beispiel:
Das abgebildete Dreieck besitzt die Eckpunkte
A=(6,0), B=(4,4), C=(0,0)

und es ist

C . A
b
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Der Winkel ~ 148t sich mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen:
4\ (6
4 0 o241
CONG)E ™=
4 0

Man erhilt v = 7/4, wie auch unmittelbar aus den Koordinaten ersichtlich ist.
Anhand des betrachteten Beispiels kann auch der Kosinussatz iiberpriift werden. Es gilt

cosy = ’

A% — |a|> — |b]* = 20 — 32 — 36 = —48,
was mit
—2[d||b| cosy = —2 (4v/2) 6/v/2

ubereinstimmt.

3.4.9 Kreuzprodukt
Der Vektor

—

c=axb
ist zu @ und b orthogonal, geméfl der ,, Rechten-Hand-Regel* orientiert und hat die Lédnge

—,

& = |al|b] sin(«(@, D)),
die dem Flicheninhalt des von den Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms entspricht.

Mittelfinger
A

Ol

S

Zeigefinger

Daumen

Insbesondere gilt @ x b = 0 fiir @[|b und |@ x E‘ = |5H5| fiir @Lb.
Alternativ lasst sich das Vektorprodukt durch

(12b3 — a362
axb= a3b1 — a1b3
aiby — azby

definieren.
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Beispiel:
Als Beispiel wird das Kreuzprodukt der Vektoren

4 2
a= -1 , b= 1
1 2
berechnet. Man erhalt
. (-1)-2—-1-1 -3
C=axb= 1-2—-4.2 = —6
4-1—-(-1)-2 6

Bildet man die Betrdge, so ldsst sich mit der alternativen Definition des Kreuzproduktes der
Winkel zwischen den Vektoren bestimmen:

sin <((a@b) = _W_, =
jallel 3

2l
Sl

—,

impliziert <(ab) = 7.

3.4.10 Lorentzkraft

Auf ein Elektron mit der Ladung —e, das sich mit der Geschwindigkeit ¢ in einem Magnetfeld
b bewegt, wirkt die Lorentzkraft o

f=ebxv.

Dies bewirkt bei der abgebildeten Versuchsanordnung eine Auslenkung des stromdurchflossenen
Leiters in Richtung f.

+

3.4.11 Spatprodukt
Das Spatprodukt

[E[, g, Ej =da- (6 X E) = (ll(bQC?, — bgCQ) + CLQ(bgCl — blcg) + a3(b102 - bgcl)
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stimmt bis auf Vorzeichen mit dem Volumen des von den drei Vektoren d, g, ¢ aufgespannten
Spats tiberein. Es ist positiv, wenn die Vektoren a, b, ¢ geméfl der Rechten-Hand-Regel orientiert
sind.

Mit Hilfe des e-Tensors lasst sich das Spatprodukt auch in der Form

3
[EL', 5,5] = Z €ijkibjc

i k=1

schreiben.

Beispiel:

Als Beispiel wird das Spatprodukt der Vektoren

8 ) 1 6
i=(3), bs=|5]|, ée=|7
4 9 2

berechnet. Zunéchst bildet man dazu das Kreuzprodukt

B 5-2—-9-7 —53
bxc=1| 9-6—-1-2 | = 52
1-7-5-6 —23
Das Skalarprodukt mit @ liefert dann
. 8 —53
b= 3 52 | = —360.
4 —23

3.5 Geraden und Ebenen

3.5.1 Punkt-Richtungs-Form

Die Punkte X auf einer Geraden durch P mit Richtung « lassen sich in parametrischer Form
durch

PX —ti, teR

darstellen.

170 % http://www.mathematik-online.org/



3.5. GERADEN UND EBENEN

Entsprechend gilt

vy =p;+tu;, 1=1,2,3,

fiir die Koordinaten des Ortsvektors Z.

Beispiel:

Die Abbildung veranschaulicht die Punkt-Richtungs-Form einer Geraden g mit Aufpunkt P =

(1,3) und Richtung @ = ( _21 > Der markierte Punkt X der Geraden hat den Parameterwert
=3/2.
1
P
3r i 3 ]
Ch G
2r ]
X
S 1

1r P=1 3 ]

= 1 n 3\ 4
0 1 3 -1.5 ) \ 15
-1 0 1 2 3 4 5 6

Eine Parametrisierung der Geraden ist

- (1 2
g.x—<3)+t<_1), teR.

3.5.2 Zwei-Punkte-Form

Die Punkte X auf einer Geraden durch zwei Punkte P # @ lassen sich in der Form
PX =tPQ, t€R,

darstellen. Die Parameterwerte ¢ € [0, 1] entsprechen dabei der Strecke PQ.
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Entsprechend gilt

fiir die Koordinaten des Ortsvektors 7.

Beispiel:

Fiir t € [0,1] teilt der Punkt X die Strecke PQ bei der Zwei-Punkte-Form im Verhiltnis
t : (1 — t). Insbesondere entspricht der Mittelpunkt zwischen den Punkten P und ) dem
Parameterwert ¢t = 1/2.

P
3t ]
X
ol . (1 ]
7= ()
17 Q:(571)A
=1\ 3 2l1-3 )7\ 2
O 1 5 3 1 5 6

Eine Parametrisierung der abgebildeten Geraden ist

L (1 5—1
g.x—(3>+t<1_3)7 teR

3.5.3 Momentenform

Die Punkte X auf einer Geraden durch P mit Richtung  lassen sich durch
PX xii=0

beschreiben.
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Entsprechend gilt fiir den Ortsvektor

Fxid=¢ C=pxi.

Beispiel:

Die Momentenform einer Geraden kann verwendet werden, um festzustellen ob ein gegebener
Punkt X auf einer Geraden liegt. Fiir das abgebildete Beispiel ergibt sich fiir den Punkt X;

5) 1 2
PX, xu = 1 ]1-—-1 3 X -1
0 0 0
4 2
= -2 X -1
0 0
0
= 0 =0

Fiir den Punkt X5 erhélt man hingegen

SN 2.5 2
PXo xu = —2 X -1
0 0
0 0
= 0 = 0o | #0
2.5 (=1)—2-(-2) 1.5

H\zfg http://www.mathematik-online.org/ 173



KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA UND GEOMETRIE

4
P=(1,3) 9
() |
|PX2 X ﬁ‘
2t . ]
PX;
—_—
1r PX2 1= (571) 1
Xy = (3.5,1)
O L L L L L L L
—1 0 1 2 3 4 5) 6 7

3.5.4 Abstand Punkt-Gerade
Die Projektion X eines Punktes @) auf eine Gerade durch P mit Richtung « erfiillt

]7)?:75@’ t:w_

—

jaf?

Daraus ergibt sich der Abstand als

Beispiel:
Projiziert man den Punkt () = (3,3, 3) auf die Gerade

2 1
g I+t 1
3 1
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erhélt man als Projektion den Punkt mit Ortsvektor

3 9 1
, 3= 1 1 )
I (e LR 3 3 1
r=p-+ |ﬁ|2 U ; + 112412 X
2 1-1+2-140-1 (1 3
3 3 1 4
Der Abstand ist
1 1
2 X 1
0 1 2402+ (0—1)2+(1—2)2
. :\/(+>+( -2 5
/3 3

in Einklang mit

()@}:\/(3—3)2+(3—2)2+(3—4)2:\/§.

3.5.5 Abstand zweier (Geraden
Der Abstand zweier durch die Punkte P, ) und Richtungen u, v gegebener Geraden ist

PG, a7

|t x U

d —

)

falls 4 |f U. Fiir parallele Geraden gilt

Man bezeichnet zwei Geraden als windschief, wenn sie nicht parallel sind und einen positiven

Abstand haben.
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3.5.6 Flugkorridore

Geht man von den vereinfachenden Annahmen aus, dass Flugzeuge auf direktem Weg vom
Start zum Ziel fliegen und die Flugbahn aus Geradenstiicken besteht, so erhélt man fiir einen

Flug von Stuttgart (S) nach Kopenhagen die Steigflugbahn

8
g:ﬁzs 16 |, s€]0,8]
1

und fiir einen Flug von Frankfurt (F) nach Kairo

34
hoFX=t| —31 |, te[03].
4

Legt man den Koordinatenursprung nach Stuttgart, so hat Frankfurt die Koordinaten F' =
(=50, 150, —1/4), gemessen in Kilometern. Die beiden Flugbahnen haben somit einen Abstand

von

—50 0 8 34
150 | =1 0 : 16 | x| =31
—1/4 0 1 4
d =
8 34
16 X —-31
1 4
—50 95
150 | - 2
B —1/4 —792 4252
- VOZ + 22+ 7922 /636203
300
Kopenhagen
200} 1
Frankfurt
100} 1
0 |
Stuttgart
Kairo
—100 —100 0 100 200 300
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3.5.7 Parameterdarstellung einer Ebene

Punkte X auf einer Ebene durch P, die von zwei nicht parallelen Richtungen @ und v aufge-
spannt wird, erfiillen

]?X):sﬁ—i-tﬁ, s,t e R.

e

T, =p;+su; +tv, 1=1,23.

@)

Entsprechend gilt

fiir die Koordinaten des Ortsvektors 7.

Beispiel:

Eine Ebene E sei gegeben durch den Punkt P = (1,2,3) und die Vektoren @ = (2,0,0)" und
7=(1,1,1), d.h.

1 2 1
E:2=|2 |+s| 0 |+t 1], steR
3 0 1

Dann liegt X = (1, 1,2) auf der Ebene, denn es gilt

0

1
PX=|-1|=za+(1)7
2
—1
-1
Andererseits liegt X = (0,0,0) nicht auf der Ebene, denn es ist P*)(2 = | —2 | und das Glei-
-3
chungssystem
2 1 —1
s1O0)+t|1)=1]-2
0 1 -3

hat keine Losung, wie man an der zweiten und dritten Zeile sehen kann.
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3.5.8 Hesse-Normalform einer Ebene

Der Ortsvektor Z eines Punktes X auf einer Ebene durch P orthogonal zu einem Normalen-
vektor 7 erfiillt

Z-i=d, d=p-7.

Bei der Normalform wird dabei |77] = 1 und d > 0 angenommen. In diesem Fall ist d der
Abstand der Ebene zum Ursprung.

Beispiel:
Eine Ebene E sei gegeben durch den Punkt P = (1,2, 3) und den normierten Normalenvektor
2
1
1
Es ist
1 2
1
3 1
d.h. die Ebene hat die Normalform
2 2 1
E: - = —r3=3.
3371 + 3372 + 3Q33

Dann liegt X = (4,0,1) auf der Ebene, denn es gilt
Lo 1
x'n:§(8+0+1):d.

Andererseits liegt X = (0,0, 0) nicht auf der Ebene, denn es ist

Fii=0#d.
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3.5.9 Umrechnung zwischen Ebenendarstellungen

Eine Ebene E sei gegeben durch die Punkte
P=(7,2,0), Q@=(1,-6,2), R=(-1,-8,3),

7 1 —1
E:li—|2].72-|-6]|,7z=-[-8]]| =0
0 2 3

Zwei Richtungen, die die Ebene aufspannen, erhélt man als Differenzen der Ortsvektoren p, ¢
und 7 :

—6 -8
i—PO=|-8|, 5=PB=|-10
2 3
Damit ist eine Parameterdarstellung der Ebene
7 —6 -8
E:7=12]+s|-8|+t|-10], s,teR
0 2 3
Ein Normalenvektor ist
—24 + 20 —4
n=uxv=|-16+18]) =1 2
60 — 64 —4
Normierung ergibt
—4
i"=c| 2], oce{-1,1}
—4
Fiir die Hesse-Normalform muss o so gewéhlt werden, dass
—2/3
d=0(7,2,0) | 1/3
—-2/3
nicht negativ ist, also ¢ = -1. Damit erhélt man
2 1 2
E:-z—- —x3=4
3961 3I2 + 3$3

3.5.10 Abstand Punkt-Ebene

Der Lotvektor eines Punktes () auf eine Ebene E durch P mit Normalenvektor 7 ist

Seine Lange

wird als Projektion von @) auf E bezeichnet.
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Beispiel:
2

Fiir die Ebene durch den Punkt P = (1,2,3) mit Normalenvektor 77 = | 1 | soll der Abstand
2

d des Punktes @ = (3,2, 3) sowie die Projektion X auf die Ebene bestimmt werden.

Zunachst ist
2
PO= (0], PO-ii=4, |i|=3.
0

Damit erhalt man

4 4
XO==|[1], a=2
9 9 3
und errechnet schliefilich
19
F—q—XO—~|14
19

3.5.11 Schnitt zweier Ebenen

Der kleinere der beiden Winkel ¢ € [0, 7/2] zwischen zwei Ebenen mit Normalenvektoren 77; ist

durch |

2|

St
St

1

cos p =

St

1[[722]

=

eindeutig bestimmt und
U =1y X My

ist die Richtung der Schnittgeraden g. Einen Punkt P auf g kann man durch Schnitt mit einer
der Koordinatenebenen bestimmen und erhéalt dann
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als Parameterdarstellung von g.

Beispiel:
Fiir die zwei Ebenen, die jeweils durch die Punkte P, = (1,2,0), P, = (0,1, 3) und die Norma-
lenvektoren
ﬁl - —1 5 ﬁz - —]_
0 1

definiert sind, soll der der Winkel ¢ zwischen den Ebenen und die Schnittgerade der Ebenen
bestimmt werden.

Es ist I
COSSO — |n1 : n2| = l
7|7 2
und damit
p=m/3.
Weiterhin ist
-1
U=11 X1s=|—1
—1

die Richtung der Schnittgeraden g. Um einen Punkt X auf g zu bestimmen, geht man von den
beiden Ebenengleichungen aus:
Ey : @ -7y, = py, - i,
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d.h.
El X1 — T = —1

E22—$2—|—.CE3:2.

Wahlt man x5 = 0, ao folgt 1 = -1 und x3 = 2. Eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden
ist somit

—1 —1
g: =10 | +t|-1], teR
2 —1

3.6 Quadratische Kurven

3.6.1 Ellipse

Fiir die Punkte P = (z,y) auf einer Ellipse ist die Summe der Absténde zu zwei Brennpunkten
F, konstant:

— —
|PF_| + |PF+| = 2(1

y
A

—
mit 2a > [F_F.|.

Ist F, = (£f,0), so gilt fiir die Koordinaten

? oy ) 2 2
ﬁ + b_2 = 17 b*=a” — f 3
und )
2 _ b
1 —(f/a)?cos?
fiir die Polarkoordinaten der Punkte P.
Eine Parametrisierung der Ellipse ist

r

r=acost, y=bsint

mit ¢ € [0, 2).
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Beweis:

Die Aquivalenz der Darstellungen kann man durch direktes Nachrechnen iiberpriifen.
Um zu zeigen, dass

S G —
|PF |+ |PF,| =20 += —+2% =1, R=a-f
a

quadriert man

20—+ Py =V [P+

>0

und erhélt die zur linken Gleichung dquivalente Beziehung

4a* +4xf = 4a/(x + f)2 + 2.
———
>0
Erneutes Quadrieren nach Division durch 4a liefert
2

a2+2xf+%x2:x2+2xf—l—f2+y2.

Mit Substitution von f? = a? — b? ergibt sich nach Umformung die Koordinatenform.

Zur Herleitung der Polarform
62
2

T 1 (f/a)zcos?y
multipliziert man mit dem Nenner und beriicksichtigt

r

Damit folgt

und Division durch b2 ergibt die Koordinatenform.

Beispiel:

Als Beispiel wird eine Ellipse mit den Brennpunkten Fy = (4+2,0) durch den Punkt P = (2, 3)
konstruiert.
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Zunéchst berechnet man dazu die Abstandssumme von P zu den Brennpunkten:
20=3+V32+42=38.
Die Léange der anderen Halbachse erhélt man aus
b=+/a?— f2=116—4=2V3.

Damit ist

die Gleichung der Ellipse.

3.6.2 Brennpunktstrahlen

Bei einer Ellipse werden Brennpunktstrahlen in Brennpunktstrahlen reflektiert.

Zum Beweis wihlt man als Hilfspunkte das Spiegelbild R des Brennpunkts F, an der Tangente
g und einen beliebigen Punkt () # P auf g. Da @) auflerhalb der Ellipse liegt, ist

2a = |PF’| +|PF;| < |QF | +|QFy]|.

Ersetzt man die Strecken PF, und QF, durch ihre Spiegelbilder, so erhélt man
s —
IPF’| + [PR| < |QF| + QRI,

und folglich miissen F_, P, R auf einer Geraden liegen. Damit ist <(F_PQ) = «.

Diese Spiegelungseigenschaft wird bei der Zertriimmerung von Nierensteinen ausgenutzt. Die
Strahlen aus einer radialen Quelle im Brennpunkt /' koénnen durch einen elliptischen Reflektor
im Brennpunkt F'; gebiindelt werden.

3.6.3 Parabel

Die Punkte P = (z,y) auf einer Parabel haben von einem Brennpunkt F' und einer Leitgerade
g den gleichen Abstand.
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Ist = (0, f) und g: y = —f, so gilt fiir die Koordinaten
4fy = 2*

und

Afsinp
T =
cos? p

fiir die Polarkoordinaten der Punkte P.

Beweis:

Die Aquivalenz der Darstellungen ist offensichtlich. Durch Gleichsetzen der quadrierten

Absténde,
PEP =22+ (y— f)? = (y+ f)? = (dist(P, 9))*

erhalt man die Koordinatenform. Substitution von
T=7rcosp, Yy=rsiney

fiihrt auf die Polarform.

3.6.4 Satelliten-TV

Bei einer Parabel werden parallele, senkrecht zur Leitgerade einfallende Strahlen im Brennpunkt
gebiindelt. Dies wird bei Satellitenschiisseln und Teleskopen ausgenutzt, um einfallende Signale
zu verstérken.
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Zum Beweis bemerkt man, dass

reear=((5)-(7))+((5)-(5))=(5)

parallel zur Richtung der Tangente im Punkt P,

( 1?/(12f) ) ’

[FP| = QP

folgt daraus die Gleichheit der Winkel <t(F, P, R) und <(R, P, @), wobei R den Schnittpunkt
der Tangente mit g bezeichnet.

ist. Da

Beispiel:

Als Beispiel wird die Position des Receivers fiir eine Satellitenschiissel mit Durchmesser 2r = 1
und Hohe gleich 0.2 bestimmt. Dazu setzt man ©x = r = % und y = 0.2 in die Parabelgleichung

4fy = 2

ein und erhélt
f_a:Z_ /4 5
T4y 4-02 16

als Abstand des Receivers vom Scheitelpunkt der Parabel.

3.6.5 Hyperbel

Fiir die Punkte P = (z,y) auf einer Hyperbel ist die Differenz der Abstéinde zu zwei Brenn-
punkten Fl konstant:
|PE’| — |PF,| = +2a

—
mit 2a < |F_F,|.
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und )
9 b

1= (f/a)?cos?y
fiir die Polarkoordinaten der Punkte P. Die Asymptoten haben die Steigung +b/a.
Parametrisierungen der Hyperbeléste sind

x = *acosht, y =Dbsinht

mit ¢t € R.

Beweis:
Die Aquivalenz der Darstellungen kann man durch direktes Nachrechnen iiberpriifen.
Um zu zeigen, dass

PF/|— |PFi| =420 = — Y 1 p=s_4a,

quadriert man
VE+ )Py E2a=/(z - f)?+y?

>0

und erhélt die zur linken Gleichung dquivalente Beziehung

4a® +daf = *dar/(z + f)2 + 42,
————

>0
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Erneutes Quadrieren nach Division durch 4a liefert

2
a2+2xf+%x2:x2+2xf—i—f2+y2.

Mit Substitution von f? = a? + b? ergibt sich nach Umformung die Koordinatenform.
Zur Herleitung der Polarform
r? = — r
1= (f/a)?cos®p
multipliziert man mit dem Nenner und berticksichtigt

2® = (2% + y®) cos® p.

Damit folgt
a+b

2?4yt - ——a" = -
a

und Division durch —? ergibt die Koordinatenform.

3.6.6 Navigation

Zur Bestimmung der Position P eines Schiffes werden die Zeitdifferenzen 2a;; beim Empfang
von synchronen Radiosignalen von verschiedenen Sendestationen F; verglichen. So léasst sich P
als Schnittpunkt der Hyperbeln mit Brennpunkten F}, Fj, bestimmen.

Als konkretes Beispiel wird
Fy = (=2,0), F, =(2,0), F3=(0,-3), F,=(0,3)

und a; 2 = as4 = 1 gewéhlt. Die entsprechenden Hyperbelgleichungen sind

:17 )

,
3 vog =l
und man erhélt
y 32 o 27
T Ty YT a3

fiir die Koordinaten der moglichen 4 Schnittpunkte S;.

Wie auch aus der Abbildung ersichtlich ist, existieren vier Losungen. Bei der Navigation ist
dies unproblematisch, da ein Kapitdn wissen sollte, wo sich sein Schiff ungefahr befindet, d.h.

welches die relevante Losung ist.
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3.7 Aufgaben und Test

3.7.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (Online-Nummer 232):

Ein Fluss hat die Breite b = 200m und eine iiberall gleiche Stromungsgeschwindigkeit von
2km/h. Vom linken Ufer startet ein Boot mit der Eigengeschwindigkeit 10 km /h. Unter welchem
Winkel muss es ablegen, um

a) genau an der gegeniiberliegenden Stelle anzukommen?
b) 1km fluBabwirts anzukommen?

c) das andere Ufer moglichst schnell zu erreichen? An welcher Stelle des rechten Ufers kommt
es dann an?

Aufgabe 2 (Online-Nummer 243):

Zeigen Sie, dass sich in einem Tetraeder die Verbindungsstrecken zwischen den Ecken und den
Schwerpunkten der Gegenflachen in einem Punkt (Schwerpunkt des Tetraeders) schneiden und
im Verhéaltnis 3 : 1 teilen.

Aufgabe 3 (Online-Nummer 223):

Beweisen Sie:
,Die Summe der Quadrate iiber den Seiten eines Parallelogramms ist gleich der Summe der
Quadrate iiber den Diagonalen (,,Parallelogrammgleichung* ).“

Aufgabe 4 (Online-Nummer 18):
Berechnen Sie auf moglichst einfache Weise:

()G e G- G)()
()G )-(2))- () ()

Aufgabe 5 (Online-Nummer 424):
Welche Bedingungen miissen a, g, ¢ und r erfiillen, damit die Gleichungen

i i=r, bxi=~¢

Losungen 7 besitzen? Bestimmen Sie die Losungsvektoren in Abhéingigkeit von r fiir

1 ~1 0
i=|21], b= -3 |, é=[ -2
1 1 1
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Aufgabe 6 (Online-Nummer 389):
Bestimmen Sie fiir das Dreieck 7" mit den Eckpunkten (2,2,1), (1,2,2), (1,1,1)

a) den Flicheninhalt,

b) alle Winkel,

c) die Hesse-Normalform der Ebene, die T" enthélt,

d) eine orthonormale Basis mit einer Achse senkrecht zu 7'

Aufgabe 7 (Online-Nummer 230 Variante 1):
Zeigen Sie, dass die beiden Geraden

1 1 0 3
g1: T = 0 +t] 2 und go: T = 1 +t] 2
0 3 1 1

windschief sind, und berechnen Sie ihren Abstand sowie die Punkte P € g1, Q) € g9, zwischen
denen der Abstand angenommen wird.

Aufgabe 8 (Online-Nummer 339):
Bestimmen Sie alle Geraden, die von den Punkten

(0,0), (1,3), (6,10)
den gleichen Abstand haben.

Aufgabe 9 (Online-Nummer 246):
Gegeben sind die Punkte

A=(1,0,2), B=(4,3,0), C=(0,6,5) und D =(7,0,8).
a) Wie viele Ebenen gibt es, die von diesen Punkten den gleichen Abstand haben?
b) Fiir welche dieser Ebenen ist der gemeinsame Abstand am kiirzesten?

Aufgabe 10 (Online-Nummer 247):
Gegeben sind die Ebene E; und die Gerade g¢;:

0 4
Ey: Txy + 4xg + 43 = 4, g:r=111+t]| 1 , teR.
0 -8

a) Bestimmen Sie die Ebene FEs, die g; enthélt und zu E; senkrecht ist.
b) Geben Sie die zu F5 senkrechte Ursprungsgerade g, an.
c) Welche Ebenen haben zu Ey den Abstand 17 Schneiden Sie diese Ebenen mit E; und gs.

d) Welche Punkte haben sowohl von FEs als auch von E; den Abstand 17 Welche Punkte
haben von Es und von go den Abstand 17
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Aufgabe 11 (Online-Nummer 343):
Bestimmen Sie die Ellipse mit den Brennpunkten (42, 0), die durch den Punkt (3, 1) verlauft.

3.7.2 Test
(Online-Test Nummer 97 enthélt Aufgaben mit Varianten)

Aufgabe 1:

Losen Sie das lineare Gleichungssystem.
3I1 + 2&32 — 6;?3 =1
ry — To + 21’3 =

4?[71— ZE2—31'3:3

Losung:

vp=[_ |, wm=[_ | wy=[_ ]

(auf drei Dezimalstellen runden)

Aufgabe 2: o
Im Parallelogramm ABC'D bezeichne M den Mittelpunkt der Strecke BC' und S den Schnitt-
punkt der Strecke AM mit der Diagonalen BD.

a) In welchem Verhiltnis teilt S die Diagonale BD?

b) In welchem Verhéltnis steht die Fléche des Parallelogramms ABC'D zur Fléche des Drei-
ecks BMS?

D C

A B
Antwort: (Angabe mit natiirlichen Zahlen in vollstéindig gekiirzter Form)

a) Das Verhiltnis BS : SD betragt [ [ |
b) Das Verhiltnis Fliche BM S : Fliche ABCD betragt [ [ |

Aufgabe 3:
Bestimmen Sie fiir die Vektoren
1 . —2 2
a=\|-3|, b=|1], =14
2 0 5
a)a-b, b)(=b)xd c)(@xbxc d)I[Eba

Antwort:

) b)) (I ). o (1, a4 ]
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Aufgabe 4:
Bestimmen Sie fiir das Dreieck mit den Eckpunkten

A=(2-1,2), B=(-1,5-1), C=(0,1,2)

alle Seitenldngen, den Winkel 4(1@ , fﬁ) und den Flicheninhalt.
Antwort:

[AB|' L [BO]' -] |AC|'<J <(AB,AC)=r/]
Quadrat der Dreiecksflache: [ ]

Aufgabe 5:
Gegeben seien die Punkte P = (0,3,—-2), @ = (3,7,—1) und R = (1,—3,—1), die Gerade ¢;
durch P und ) und die Gerade gy durch R mit dem Richtungsvektor

1
v=10
1

Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P von der Geraden g, sowie den Abstand der Geraden
g1 von der Geraden ¢s.

Antwort:

Abstand von P zu go: [ ]

Abstand von g; zu go: [ ]

Aufgabe 6:
Gegeben sei die Ebene
—1 1 1
E: =11 |+4+al|2]+5]|0
1 0 1

a) Bestimmen Sie die Gleichungsdarstellung der zu E parallelen Ebene F' durch den Punkt
A=(-4,2,2).

b) Welcher Punkt B der Ebene E besitzt den kleinsten Abstand zum Punkt A und wie grof3
ist dieser Abstand?

c) Zeigen Sie, dass der Punkt C' = (—3,0,4) in der Ebene F liegt und die Punkte A, B, C' ein
gleichschenkliges Dreieck bilden. Bestimmen Sie die Léngen der Seiten, alle Innenwinkel
und die Flache des Dreiecks.

Antwort:

a) I 2z+ Y+ e =| |
b) B = <y N \), Abstand: [ ]

2 2 2
¢) [AB[' =, |BE) =, |CA =
S(ABC) = /[, <(BCA) = n/— 7, <(CAB) ==/ ]
Dreiecksfliche: [ |/[ ] (Angabe als vollstiandig gekiirzter Bruch).

192 % http://www.mathematik-online.org/



3.7. AUFGABEN UND TEST

Aufgabe T:
Gegeben sei die Gerade

und der Punkt P = (2,—1,1).
a) Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Geraden g.

b) Ermitteln Sie die Gleichungsdarstellung der Ebene E, die durch die Punkte A = (0, 1,1),
B =(1,2,2) und C' = (1,0, 1) aufgespannt wird.

c) Sei F' die durch die Gerade g und den Punkt P aufgespannte Ebene. Unter welchem
Winkel schneiden sich die Ebenen E und F?

d) Berechnen Sie das Volumen des von A, B, C'und D = (—3,0, 1) aufgespannten Spats.

Antwort:

a) Quadrierter Abstand: [ |

b) E: x+| W+ |z = |
c) Schnittwinkel: 7/[ .
d) Volumen:|[ ]
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Anhang A

Downloads

Zu einigen Themen, die in diesem Kurs behandelt werden, stehen in der Online-Version Down-
loads zur Verfiigung. Diese sind nachfolgend aufgelistet.

e Abschnitt 2.2.2:
MATLAB-Programm zur Visualisierung der Koch Schneeflocke (Dateityp .m)

e Abschnitt 2.5.10:
MATLAB-Programm zum Newton-Verfahren (Dateityp .m)

e Abschnitt 3.2.7:
MATLAB Programm zum Riickwérts-Einsetzen (Dateityp .m)
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