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1. Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen
el, kyb

Bitte unbedingt beachten:

e In dieser Klausur konnen bis zu 44 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 (7 Punkte):

i’lz.iEg

j]g = I —€t.

(20 w0-( )

Das charakteristische Polynom von A ist P(\) = A\? — 1, also hat A die Eigenwerte A\; = 1 und
Ay = —1, jeweils mit der Multiplizitét 1.

Die Losung des homogenen DGLS schreibt sich dann xp,(t) = ( Zl > el + ( by > et
2

Durch Einsetzen von zy(t) im homogenen DGLS erhélt man nach Koeffizientenvergleich a; = as
und b; = —bs, also ist die homogene Lsung

el et
xh(t)Za(et)+b(—et)’ a,beR.

t —t
Daraus ergibt sich die Wronskimatrix X (¢) = ( 2,5 6,15 ) , deren Determinante W (t) = —2 #

0 ist.

Fiir die Speziallosung des inhomogenen DGLS macht man den Ansatz z4(t) = X (t)c(t), wobei
t

clt) = | X1(s)5(s)ds.
0

ot —t
Zur Bestimmung von ¢(t) berechnet man zunéchst X ~*(¢) = —3 Eet eet ) .
_t
Damit findet man ¢(t) = ( 120 ? ) und somit die Speziallosung
1 1
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bt Lt 1t
x5<t) = %€t+ %et Llle—t .
—56 — 4_16 _'_4_16

Zusammen mit der homogenen Losung ergibt das die allgemeine Losung des DGLS

£(t) = m(t) + 24(t) = ( Eiiffgiifgi%?ﬁ) abeR.

Aufgabe 2 (6 Punkte):

1
i(z) = a@)e x € (0,1)
w0) = 0
u(l) = 0
Losung:
Substitution y(z) = u(x)
, _ 1
y(o) = 4y3(x)
y(0) = 0.

Trennung der Variablen:

4 4
:>u(:p)::ng:5x4, u:(0,1) - R.
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Aufgabe 3 (7 Punkte): Wegen f(co) # 0 kann man den Ansatz

z+0b
(z) = czj—d
machen. Es gilt
FO) =3 f0)=3, fi)=1-1
Daraus folgt
b 4 140 . 1+D
“d 3 ctrd T di+d

de+4d=3+3b, 3d=b, (1—i)(ci+d)=1i+b

Einsetzen der 2. Gleichung in die 1. und 3. Gleichung liefert

4¢ —5d =3 (1 +1)
(I+i)e—2+i)d=1i| -(—4)

Addition liefert nun
(=50 —5+8+4+4i)=3+3i—4i <= 3—-i)d=3—1i <= d=1.

Einsetzen liefert
3d=b=0b=3

und
4e+4d=34+3b=—=4c+4=3+9=12 = c= 2.
Damit ist 43
z
f(2) 1

Aufgabe 4 (8 Punkte): 1. Losungsweg:
Der Rand kann in 4 Teile C4, Cs, Cs, Cy zerlegt werden, diese werden durch

Ci(t)=(1,-14+t)T € [0,2]
Cy(t) = (=1,1—(t—4))" : te[4,6]
C4<t) = (_1+(t_6)7_1)T [678]
aufeinanderfolgend parametrisiert.
Anmerkung: Die Parametrisierung
Ci(t)=(1-2t,D)" : te]0,1]
Cot) = (=1,1=2t)T : t€]0,1]
C3(t) = (=1 +2t,-1)T . t€]0,1]
Cy(t) = (1,-1+2)" : te|0,1]
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ist auch O.K.
Es gilt

fama (V)T Lmm (V)

Die Tangentialvektoren an die Parametrisierungen sind gegeben durch

0 -1 0 1
(1>anC’1, (O)ancg, (_1>anC’3, (O)anC’4
Dabher ist

[ statenas - /021+t—1 i

= /11 1j32 ds = arctan(1) — arctan(—1) = % — _Tﬂ = g
Ebenso sind
4

[ saenis = [ g

= / 7 —iSZ ds = arctan(1) — arctan(—1) = % — _TW = g
. flz(s))ds = /4 T ) dt

= / 1 j = ds = arctan(1) — arctan(—1) = % - _Tﬂ = g
@ﬂﬂm%::41+ Hw—wdt

= /11 | j = ds = arctan(1) — arctan(—1) = % — _Tﬂ = g

Daher ist

1 —y 71'
=4— = 2m.
£ﬁ+ﬁ<x) 27
2.Losungsweg

Da V x f(z) = 0 fiir  # 0 kann der Verlauf des Weges gedndert werden, solange die Kurve
einmal um den Nullpunkt lauft. Das heifit

e 2 )= e (]
cr?+ 2\ 7 ) Jga?+y?\ @

K={(v,y) eR*: 2” +y* =1}
der Einheitskreis ist. Er wird durch

s:[0.21] — R, s(0) = ( ‘;?5535 >

wobel

parametrisiert. Fiir den Tangentialvektor im Punkt 6 gilt

0= ("omit) )
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Somit ist

b)) - /0% | |
= [ ) ()
/0 |

Aufgabe 5 (9 Punkte):

(i)

(i)

(iii)

(iv)

f RxR—=R, f(r,y) =e"cos y+eYsin x

f ist harmonisch:

0? 0?
Af:—f—i-—f:excos y—eYsin v —e“cos y+eYsin x =0.
ox?  0y?

Da f stetig differenzierbar und harmonisch ist, ist es der Realteil einer holomorphen
Funktion.

Finde g : R? — R,, so dass F(z) = f(z,y) + ig(x,y) holomorph ist.

Cauchy-Riemannsche Gleichungen:

() ) = GHen), ) = —ghwy) ()

* 0
SN a_g(ff,y) =e"cos y+elcos v = g(x,y) =e"sin y+e’cos x4+ C(x).
Y

& esin y+eYsin x = —e"sin y+ e’sin x — C'(x)

— ('(r)=0 = C(zx)=K (Konstante)
— g(z,y) =€e"sin y+eYcos v+ K.

Anmerkung: Es ist nicht notwendig K hinzuschreiben. Speziallfille, wie z.B. K = 0,
reichen auch.

F(z) = e%cos y+eYsin x +i(e”sin y+e¥cos x) + ik
e*(cos y +isin y) +e¥(sin x +icos x)+ ik
e’ - e +iev(cos z —isin z) +iK

e* +ie¥ e 4K

= e +ie " +iK.
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Aufgabe 6 (7 Punkte): Berechnen Sie das Oberflichenintegral der Funktion
3z
F(r,y,2) = | 5y
2
auf der Oberflache einer Kugel
K ={(z,y,2) e R’ | 2® + y* + 2* =1*}

mit dem Radius r > 0.
Wir benutzen folgende Parametrisierung einer Kugel:

7 COS (p COS Y

W(%l/)) = TSiHSOC()Sw ’ @56 [_g7g]a pE [_7777[-}'
rsin Y
also gilt
—7rsin ¢ cos P
wy(p, ) = T COS Y COS 1
0
—7 COos (psin Y
wy(p, ) = | —rsinesiny
r coS Y

und damit auch

W, 2Wep,3 — Wep,3Wy,2
(W X wy)(p,¥) = W 3Wy1 — W, 1Wep 3
w%lwwg — w%gwwl

7 COS (P COS YT COS Y

= —(—=r)sinpcos - rcosy

—rsingcost - (—r)sinpsiny — rcos g cos) - (—7r) cos psin Y
% cos ¢ cos?

= r? sin o cos® ¢

r? cossin

3z
Mit F = | 5y | und r > 0 folgt
2
HM I-I11I, 1. Klausur, 3. 3.2008, Prof. Dr. C. Rohde Seite 6 von 7

Fachrichtungen: el, kyb



s 71'/2
/_ /_ o F(w(%w)) . (wg) X ww)(g;’w) dip dep

3r sin v 2 cos p cos®
= / / 57 sin go cos v r?sinpcos?y | didy
—7 J—7/2 r? cossine)
/2

= r2/ / 3rsin¢cosQ¢cosg0+5Tsin290<3083¢+2COS¢Sin¢d¢d‘P

—7/2
w/2

1
— 2 / {—r cos cos® Y+ 5r sin? p(siny — 3 sin® Y) + sin® Y de

—7/2
™20
= 7"2/ grsin%odcp

—Tr

20 5 [1 1.2 T
= P — =8
37’ 2g0 4111%0,”

2. Losungsweg Die Aufgabe la83st sich auch mit dem Satz von Gauf} 16sen. Es gilt also

/ F-ndS:/didexdydz.
oK K

Es gilt
divF = 5.
Also folgt
4 . 20 4
F-ndS= [ bdrdydz =5=-mr° = —mr”.
oK K 3 3
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