Hohere Mathematik 3 26.2.2014

Losungshinweise zur Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen kyb,mecha,phys

Aufgabe 1 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig und welche falsch sind.

(i) div(UF) = (div F)(grad U)
(ii) rotgradU = 0

(iii) Der Fluss der Rotation eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes durch eine Kugelober-
flache ist null.

(iv) Jedes radiale Vektorfeld f(r)e, mit einer stetigen Funktion f besitzt ein (skalares) Poten-
tial.

) Das Vektorfeld F' = (y, —x, z)" besitzt ein (skalares) Potential.

) Das Arbeitsintegral jedes Vektorfeldes iiber einen geschlossenen Weg ist null.
(vii) Das Vektorfeld F' = (z,0,yz)" besitzt ein Vektorpotential.

) Besitzt F ein Vektorpotential, so ist der Fluss von F durch jede Flédche null.

) Die Differentialgleichung ydz + xdy = 0 ist exakt.

)

Alle Losungen der Differentialgleichung u” = —u sind periodisch.
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Aufgabe 2 (Angabe des Ergebnisses gentigt)

Berechnen Sie das Integral der Funktion f(z,y,z) = 2? + y? + 22 iiber Integral =
a) das Geradensegment C: t—7t)=(ttt), 0<t<l1

b) das Dreieck D: 0<zx<1,0<y<1—2z,2=0

¢) den Wiirfel vV =[0,1?

d) den Zylinder Z:g:\/mgl,ogzgl

e) den Mantel S:0=10<z<1 des Zylinders Z

a) [i3t%[(1,1,1)dt = v/3
b) [ [ a? +yPdyde = [ (1 —2)2® + (1 —2)*/3de =1/3 - 1/4+1/12 = 1/6
¢) Symmetrie ~» 3f0 fo "2 dedydz = 1
d) [) 27 [0+ 2%)ododpdz = 2n(1/4+1/3-1/2) = 57/6

fo "(1+2?)dpdz =27(1 +1/3) = 87/3



Aufgabe 3 Geben Sie fiir den Kérper V: 0 <2 <1,0<y <z(l—1x),0 <z < 3 und die
Schnittfliche A (grau) von V' mit der zy-Ebene die folgenden Gréfien an:

a) den Flacheninhalt von A AZ
s N
b) das Volumen von V/ —
Y
c) das Integral von f(z,y,z) = 2% iiber V [ ;
= X
d) die y-Komponente des Schwerpunktes von V' .
e) fffv(l_y)dv 1
a)
! 1, 1% 1
area A / z(1—x)dx = [—xQ —:c?’} = —
0 37 ], ©
b)
1
volV = 3 area A = 3
c)
1 pz(l-z) ,3 3
// fdv = / / / 2* dzdydx = area A [23/3]0 =
1% o Jo 0
d)

z(l—x)
Sy = // /ydzdyda:

1 1 1Y 1
—= 1— —= —4 —5 = —
/0( (1—2))?de = 3{3 5% +5x T

1. 1 1 9
1_ p— 1 _ = - — — -
///V( y)dV =volV =358 =5 =3 = 3



Aufgabe 4 Bestimmen Sie fiir die Differentialgleichungen
a)y =xy> by =y+2* ¢ (zx+y)dr+(r+1)dy=0

die allgemeine Losung sowie die Losung zum Anfangswert y(0) = 1.

a) Separabel: y'/y?> = x. Integration ~»

—1

—1/y = 2%/2 & y=—
[y=a[2+c Y c+a?/2

Anfangsbedingung y(0) =1 — c¢= -1

b) Linear: y =y, + v,
Losung der homogenen Differentialgleichung

y=y = y,=pe
partikulire Losung mit Ansatz: y, = az® + bz + ¢ ~
2ax + b = az® + bx + ¢ + 2*

— a=—-1,b=-2c=-2
Anfangsbedingung y(0) =1 =

1=yn(0) +y,(0)=p—2, dh.p=3
C) EX&kt, da 8y(x +y) =1= 8x(x+ ]-) ~ F(l‘,y) =0

F, = z+y = F=2*/242y+g(y)
F, = z+4dwy)=2+1 = gly)=y—c

dh. F(z,y)=2*/2+2y+y—c
Anfangsbedingung y(0) =1 —

1—2%/2

0=F(0,1)=1-¢, dhe=1 und y=



Aufgabe 5 Bestimmen Sie fiir die Differentialgleichung
u” + 4u = cos(3t)

a) eine partikuldre Losung,
b) die allgemeine Losung,
¢) die Losung zu den Anfangsbedingungen u(0) = 1, /(0) = —2 und deren Laplace-Transformierte.

a) Partikuldre periodische Losung mit Ansatz: u, = ccos(3t) ~
—9ccos(3t) + 4ccos(3t) = cos(3t) = c¢=-1/5
b) Allgemeine Losung v = wy, + u, mit uy, der Losung der homogenen Differentialgleichung, d.h.
up, = acos(2t) + bsin(2t)

~ u = acos(2t) + bsin(2t) — cos(3t) /5
¢) Anfangsbedingungen ~»

1 = w0) = a+0-1/5
2 = W(0) = 0+2b—0

— a=6/5b=—1

Laplace-Transformierte:

U —5—(—2)+4U = ——
° s—(=2)+ s2+9

U 1 S 4 5 s — 2524+ 10s — 18
= S — —=
s? 44 (s24+4)(s2+9)

Alternative: direkte Transformation der Losung

§ s 2 1 S
5s2+4 s244 55249

6 1
u=g cos(2t) — sin(2t) — = cos(3t) ~



Aufgabe 6 Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

—

a) div ' und rot F,
b) den Fluss durch die Kreisscheibe

D:2*+1y*<1,2=0

nach unten,
¢) den Fluss durch die Halbkugelschale

S:rt=a+y*4+22=1,2>0

nach auflen.

a) Divergenz und Rotation:
divE=0+2+0=z, rot F = (—y,1—2x,—1)"
b) Fluss durch die Kreisscheibe:

F, = (y,0,2%), dS = (0,0, -1)'dwdy

1 2
—/ / r? cos® p rdpdr = — /4

c¢) Fluss durch die Halbkugeloberfliiche (Schale und Boden):

Satz von Gaul =
IH_//FdS ///leFdH
8H

1 prw/2 P27
/ / / (r cos¥) r? sin Wdpdddr = [r* /4]; - [sin” 19/2]3/2 - 2m =7/4
o Jo Jo

~» Fluss durch die Halbkugelschale:

Polarkoordinaten ~~

Kugelkoordinaten ~»

Is=1Iy—Ip=7/4—(—7/4) =7/2



Aufgabe 7 Bestimmen Sie fiir das Vektorfeld

F=(3—2y,3y*>—2z)*

/ﬁ-d? sowie /ﬁxd?
c c

C:tei(t)=(t,t%),0<t < 1.

ein Potential und berechnen Sie

fiir den Weg

Potential:
Integration bzgl. x ~»

U, =3-2y = U=3z—2axy+ f(y)
Ableitung nach y ~»
0-2x+f(y)=U,=3y>-22 = fly)=y"+c¢,dh.U=3z—2zy+y’+c

Alternative: Integration bzgl. y, dann Ableitung nach x
Arbeitsintegral:

/ﬁ-dF:U(l,l)—U(0,0):3—2+1:2
C

Flussintegral:

= o ! 3 2t2 1 !
— 3 4 —



Aufgabe 8 Skizzieren Sie die Funktion f(z) = 1+ |z|, —7 < 2 < 7, und bestimmen Sie
a) Real- und Imaginérteil der Fourier-Transformierten der Funktion

g(:c)—{ﬂx) fir —m <z <m,

0 sonst

b) die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, und die reellen Fourier-Koeffizienten a; und by der
2m-periodischen Fortsetzung von f,

c) den Wert der Reihe ), _, c;.
Skizze

a) Fourier-Transformierte:

s

o) = [t mrdn = [ fa)costaydo =i [ (a)sin(ey) da

—Tr

f gerade = Img=20
partielle Integration ~»

Regly) — 2/0w(1+x)cos(:cy)dx
— 9 [(1 +:,;)Sin<:€y>}7r - 2/07r sin(@y) 4,

Y 0 Y
(1 + ) sin(7y) COS(ZL‘?/)} "
y?

Y

(y + my) sin(my) + cos(my) — 1

= 2 y2

=2

A

[e=]

b)
komplexe Fourier-Koeffizienten:

™

1 1
=5 1+|x|dx:%
fiir k # 0: ¢, = g(k)/(2m) = ((=1)* = 1) / (7k?)
reelle Fourier-Koeffizienten: f gerade ~» b, =0
(=)~ -1
k2

2r+73) =1+7/2

—Tr

ar =¢p +c_p =2 ag =2co =247

c)

Wert der Reihe: ), ¢, entspricht Auswertung der Fourier-Reihe bei 0 ~ (1 + |2])jp=0 = 1



Aufgabe 9 Bestimmen Sie die Mobius-Transformation, die die Punkte 0, 1 + i und 2i auf
0, 1 und oo abbildet. Geben Sie die Bilder von z = i und z = oo sowie eine geometrische
Beschreibung der Bildmengen der Geraden

gi:t—it, gy t—i4t

(t € R) an.
Ansatz
az+b
w =
cz+d
0—0 = b=0und 0.BdA. a=1
2i—» o0 = 2ic+d=0,dh. d=—2ic
1+i—>1 = .
141 V/2eim/4 i ,
= - — = _ =-, dhec=i
c(l+1—2i) ¢/2ei7/4 ¢
also
oz
iz +2

Bild von z = i: i/(i* + 2) =i

Bild von oo: 1/i = —i

Gerade gy verlauft durch 0, i und 2i, daher enthélt das Bild die Punkte 0, i und oo, ist also die
imaginére Achse.

Gerade gy verlauft durch i, 141 und oo, daher enthélt das Bild die Punkte i, 1 und —i, ist also
der Einheitskreis.



