Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 28.02.2018, 120min

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Es seien eine Kurve K € R? mit Parametrisierung C : [-5,3] — R?
0.5 %

und ein Vektorfeld g : R? — R? gegeben durch

cost 4y 0.5 0.5 15
O t = s I7 = .
( ) (Sin 2t> 9(z,y) < 9 > ~05

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K') von ¢ lings K.

Hinweis: sin(2x)sinx + cos(2x) cosx = cosx

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie rot g.
(c) (2 Punkte) Ermitteln Sie den Fldcheninhalt des von K berandeten Gebietes S.
Hinweis: Benutzen Sie a) und b)

(d) (2 Punkte) Berechnen Sie den Ausfluss A(g, K) von g durch K.

(a)
/ g-ds
K
= / q(C C'(t)dt
/’2’ —4sin 2t —sint
= dt
=\ 2cost 2cos 2t
= 4/2 sin(2t) sint + cos(2t) cost dt
3
%
= / costdt
3
= 4[sint]? .
=38
(b) rotg = 01go — Oogr =2 — (—4) = 6.
(c)
F(S)= //1dxdy
s

e

// rot g dx dy
s

e

|
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T
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(d)

A(ga K) =

=

g-nds

divgdxdy

I
o
T
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Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y® — 2y f a4y — 8y =22+ 1+ 2% .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

SCHRITT 1: In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y® — 2y® + 4/ — 8y = 0.
Das charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X? —2X?+4X —8. Eine
offensichtliche Nullstelle von P ist 2.

P(X)=X3—2X? 44X —8= (X — 2)(X?+4) = (X — 2)(X +2i)(X — 2i)

und hat die {ibrigen Nullstellen +2i.

Die allgemeine homogene Losung f, ist dann:
fu(x) = ae*® + beos(2x) + csin(2z)

mit a,b,c € R.

SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt bestimmt man irgendeine beliebige (partikulédre) Losung der

gegebenen inhomogenen Differentialgleichung durch einen Ansatz nach Art der rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulire Lésung f, von y) — 2y 44y —
8y = 2% + 1 + 2¢2*, indem man eine partikulire Losung f,, von y® — 2y + 4y — 8y = 22 + 1 und
eine partikulire Losung f,, von y® — 2y 4+ 4y — 8y = 2¢* bestimmt und diese beiden addiert:
Jo = Jor + Jpo-

e Zunichst zu y® — 2y® 44y — 8y = 2% +1:
Weil 0 keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz
for(2) = 8127 + sz + s3.

Dreimaliges Ableiten ergibt

for () = 2817 + 59,

fi(,f)(x) = 251,
f¥(x) =0.

Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

—8512% + (851 — 859)x + (—4s51 + 459 — 883) = 2% + 1.
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Damit ist s; = s = s3 = —1/8. Also
L, 5
fpl(x):—g(x +z+1).

o Jetzt zu y® — 2y@ + 4y — 8y = 2%

Weil 2 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

ful) = awe®,
Dreimaliges Ableiten ergibt

[, (@) = ae® + 20xe™,

fg)(x) = 4ae*” + dare®,

F3)(z) = 120e* + Saze™.

p2

Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
Sae?® = 2e2.

Damit ist o = 1/4. Also

1
) = e

Insgesamt erhalten wir f,(z) = f,, (%) + fp,(2) = =2 (2? + x + 1) + fwe™.
SCHRITT 3: In ecinem dritten und letzten Schritt muss man schliellich noch die oben bestimmte

allgemeine homogene Losung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:
1 1
f(@) = fu(@) + fo(x) = ae* + beos(2x) + csin(2x) — g(xQ +z+1)+ Z—Lxegx

mit a,b,c € R.
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

, (1 =2 _l_eQ””
Y ' A Ty

Seien

1 =2 e?®
A= (1 A ) und  h(z) = (—e2m> :

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
det(A — AE) = X\ =5\ + 6.

Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind folglich

5  [52 5 2%5—24 541
Mp2 =3 7 973 V71 9

d. h. es gilt

Um einen Eigenvektor zum Eigenwert 2 zu finden, miissen wir folgendes Gleichungssystem losen:

1 -2
det(A — A\ E)v; = 1) o,
1 2 Y1

also x1 + 2y; = 0. Dies ist beispielsweise durch

erfiillt. Fiir den Eigenwert 3 gilt analog

-2 =2
det(A — )\QE)UQ = ( ) (932> = O,
1 1 Y2

also z9 4+ y2 = 0. Dies ist beispielsweise durch

()

erfiillt. Damit ergibt sich die allgemeine homogene Losung als

2 1
() =1 e2z< 1) —|—0263$( 1) mit ¢, € R.
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Die Wronski-Matrix ist somit gegeben durch

Es gilt

und folglich

Damit erhalt man

Also kann man beispielsweise

wéhlen und erhélt als eine partikulére Losung

pl) = Wa)e() = (f _ee;> (_0> - <_) -

Zusammen ergibt sich die allgemeine inhomogene Losung zu

22 a3 _e2= .
y(r) = yn(x) +yp(x) = 1 - 5 +co- 3 + ) mit ¢, € R.
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Aufgabe 4 (11 Punkte) Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

(

flz) =<1, z € (0,T) und  f(x 4 27) = f(x).

0, ze{-7m-%07%}

\

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall (-2, 27).

(b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

Hinweis: Terme der Form cos(nZ) und sin(nZ) missen ausgerechnet werden.
2 2

(c) (3 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € [—m, 7] den Grenzwert der Fourierreihe.

(a) Skizze:

—Qw —% T 2;'(‘

(b) (1) Weil f(x) ungerade ist, gilt a,, = 0 fiir alle n € INy.
(2) Die Koeffizienten b, fiir f folgen durch Integration:

by, :%/f(x) sin(nz)dx

zg/sin(na:)dx—l—%/sin(nx)dx

:%[— cos(nx)h? + %[— COS(TW)]%

=2 (1~ cos("T)) + (cos("0") — cos(n))
:%(1 +eos(50) — 2(-1)")

214 (=1)F), n=2k

nm

6 n=29%—1

nm?
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(3) Die Fourierreihe von f ist

)~ (%(—1 (= 1)) sin(2kz) + ﬁ sin((2k — 1)@) |

k=1

Eine weitere Fallunterscheidung nach k gerade/ungerade ist moglich. Es folgt die Fourier-

reihe

o) ~3 (—ﬁsin((ﬁll T (sm<(4z + 1)) | sin((41+ 3)95))) |

U 41 +1 40+ 3

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen ((n —1)Z,n%) (n € Z) mit endlichen

links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten {n% |n € Z}.

Da die Funktion f insbesondere stetig ist in ((n — 1)%,n%) (n € Z), konvergiert die Fourierreihe

in diesem Bereich also gegen f(x).

In den Punkten xy € {-m,—%,0,7,

sodass sich der Grenzwert dort berechnet als

7} hingegen macht f einen Sprung der Hoéhe 1,2 oder 4,

O, To = —T
5 w=—3
1/ . .
3 (xilggaof @)+ tm f <$>) =90 @=0
0, To=T
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