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Aufgabe 1 (242+2+2+2)

a) Bestimmen Sie die komplexen Losungen z € C der Gleichung
Zt = —16.

Geben Sie die Losungen in Polarkoordinaten an.

b) Bestimmen Sie die allgemeine (reelle) Losung y = y(t) der Differentialgleichung
y' 4+ 9y + 8y = 0.

c) Bestimmen Sie eine Losung y = y(t) der Differentialgleichung mit y(0) = 0 und ¢'(0) = 1.

d) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene E:

T 2 -1
y | =211 | +p 0 , A pe R
0

e) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion des Punktes P = (2, —4, 1) auf die Ebene E.
Losung

a) Eine komplexe Zahl z hat in Polarkoordinaten die Darstellung 2z = re'¥ mit r > 0 und

¢ € [0,27). Wir setzen dies in die Gleichung ein und erhalten

riet® = —16.
Damit muss r* = 16 und e**¥ = —1 erfiillt sein. Daraus ergibt sich fiir ¢ die Bedingung
dip =im.

Daraus erhalten wir r =2 und ¢ = 7, o2 = ?jf, 3 = %’r und @, = %ﬂ,
Die Losungen sind damit

3im 5im Tim

= 26%, Zp=2e4, z3=2e4+ und z4=2e4.
b) Wir machen den Ansatz y(t) = e*. Dadurch ergibt sich das charakteristische Polynom
p(A) = A+ 9\ +38.

Dieses besitzt die Nullstellen A\ = —1 und Ay = —8.

Damit ist die allgemeine reelle Losung gegeben durch

y(t) = cre™" + e, mit ¢,y € R,
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c)

Sei y(t) = cre™ + coe™® mit ¢;, ¢y € R eine Losung der Differentialgleichung mit der Nebenbe-
dingung 3/(0) = 1 und y(0) = 0. Die Nebenbedingungen ergeben ein lineares Gleichungssystem

fiir ¢; und c¢y. Dies ist gegeben durch
cg+c=0 und —¢ —8c =1.

Losen des LGS liefert ¢; = % und ¢y = —%.

Damit ist y(t) = 2e7" — 2% die gesuchte Losung.

Wir bestimmen einen Normalenvektor

U1
n = V2 )

U3

indem wir das Skalarprodukt von n mit den beiden Richtungsvektoren gleich 0 setzen und das
daraus resultierende lineare Gleichungssystem losen. Es muss 2v; + vy = 0 und —vy + 2v3 = 0.

Fiir n ergibt sich so beispielsweise

2 2

n=\|—-4 bzw. normiert n=— | —4

V21

Die Hessesche Normalenform ist dann mit dem normierten Normalenvektor n gegeben durch

1
E:—(2$1—4$2+£L’3):O,

V21

da der Stiitzvektor auf der Ebene dem Ursprung entspricht.

Wie in Teilaufgabe d) berechnet, steht der Punkt P senkrecht auf den beiden Richtungsvek-
toren. Dadurch muss die Orthogonalprojektion des Punktes P auf die Ebene E gleich dem
Ursprung entsprechen.

Alternative: Dies kann aber auch ausfiihrlich berechnet werden. Dazu orthonormieren wir die

beiden Richtungsvektoren der Ebene zundchst mit Gram-Schmidt. Es ist

2 -1

v=——1,1 und vy = ——

V5 . V105
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Als Orthogonalprojektion ergibt sich so

2 2 2 2 ) -1 -1
Pl-4]|= 4 L 1 L 1|+ 4 L 2 L 2
"5 NG /105 105
1 1 0 1 10 10
(2 (T
=0-—|1|+0-— | 2 | =

5 0 V105

Aufgabe 2 (6+4)

a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

. . 3 x
1) lim, oo (v + 8 —\/n), .. x® cos(x) i) liml COSh(t)dt.

.
i) 20 sin(z) — x’ a=0x fo T+t

b) Berechnen Sie das Integral

3 1
/ _ 1 &
5 22+ 92+ 8

a) i) Wir nutzen die dritte binomische Formel

: . (Wn+8—yn)(Vn+ 84 /n)
V8 =) = e s+ v

. n+8—n 8
= lim —

R TSt Vi) e (Vi r s Vi)

ii) Wir wenden die Regel von L’Hopital dreimal an

Losung

3 2 . g
lim - cos(x) — tim 3x* cos(x) — x® sin(x)
z=0sin(x) —x 20 cos(x) — 1
2 _ .3
— lim 6x cos(z) — 6x ém(m) x? cos(x)
20 — sin(z)
i 6 cos(r) — 18z sin(x) — 922 cos(x) + 3 sin(x)
= lim
@0 — cos(z)

— —6.

iii) Mit der Regel von L’Hopital und dem Fundamentalsatz der Integralrechnung erhalten wir
cosh(x)

lim - / COSh(0) 4y _ ppyy Te2” _ 1
0

z—0 o

=1 )
7+ 1° z—0 1 7
Alternative: Wir erhalten mit dem Mittelwertsatz

lim l/ cosh(t) gt = 1i cosh(§)
0

70 6 a0 T4
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fir ein € € [0, 2]. Fiir x — 0 muss auch £ — 0 gelten und somit ist der Grenzwert

1 /Ox cosh(t) gt = 1 cosh(§) 1

20 7T+t _§%7+55_7'
b) Wir benutzen dazu die Partialbruchzerlegung. Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind z; =
—1 und xy = —8. (Diese wurden schon in Aufgabe 1 b) berechnet.)
Der Nennergrad ist grofler als der Zahlergrad. Daher machen wir den Ansatz
1 A B
210218 241 718

Daraus folgt

1=A(x+8)+B(x+1)

fiir alle 2 € R. Einsetzen von 2 = —1 und 2z = —8 liefert A =1 und B = —1.
Damit ist
K 1 121 121 1 1 f
——————dx = = dx — = dr = =[1 N3 - =0 S
/2x2+9x+8 . 7/2 et 7/2 zr8 7[n(!x—i— L2 7[n(|x+ Dl
1 1 1 1 1 40
=-In(4)—=In(3) — =In(11) + =In(10) = =In | — | .
FIn(0) = 21n() - 1) + 1 1a(10) = 1n (57
Aufgabe 3 (2+3+1+1+3)
Gegeben sei die reelle Matrix
3 0 3
A=10 9 0
3 0 3

a) Geben Sie das charakteristische Polynom p4(A\) von A an.

b) Geben Sie die Eigenwerte Aj, Ao, A3 der Matrix A und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor

V1,9, v3 an, so dass {vi, vs,v3} eine Orthonormalbasis des R? ist.
c) Geben Sie eine orthogonale Matrix S an, so dass D = STAS eine Diagonalmatrix ist.
d) Bestimmen Sie die allgemeine, reelle Losung des Differentialgleichungssystems & = Az.
e) Um welche Art von Quadrik handelt es sich bei Q = {z € R? : 27 Az = 3}.

Losung

a) Das charakteristische Polynom ist

3—X 3

pa(A) =det(A— ) = (9 — \)det (( 5 3

)>=<9—A>(<3—A>2—9)

= (9= N)(9—=6A+ A —9) = 54X+ 157 — X3 = (9 — M)A(A —6)
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b) Fiir die Eigenwerte muss p4(A) = 0 gelten. Daher sind die Eigenwerte
)\1 = 0, )\2 =9 und )\3 = 6.

Da die Matrix symmetrisch ist, stehen die Eigenrdume direkt orthogonal aufeinander. Es gentigt
also die normierten Eigenvektoren zu bestimmen und sie nicht iiber Gram-Schmidt zu einer

Orthonormalbasis zu erweitern. Es ist

1
— Der Eigenvektor zu A = 0 berechnet sich durch (A — 0/)v; =0 und ist v; = \% 0
—1
0
— Der Eigenvektor zu A =9 ist v, = | 1
0
1
— Der Eigenvektor zu A = 6 ist v = \% 0
1

c) Da in b) schon eine ONB an Eigenvektoren bestimmt wurde, sieht die Transformationsmatrix

S folgendermafBien aus

1 0 L
V2 V2
S = 0 1 0
1 1
v V%
mit der Diagonalmatrix
000
D=10 9 0
00 6

d) Die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems ergibt sich direkt durch die Ei-

genwerte und Eigenvektoren zu

0
zt)=ci | 0 | +ee” [ 1| +ee® 0|, c,c0,c3 €R.
—1 0

e) Um die Art der Quadrik zu bestimmen, bringen wir 7 Ar = 3 auf die Normalform. Sei dazu
z = (a,b,c¢)’ € R*. Dann ist

3 0 3 a a
#Az=(a b e) [ 090 [|b|=(3a+3c 9 3a+3c)|b
303 \c ¢

= 3a? + 3ac + 9b? + 3ac + 3¢* = 3.
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Daraus erhalten wir
(a+c)* +3b* =1,

was einem elliptischem Zylinder entspricht.

Aufgabe 4 (2+2+2+4)

Gegeben sei die Potenzreihe f(z) = Y 7 jize"a”

a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe f(z).

b) Bestimmen Sie die Funktionswerte f(0), f'(0), f7(0) und £1°(0).

c¢) Uberpriifen Sie, ob Konvergenz in den Randwerten z = R und = = —R vorliegt.
)

d) Zeigen Sie, dass das folgende uneigentliche Integral

o0 2
/ 23 dy
0

Hinweis: Spalten Sie dazu das Integral auf in fol dr + floo dr.

konvergent ist.

a) Um den Konvergenzradius R zu berechnen, setzen wir die Folge (a,)nen tiber a, = e

Dann ergibt sich der Konvergenzradius durch den Quotienten

1 n
an 1+TL2 €

11+ (n+1)2
e 14+n2

€n+1

1
Wit ] | e

Fiir n — oo konvergiert dies gegen den Konvergenzradius R = é

b) Die Taylorreihe von f im Punkt x = 0 ist allgemein

Durch einen Koeffizientenvergleich mit der Potenzreihe ergibt sich

o 1,
nl 1+4+n2
Damit ist
f(0)=1,
1
f/(O) - 5617
2
f//(o) — g627
f(loo)(o) _ 100! 100

T 1+1002¢
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¢) Fiir = R =1 ergibt sich die Potenzreihe

1 =1 /1" &1 1
f<£>zzl+n2e (E) :Zl+n2§1+z_:ﬁ<oo'

n=0

Damit konvergiert die Potenzreihe durch das Majorantenkriterium. Damit konvergiert die

Reihe auch absolut.

Firxa=—-R= —% haben wir die Potenzreihe
— | = -] = )
e — 14 n? e — 14+ n?

ist eine monoton fallende, reelle Null-

1+n? n>0

folge. Somit konvergiert die Potenzreihe nach dem Leibniz-Kriterium. Sie konvergiert aber

Es ist <(_1)n> alternierend und die Folge (ﬁ)
n>0

auch absolut nach der Berechnung fiir z = R.

d) Nach dem Hinweis spalten wir das Integral in
&0 2 ! 2 &0 2
/ 2B dy = / 22 dx +/ B de = I, + L.
0 0 1

— Fiir z € [0,1] kann e~ durch 1 abgeschiitzt werden.
Es ist damit

1 1
I = / 2B 4y < / 723 1dy = [3:1:1/3}(1] =3 < oo.
0 0

— Fiir 1 < 2 < oo gilt # < 2?. Damit ist —2? < —z und, da die e-Funktion monoton ist,
folgt e~ <e”.
AuBlerdem ist fiir 1 < 2 < oo der Bruch x2—1/3 durch 1 beschrankt. Somit erhalten wir

o o0 1
I, = / x=2Be " dy < / e Ydx = [—e’ﬂ;)o = - <0
1 1

(&

Fir I; und I, existieren somit obere Grenzen und dadurch ist das Integral konvergent

nach dem Majorantenkriterium.

Aufgabe 5 (1+1+2+2+4)
Gegeben sei die Funktion f:R? — R mit

flz,y) = 2® + zy + 27y + 6222 — 2%y'*®

a) Bestimmen Sie den Gradienten von f.
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b) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f im Punkt (0,0).

¢) Bestimmen Sie fiir den stationdren Punkt (0,0) von f, ob f dort ein lokales Maximum, ein
lokales Minimum oder einen Sattelpunkt besitzt. Geben Sie eine mathematische Begriindung

fiir Thre Entscheidung.
d) Geben Sie fiir f das Taylorpolynom 7j, der zehnten Stufe um den Entwicklungspunkt (0,0)

an.

e) Gegeben seien die Funktionen h, g : R* — R mit h(z,y) = 22 + 4y? und g(z,y) = 922 + y°.
Bestimmen Sie den maximalen und minimalen Wert der Funktion A unter der Nebenbedingung
g(z,y) = 1.

Losung

a) Der Gradient ist
gradf(z,y) = (%(m, Y) g—g(a:, y)) = <2x +y + 728y + 13222 — 22y'%®  x + 5xTyt — 108x2y107> .
b) Die Hesse-Matrix Hy(x,y) ist gegeben durch

2+ 42257 + 132 - 21220 — 29198 1 + 35259* — 21629107
1+ 3525y* — 2162907 2027y3 — 108 - 10722y1%

Hi(z,y) = <

Ausgewertet im Punkt (0,0) sieht sie so

Hf(070) = <i (1)>

c) Esist gradf(0,0) = 0. Somit liegt bei (0,0) ein kritischer Punkt vor.
Fiir die Determinante von H(0,0) gilt

aus.

det(H;(0,0)) = —1 < 0.

Somit liegt nach dem Hurwitz-Kriterium ein Sattelpunkt in (0,0) vor.
Alternative: Es kénnen auch die Eigenwerte \; o = 1+ v/2 berechnet werden, wodurch die Ma-
trix indefinit ist, da diese verschiedene Vorzeichen haben. Somit muss ebenso ein Sattelpunkt

vorliegen.

d) Das Taylorpolynom T}y der zehnten Stufe um den Entwicklungspunkt (0,0) ist gleich

Tl()(f, (l’,y), (07 O)) =2+ ry,

da alle anderen Terme von hoherer Ordnung sind. Wenn x = 0 und y = 0 eingesetzt wird, so

verschwinden alle Ableitungen von diesen.
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e) — Esist Jg(z,y) = (18x 2y>. Also gilt Rang(Jg(x,y)) # 1 genau dann, wenn x =y =0
gilt. Da ¢(0,0) = 0 # 1 ist, folgt Rang(Jg(z,y)) =1 fiir alle (x,y) € R* mit g(z,y) = 1.
Somit kénnen alle Punkte, in denen A ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x,y) =

1 annimmt, mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes berechnet werden.

— Das bedeutet, alle Extremstellen sind Losungen der Gleichungen

Vh(z,y) + AVg(z,y) =0,

g(z,y) =1
Das ergibt die folgenden Bedingungen
2x + 18 \x = 0, (1)
8y +2\y =0, (2)
922 +y* = 1. (3)

— Aus (1) folgt = 0 oder A = —5. Aus (2) folgt y = 0 oder A = —4. Deswegen muss
x =0 oder y =0 gelten. Ist z = 0, so folgt aus (3), dass y = +1 gilt.
Wenn y = 0 ist, so muss nach (3) gelten, dass « = +3 ist. Die Extremstellen unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 1 sind somit (0,41) und (+3,0).

— FEinsetzen der Extremstellen in die Funktion A liefert

1 1
h0,£1) =4 wnd h(x5.0) = .

Der maximale Wert der Funktion A unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 1 betrigt somit
4. Der minimale Wert der Funktion A unter der Nebenbedingung g(z,y) = 1 betrégt

1
somit g-

Aufgabe 6 (2+2+41+3+2)
Gegeben seien das Vektorfeld f : R?* — R? und die Kurve ¢ : [0,27] — R® mit

f(ZE, Y, Z) = y2 ) C(t) = (37 SiIl(lf)7 COS(t))

a) Bestimmen Sie das Wegintegral zweiter Art

/c< f(X),dX > .
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b) Begriinden Sie, wieso Wegintegrale zweiter Art iiber f wegunabhingig sind und berechnen Sie
[ < r0.ax >
2!
wobei v ein Weg ist, der von (1,1,1) nach (3,2,4) lduft.
c) Wir betrachten
g(x,y) =ev* + 5y —32° —1=0.
Wieso existiert in einer Ungebung des Punktes (0,0) eine eindeutige Auflosung y = y(z).

d) Bestimmen Sie dann 3'(0) und 3”(0) durch implizites Differenzieren.
e) Bestimmen Sie Y >° (=1)"¢™™ und f(z) =Y o7 La"t2

n=0 n!
Losung

a) Esist

C

- o 3 0
Juren.ax) = [ ey~ | < sin?(t) | . | cos(t) >dt
)

cos?(t) — sin(t
2m
:/ sin?(t) cos(t) — cos®(t) sin(t)dt.
0
Uber Integration mit Substitution mit v = sin(t) und du = cos(t)dt bezichungsweise im
zweiten Fall v = cos(t) und dv = —sin(t)dt ergibt sich mit Riicksubstituton am Ende

sin?(t) cos(t) — cos?(t) sin(t)dt = [ w’du + | vidv = lu3 + 12}3 = 1sin3(t) + 1cos‘q’(t) .
3 3 3 3

Damit ist

/c (f(X),dX) = /O " sin?(t) cos(t) — cos?(t) sin(t)dt = [% sin®(t) + %cos?’(t)}zﬂ
1 1

—04--0—=-=0.
T3 3

Alternative: Sei das Potential ® : R* — R gegeben durch ®(z,y, z) = 327 + 5y + 32°.
Es ist V(®) = f und somit

[ 00,dX) = @c2m)) — @(e(0) = 53 + 0+ 3 — 33 —0— 5 =0.

C

b) Es gilt

8yf3 - 8zf2
I"Ot(f) =10.f1—0.f3] =0
a:rf2 - ayfl
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und R3 ist einfach zusammenhingend. Somit ist das Integral wegunabhingig.
Sei das Potential ® : R* — R gegeben durch ®(xz,y,2) = 52+ 3y* + 12 Esist VO = f und
somit ist f ein Gradientenfeld und das Integral wegunabhéngig. Damit ist
9 8 64 1 1 1 70 82
X),dX)=®(3,2,4)—-P(1,,1)) ==+ ——=— = — = =44 —=—.
c) Esist ¢(0,0) =0 und dyg(x,y) = e +5 # 0. Somit gibt es nach dem Satz tiber implizite
Funktionen eine Auflésung y = y(x) in einer Umgebung um den Punkt (0, 0).
d) Wir haben
_99 , 990y
Da die partielle Ableitung von g nach y nie 0 ist, folgt somit

Y (x) = W _ o _ G
oz % eyt +5
dy
o u(0)
Somit ist y/(0) = ey<%>+5 = %.
Fiir die zweite Ableitung benétigen wir

& P d9%g Oy % (dy\> gy
N @g(x,y(x)) - 02 + 28x8y% * Oy? (%) oy dy Ox2
Es ist

0=e""" —6+2(—e" ")y (x) + ey (x)* + (V" +5)y" ()
Fiir x = 0 folgt daher

1 1
0=1-6—=+—+6y"(0
5+ T64(0)
und damit
191
! 0 ——
Alternative fiir die zweite Ableitung: Mit den Formeln ist
9%g 9 d%g (9y)2
y”(ac) _ 82?/ _ 8902 + 28:):5@1 BZ + 9 ( m)
Ox? 9 )
9y

Fir = 0 erhalten wir

2
ev(0) ev(0)
ey(O) —6— 26y( ) (ZZ))+5 + e¥ u(®) <ey5))+5> 1—6-— % + % 191

/!
0 = — = — = —_—.
y'(0) v 15 6 216
e) — Mit der geometrischen Reihe erhélt man
> > 1\" 1 e
—1 nNe—n = —— fry — .
Y =3 (=) - mr-ih
— Man kann 22 aus der Summe ziehen und erhélt
=1
f(x)zz P=x Z—x = 2%¢”
n= 0

durch die Reihendarstellung der Exponentlalfunktlon.



