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MODULPRUFUNG HOHERE MATHEMATIK 3

FUR EL

Bitte unbedingt beachten:

Legen Sie Ihren Studentenausweis gut sichtbar vor sich auf den Tisch.
Verwenden Sie keinen Bleistift oder Rotstift.
Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Es konnen bis zu 40 Punkte erreicht werden.

Zugelassene Hilfsmittel sind zwei eigenhéndig beschriebene DIN-A4-Seiten Formelsammlung
im Original (oder alternativ eine DIN-A4-Seite doppelseitig beschrieben) sowie Zeichenmate-
rial. Insbesondere ist es nicht zulédssig, die Formelsammlung durch technische Hilfsmittel zu
verkleinern. Biicher, Fotokopien, elektronische Rechengeriite, usw. sind nicht zugelassen.

Es gibt insgesamt 6 Aufgaben. Bei Aufgabe 2 sind die vollstindigen Argumentationsschritte
anzugeben. Benutzen Sie hierfiir Thr eigenes Papier und fangen Sie dabei jede Aufgabe auf
einem neuen Blatt an.

Bei den anderen Aufgaben sind nur die Késtchen auszufiillen, Nebenrechnungen werden hier
nicht gewertet und daher auch nicht eingesammelt.

Folgende Funktionswerte konnen Sie ohne weitere Herleitung verwenden.

x llol z |z |z |z|22]| 3 LA
6 4 3 2 3 4 6

sinx [0 L[| B B2 L]
2 2 2 2 2 2

cosx || 1 ViVl 0| -1 _V2 B -1
2 2 2 2 2 2

Bitte beschriften Sie jeden Ihrer Zettel mit Namen und Matrikelnummer. Nach der Klausur legen
Sie bitte Ihre beschriebenen Blitter in den gefalteten Umschlagbogen hinein.

Wann die Priifungsergebnisse vorliegen, wird auf der Homepage der Vorlesung bekanntgegeben.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg!

Hinweise fiir Wiederholer: Studierende, die diese Priifung als Wiederholungspriifung schreiben, werden darauf hin-

gewiesen, dass zu dieser Wiederholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei

denn, die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser. Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erfor-

derlich ist, miissen bis 15.04.2022 einen Termin vereinbaren. Eine individuelle schriftliche Benachrichtigung erfolgt nicht!

Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig iiber das Ergebnis der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten

Zeitpunkt fiir die miindliche Nachpriifung bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (2 + 2+ 2 + 2 + 2 = 10 Punkte). Gegeben sei die Kurve

cos 3t
y(t)=|sin3t|, te][0,r].
4¢

(a) Bestimmen Sie y(¢) und die Linge L der Kurve y.

—3sin 3¢

y(t)=|| 3cos3t ||, L= 51t i @

4

Losung:

L=/ |j/(t)|dt=/ \/9sin23t+9cos23t+16dt=5n.
0 0

Betrachten Sie fiir a, b € R das Vektorfeld 7 : R?* — R? gegeben durch

2axy — ayz + izz
o, y,2) =] a(x?—-y-xz)
bxz — 2xy

(b) Bestimmen Sie die Rotation von U

ax — 2x

rot (x, y,z) = —ay—bz+2y+ éz ) @
0

(c) Bestimmen Sie a, b € R so dass U ein Gradientenfeld ist.

0,
= y b = - .
a 2 2

Losung: Es giltrot o = 0 genau dann, wenna = 2und b = é Da R3 einfach zusammenhiingend

ist, reicht diese Bedingung, damit U ein Gradientenfeld ist.

Punktvergabe: @ nur wenn beide Werte richtig sind.

(d) Bestimmen Sie ein Potential ® von o fiir Thre Wahl von a und b.

D(x,y,2) = 232y — ) + %xzz  xyz . @
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Losung: Wir integrieren die jeweiligen Komponenten partiell:
4xy —2yz + iz2 dx — 2x*y — 2xyz + szz
16 16
/2x2 —2y—2xzdy — 2x*y — y* = 2xyz
/lxz—Zx dz — szz—2x z
8 Y 16 Y
Das liefert das Potential

D(x,y,z) =2x"y — y* + 1—16sz —2xyz.

Punktvergabe: @ falls mindestens zwei Terme richtig sind.

(e) Berechnen Sie das Kurvenintegral fiir Ihre Wahl von a und b.

/y (5, dx) = - N0

Losung: Mit dem Haupsatz fiir Kurvenintegrale gilt

/(5, dx) = /(VCD, dx) = O(y (7)) — P(y(0)).
14 14

Ferner gilt

-1 1
O(y(n)) = @|| 0 || =—=> und ®(y(0)) = d||0|]|=0.
4 0
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Aufgabe 2 (5 Punkte). Es bezeichne B C R? die Hohlkugel
B={(x,y,2) ER} |1 <x*+y*+ 22 <4)}.
Ferner sei das Vektorfeld 7: B — R? gegeben durch

y*arctan(z) + 1
(x,y,z) = 3\/;z+y

Bestimmen Sie das Integral

(0,n)do.
0B

Hierbei bezeichnet 7 den nach auBen orientierten Einheitsnormalenvektor.
Bitte vollstindige Argumentationsschritte auf separatem Papierblatt angeben.

Aufgabe 3 (2 + 2 + 1 = 5 Punkte). Es bezeichne B C R? die obere Hilfte der Einheitskreisscheibe
und ferner sei die Funktion f : B — R gegeben durch

f(x,y) = =2xysin(y*).
(a) Schreiben Sie B als Normalbereich vom Typ I:

B= {(x,y)eRz:—lgxgl,()SyS\/l—xz} @

(b) Driicken Sie das Integral durch ein Doppelintegral aus:

1 V1-x2
/dev= / dx/ £y dy O
—1 0

(c) Bestimmen Sie den Wert des Doppelintegrals aus Teil (b):

fdv= 0 @
/fdu—/ dx/ f(x ydy = / dx/ —2xysin(y2)a’y
-1

lx2

=/ dx—le—%cos(y)l =/ xcos(l —x?) — xdx
—1 -1
1 1
=/ xcos(l—xz)dx—/ xdx =0.
-1 -1

Das vordere Integral lisst sich zum Beispiel mit der Substitution u = 1 — x? auf —% f cos(u) du
umformen und einfach berechnen.
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Aufgabe 4 (1 + 1 + 1 + 3 + 2 = 8 Punkte). Betrachten Sie die Differentialgleichung
y'" —=3y" +4y =50sint. (D
Sie diirfen als bekannt annehmen, dass A, = —1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

(a) Finden Sie eine weitere Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

| 2 O

Losung: Fiir das charakteristiche Polynom y gilt

D= =3P 4+4=UA+DV*=-41+4) =AU+ DA -2

(b) Schreiben Sie die allgemeine reelle Losung der zu (1) gehorigen homogenen Differentialglei-
chung.

yp(t) = cie” + cye? + cyte” . @

(¢) Finden Sie a € C mit Re(ae™) = 50sint:

a= —50i . @

(d) Finden Sie eine reelle partikuldre Losung y, der inhomogenen Differentialgleichung (1):

@
©)

(komplexer) Ansatz: () = ce" .

y,(1) = cost+ 7sint

Losung: Wir betrachten die Komplexifizierung
V(1) = 3y" (1) + 4y(t) = =50ie"

und suchen dementsprechend eine (komplexe) partikulire Losung mit dem Ansatz j,(t) = ce”,
c € C. Einsetzen liefert

(—ic + 3c + 4c)e’" = =50ie",
also
-50i =50i(7 + i) )
c= = =1-7i
T—i (T-=-DT+D)
und damit

V0 =(1- 7i)e" = (1 — 7i)(cost +isint) = cost+isint — 7icost + 7sint.
Davon nehmen wir den Realteil:

y,(t) = Re(y,(1)) = cost + 7 sint.

Punktvergabe: @ falls die Losung reell ist.
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(e) Bestimmen Sie fiirt > 0 eine beschrdnkte Losung y von (1) (d.h. sup,. , |¥(f)| < oo) mit y(0) = O:

1) = cost+ 7sint —e™ i @

Losung: Alle Losungen sind von der Form

Y1) =y, () + y, (1) = cost + Tsint + c;e” + c e + cste”.

Die Funktion y ist genau dann beschrénkt fiir # > 0, wenn ¢, = ¢; = 0. Einsetzen y(0) = 0
liefert ¢, = —1. Punktvergabe: @ falls eins der Folgenden gilt:

e Die Losung ist von der Form y, + y,,.
e Die Losung ist beschrénkt fiir 7 > 0.
e Die Losung erfiillt y(0) = 0.
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Aufgabe 5 (1 +2 + 1 + 1 = 5 Punkte). Folgendes Anfangswertproblem fiir eine Integrodifferential-
gleichung ist mithilfe der Laplace-Transformation zu l19sen:

y(t) + / y(r)cosh(t — 1) dt = 0, y(0) = 1.
0

(a) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte von cosh t:

2)

cosht o—e

s
s2—1

(b) Schreiben Sie das Anfangswertproblem (2) als Gleichung fiir Y = L(y):

sY(s)—1+

N

§2 —

1Y(s) =0

Losung: Es gilt y(t) o—e sY(s) — y(0).

Das Integral fot y(t)cosh(t — 7) dt ist die Faltung von y und cosh, deshalb erhalten wir das
Produkt der entsprechenden Laplace-Transformierten.

(c) Losen Sie dann Ihre Gleichung aus Teil (b) nach Y (s) auf:

Y(s) =

(d) Bestimmen Sie y(f):

() =

s2—1
$3

2

1

2

.. . t"
Lésung: Das folgt aus der Regel —o—e

1

shtl .
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Aufgabe 6 (1 + 2 + 2 + 2 = 7 Punkte). Sei A die Matrix

2 2 -1
A=|0 3 -1}.
02 0

(a) Finden Sie die (reellen) Eigenwerte 4, < 4, < A5 von A:

11: 1 i 12: 2 > 13: 2 . @

(b) Nennen Sie eine Basis {v,, v,, v;} von R? aus Eigen- und Hauptvektoren von A, wobei v, zu 4,
gehoren soll.

0 1 0
V] = 1 N Vz = O y V',; =
2 0 1

(c) Bestimmen Sie drei linear unabhéngige Losungen von X = AX:

(d) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems:

3
X = AX, x(0)=|-1].
0

x(1) = . @
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