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Aufgabe 1 (242+2+2+2)

a) Bestimmen Sie die komplexen Losungen z € C der Gleichung
23 = —64.

Geben Sie dabei die Lésungen in Polarkoordinaten an.

b) Bestimmen Sie die allgemeine (reelle) Losung y = y(t) der Differentialgleichung
y" 4+ 6y + 8y = 0.

c) Bestimmen Sie eine Losung y = y(t) der Differentialgleichung mit y(0) = 1 und ¢'(0) = 1.

d) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene E:

x 3 0
y | =X 1 |+p] 0], A\ p e R
0

e) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion des Punktes P = (3,1,2) auf die Ebene E.
Losung

a) Eine komplexe Zahl z hat in Polarkoordinaten die Darstellung 2z = re'¥ mit r > 0 und

¢ € [0,27). Wir setzen dies in die Gleichung ein und erhalten

e’ = —64.
Damit muss 7® = 64 und €3 = —1 erfiillt sein. Daraus ergibt sich fiir ¢ die Bedingung
i = im.
Daraus erhalten wir 7 =4 und ¢ = 3, p2 =7 und p3 = 5?“
Die Losungen sind damit
z = 46%, 2o =4e™, und 23 = 4’3"

b) Wir machen den Ansatz y(t) = e*. Dadurch ergibt sich das charakteristische Polynom
p(A) = A+ 6) + 8.

Dieses besitzt die Nullstellen A\ = —2 und Ay = —4.

Damit ist die allgemeine reelle Losung gegeben durch

y(t) = cre™ + ce™™,  mit ¢, ¢ €R.
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c)

Sei y(t) = cre™ 2 +coe ™ mit ¢1, ¢, € R eine Losung der Differentialgleichung mit der Nebenbe-
dingung y(0) = 1 und '(0) = 1. Die Nebenbedingungen ergeben ein lineares Gleichungssystem

fiir ¢; und c¢y. Dies ist gegeben durch
ci+c=1 und —2¢; —4cy=1.

Losen des LGS liefert ¢; = 3 und ¢, = —3.

Damit ist y(t) = 272 — 3e~* die gesuchte Losung.

Wir bestimmen einen Normalenvektor

U1
n = V2 ’

U3

indem wir das Skalarprodukt von n mit den beiden Richtungsvektoren gleich 0 setzen und das
daraus resultierende lineare Gleichungssystem losen. Es muss 3v; + v = 0 und 2v3 = 0. Fiir

n ergibt sich so beispielsweise

1 1

n=|-3 bzw. normiert n=-— | —3

V10

Die Hessesche Normalenform ist dann mit dem normierten Normalenvektor n gegeben durch

1
E:——(z1 — 3x) = 0,
m(“ 72)

da der Stiitzvektor auf der Ebene dem Ursprung entspricht.

Der Darstellung der Ebene in der Aufgabenstellung ist anzusehen, dass der Punkt P in der
Ebene enthalten ist. Dadurch muss die Orthogonalprojektion des Punktes P auf die Ebene E
gleich dem Punkt P selbst entsprechen.

Alternative: Dies kann aber auch ausfiihrlich berechnet werden. Die Vektoren sind schon ortho-
gonal zueinander, daher miissen diese noch normiert werden. Das Verfahren mit Gram-Schmidt

ist nicht notwendig, wiirde aber auch funktionieren. Es ist

0
V= —F—— 1 und Vg = 0
1



Klausur, Version 1 Hohere Mathematik Teil 142 Musterlésung 27.02.2023

Als Orthogonalprojektion ergibt sich so

3 3 13 13 3 0 0
Pl1]| = 1], — |1 — 1|+ 11,10
V10 10

2 0 2 1

X 3 0 3
- — .10 2 = :

0 1|+ 0 1
0 1 )

Aufgabe 2 (6+4)

a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

1 s

i) lim cos(z,) mit o =1 und xp41 = 52, — 7,

n—oo
sin(z?) cos(x)
4 )

Dl
1) ) sin(z) — x
1 [ sinh(t)
i) lim — dt.
i) e J, a2y e

b) Berechnen Sie das Integral

3 1
—dx
/2 2+ 8r+15

Losung

a) i) Da die cos-Funktion stetig ist, kann der Grenzwert in die Funktion hineingezogen wer-
den. Um herauszufinden, wogegen z,, fiir n — oo konvergiert, nehmen wir an, dass der
Grenzwert z* sei. Dann muss z* = %x* — 5 gelten und somit z* = —7.

Wir erhalten

lim (cos(z,)) = cos( lim x,) = cos(—m) = —1.
n—oo n—oo

ii) Wir wenden die Regel von L’Hopital zweimal an

lim sin(z?) cos(x) — im cos(2?)2x cos(x) — sin(z?)(sin(x))
z=0 sin®(z) — 2t @0 2sin(x) cos(z) — 4a3
_ lim <— sin(z?)(42?) cos(z) + cos(z?)2 cos(x) — cos(z?)2x sin(x)
z—0 2 cos?(z) — 2sin’(x) — 1222

— cos(z?)2x(sin(z)) — sin(2?) Cos(x))
2 cos?(x) — 2sin*(x) — 1222

2
=—=1
2
iii) Mit der Regel von L’Hopital und dem Fundamentalsatz der Integralrechnung erhalten wir
1 [* sinh(t) .1 sinh(x)

dt =

eh0 22 Jy 424150 T 25027 42+ 4
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Wir wenden erneut die Regel von L’Hopital an und bekommen

sinh(x) _ i cosh(z) 1

im——— =lim —— .
—0 847 4+ 2251  2—084 + 1022%0 84
b) Wir benutzen dazu die Partialbruchzerlegung. Die Nullstellen des Nennerpolynoms 2%+ 8z +15
sind z; = —3 und zo = —5.
Der Nennergrad ist grofler als der Zahlergrad. Daher machen wir den Ansatz

1L _ A B
2+8r+15 x+3 x+5

Daraus folgt
1=A(x+5)+ B(x+3)

fiir alle z € R. Einsetzen von = —3 und = = —5 liefert A = % und B = —1.

o=

Damit ist

[ ararte=s [ gt [ —edr = Jmge+ 302 - Jimge + 52
———————adr = < r— = T = —|In(|T — —|In(|z
, 22+ 8x+15 2/, ©+3 2/, x+5 2 22 2

1 1 1 1 1 42 1 21
= () — 5 In(5) — 5 In(8) + 5 In(7) = In (E) ~ (2_0> |

Aufgabe 3 (2+3+1+1+3)

Gegeben sei die reelle Matrix

5 0 -5
A= 0 6 0
-5 0 5

a) Geben Sie das charakteristische Polynom pa(\) von A an.

b) Geben Sie die Eigenwerte Aj, Ao, A3 der Matrix A und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor

v1,v9,v3 an und begriinden Sie, dass {v1, ve,v3} eine Orthonormalbasis des R? ist.
c¢) Geben Sie eine orthogonale Matrix S an, so dass D = STAS eine Diagonalmatrix ist.
d) Bestimmen Sie die allgemeine, reelle Losung des Differentialgleichungssystems & = Ax.
e) Um welche Art von Quadrik handelt es sich bei Q = {z € R?: 27 Az = 3}.
Losung
a) Das charakteristische Polynom ist

5—A =5

pa(A) = det(A — M) = (6 — \)det (( P

) 625w -29

= (6 — A\)(25 — 10\ + A% — 25) = —60\ — 1607 — \* = (6 — M)A(\ — 10).
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b) Fiir die Eigenwerte muss p4(A) = 0 gelten. Daher sind die Eigenwerte
)\1 = O, )\2 =6 und )\3 = 10.

Da die Matrix symmetrisch ist, stehen die Eigenrdume direkt orthogonal aufeinander. Es gentigt
also die normierten Eigenvektoren zu bestimmen und sie nicht iiber Gram-Schmidt zu einer

Orthonormalbasis zu erweitern.

1
— Der Eigenvektor zu A = 0 berechnet sich durch (A — 0/)v; =0 und ist v; = \% 0
1
0
— Der Eigenvektor zu A\ =6 ist v, = | 1
0
1
— Der Eigenvektor zu A = 10 ist v3 = % 0
—1

c) Da in b) schon eine ONB an Eigenvektoren bestimmt wurde, sieht die Transformationsmatrix

S folgendermafBien aus

1 0 L
V2 V2
S=10 1 0
1 1
TR
mit der Diagonalmatrix
00
D=10 6
0 10

d) Die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems ergibt sich direkt durch die Ei-

genwerte und Eigenvektoren zu

1 0
zt)=c [0 +e® | 1|+’ 0|, ci,e0,c5€R
1 0 —1

e) Um die Art der Quadrik zu bestimmen, bringen wir 7 Ar = 3 auf die Normalform. Sei dazu
z = (a,b,c¢)’ € R*. Dann ist

5 0 -5 a a
2T Ax = (a b c) 0 6 0 b| = <5a —5¢ 6b —5a+5c) b
-5 0 5 c c

= 5a® — 5ac + 6b> — 5ac + 5c? = 3.
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Daraus erhalten wir
) 2 2
g(a—c) +2b° =1,

was einem elliptischem Zylinder entspricht.
Alternative: Dies kann auch direkt iiber die Diagonalisierung aus der ¢) gesehen werden.

fiir die Normalform 622 + 10y? = 3 und fiir die Quadrik Benennung.

Aufgabe 4 (2+2+2+4)

Gegeben sei die Potenzreihe f(z) =>" (:Z: .

a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe f(z).

Uberpriifen Sie, ob Konvergenz in den Randwerten z = R und = = —R vorliegt.

)
b) Bestimmen Sie die Funktionswerte f(0), f(0), f/(0) und f©°(0).
c)

)

d) Zeigen Sie, dass das folgende uneigentliche Integral

/ <1 1 J

— x
o Vo 1422
konvergent ist.

Hinweis: Spalten Sie dazu das Integral auf in fol ..dx + floo dr.

Loésung:

a) Um den Konvergenzradius R zu berechnen, setzen wir die Folge (a,)nen iiber a, = (;2:

Dann ergibt sich der Konvergenzradius durch den Quotienten

="
14+n
DT
1+(n+1)

An

n+2
n+1|

Ap+1

Fiir n — oo konvergiert dies gegen den Konvergenzradius R = 1.

b) Die Taylorreihe von f im Punkt x = 0 ist allgemein

X fn)
f) =3 0

Durch einen Koeffizientenvergleich mit der Potenzreihe ergibt sich

fem ) (="
(2n)!  1+n




Klausur, Version 1 Hohere Mathematik Teil 142 Musterlésung 27.02.2023

Damit ist
f)=1,
£10) =0,
7(0) = —5(2) = -1
71 (0) =0

H
SN—
3
—_
(&)
3
M ?
S
|
[u—
S~—
3

— (
Zl—i—n

n=0 n=0

14+n’

. (-1)" : : 1
Es ist ( e >n>0 alternierend und die Folge (1+n)n20

folge. Somit konvergiert die Potenzreihe nach dem Leibniz-Kriterium.

ist eine monoton fallende, reelle Null-

Fir x = —R = —1 haben wir die Potenzreihe
— (1) o (—1)"
= —1 =
; 1+n (=1) HZ:O 1+n’

was der gleichen Potenzreihe wie zuvor entspricht und somit ebenfalls konvergiert nach dem
Leibniz-Kriterium. Somit konvergiert die Potenzreihe nach dem Leibniz-Kriterium. Sie

konvergiert aber auch absolut nach der Berechnung fiir z = R.

d) Nach dem Hinweis spalten wir das Integral in

<1 <1 1
dz + — ——dv =1, + L.

0 \/‘1+x2 /\/_1+x2 L VT 14 a?

— Fiir z € [0,1] kan
Es ist damit

1
1+x2

| 1 L | 1
L= — dr < —dr = [2 =2 .
1 /0\/51+$2$_/0\/5x [2vz], =2 < o0

L <1,

— Fir 1 <2 < oo gilt 7

Somit erhalten wir

< 00.

dx = |arctan(x)]{° = g - %

AN

I <1 1 dr < / o

= — x

2 L VT 1+a22 T i 1422
Fiir I; und I, existieren somit obere Grenzen und dadurch ist das Integral konvergent

nach dem Majorantenkriterium.
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Aufgabe 5 (1+1+2+2+4)
Gegeben sei die Funktion f:R? — R mit

fz,y) = sin(z® + zy + 27y°).

a) Bestimmen Sie den Gradienten von f.
b) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f im Punkt (0,0).

c) Bestimmen Sie fiir den stationéiren Punkt (0,0) von f, ob f dort ein lokales Maximum, ein
lokales Minimum oder einen Sattelpunkt besitzt. Geben Sie eine mathematische Begriindung

fiir Thre Entscheidung.
d) Geben Sie fir f das Taylorpolynom T3 der dritten Stufe um den Entwicklungspunkt (0,0) an.
e) Gegeben seien die Funktionen h, g : R*> — R mit h(z,y) = 22 + 9y und g(z,y) = 42? + y°.
Bestimmen Sie den maximalen und minimalen Wert der Funktion A unter der Nebenbedingung
g(z,y) = 1.

Losung

a) Der Gradient ist

T
cos(x? + xy + 27y°) (2x + y + T2y°)
gradf(z,y) = (%(Ly) 3—5(%@1)) = ) 75 74
cos(z® + zy + x'y°)(x + bx'y*)
b) Es ist

O f = —sin(a® + a2y + 27y°) 2z + y + T2%9°)* + cos(z® + zy + 27y°) (2 + 422°y°),
Oy f = —sin(x? + zy + 27y°) (27 + y + T2%°) (x + 52"y") + cos(2? + zy + 27y°) (1 + 352%y") = 9.1,
Of = —sin(z® + zy + 2y°) (@ + 5x"y")? + cos(2® + zy + 27y°)(2027y?).

Die Hesse-Matrix Hy(x,y) ist gegeben durch

02f O,
Hf<x,y>=<xf f).

Opuf Oy f

H,(0,0) = (f 3) |

c) Esist gradf(0,0) = 0. Somit liegt bei (0,0) ein kritischer Punkt vor.
Fiir die Determinante von H(0,0) gilt

Ausgewertet im Punkt (0,0):

det(H;(0,0)) = —1 < 0.
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Somit liegt nach dem Hurwitz-Kriterium ein Sattelpunkt in (0,0) vor.
Alternative: Es konnen auch die Eigenwerte ;o =1+ V2 berechnet werden, wodurch die Ma-
trix indefinit ist, da diese verschiedene Vorzeichen haben. Somit muss ebenso ein Sattelpunkt

vorliegen.

d) Das Taylorpolynom T3 der dritten Stufe um den Entwicklungspunkt (0,0) ist gleich
da alle anderen Terme von héherer Ordnung sind. Wenn x = 0 und y = 0 eingesetzt wird, so
verschwinden alle Ableitungen von diesen.

e) — Esist Jg(x,y) = (8:5 2y>. Also gilt Rang(Jg(x,y)) # 1 genau dann, wenn =z =y = 0

gilt. Da ¢(0,0) = 0 # 1 ist, folgt Rang(Jg(z,y)) =1 fiir alle (z,y) € R* mit g(z,y) = 1.
Somit konnen alle Punkte, in denen A ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x,y) =

1 annimmt, mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes berechnet werden.

Das bedeutet, alle Extremstellen sind Losungen der Gleichungen

Vh(z,y)+ AVg(z,y) =0,

g(z,y) = 1.
Das ergibt die folgenden Bedingungen
2z + 8 x = 0, (1)
18y + 2\y = 0, (2)
4o +y? = 1. (3)

Aus (1) folgt 2 = 0 oder A = —1. Aus (2) folgt y = 0 oder A = —9. Deswegen muss
x =0 oder y =0 gelten. Ist z = 0, so folgt aus (3), dass y = +1 gilt.

Wenn y = 0 ist, so muss nach (3) gelten, dass « = +1 ist. Die Extremstellen unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 1 sind somit (0,=£1) und (£3,0).

Einsetzen der Extremstellen in die Funktion A liefert

1 1

Der maximale Wert der Funktion A unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 1 betridgt somit
9. Der minimale Wert der Funktion A unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 1 betrigt

1
somit i
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Aufgabe 6 (2+2+1+3+2)
Gegeben seien das Vektorfeld f : R?* — R? und die Kurve ¢ : [0,27] — R® mit
y? 4 22
fay,2)=| coslz) |, ct)= cg,zsh1a>,2cosagy

sin(z)

a) Bestimmen Sie das Wegintegral zweiter Art
/ < f(X),dX > .

b) Begriinden Sie, wieso Wegintegrale zweiter Art iiber i : R? — R? mit

3z
hz,y,z) = | sin(y)

cos(z)

wegunabhéngig sind und berechnen Sie

/ < h(X),dX >,

.
wobei v ein Weg ist, der von (1,1,1) nach (3,2,4) lduft.
¢) Wir betrachten
g(x,y) = sin(z — y) + 3y — 62° = 0.
Wieso existiert in einer Umgebung des Punktes (0,0) eine eindeutige Auflésung y = y(z).
d) Bestimmen Sie dann 3'(0) und 3”(0) durch implizites Differenzieren.

e) Bestimmen Sie f(z) =Y (=1)"z' " und Y ° ) La"t2.

Losung
a) Esist
o o 7 [ Asin®(t) + 4 cos?(t) 0
Juseax) = [ ey, copa = [ < cos(Z) | 2costt > it
) sin(3) —2sin(t)
= /27T —2sin(t)dt = [2cos(t)]7" = 0.
b) Es gilt

0,hs — 0hy
I‘Ot(h) = azhl - axhﬁ =0
Ophy — Dyl
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und R3 ist einfach zusammenhingend. Somit ist das Integral wegunabhingig.

Sei das Potential ® : R* — R gegeben durch ®(z,y, z) = 2% — cos(y) +sin(z). Es ist V® = h

und somit ist h ein Gradientenfeld und das Integral wegunabhéngig. Damit ist

/(h(X), XY = B(3,2,4) — ®(1,1,1) = 22—7 — cos(2) + sin(4) — ; + cos(1) — sin(1)

C

= 12 — cos(2) + sin(4) 4 cos(1) — sin(1).

c) Es ist ¢(0,0) = 0 und 9,9(z,y) = —cos(x —y) + 3 # 0. Somit gibt es nach dem Satz iiber

implizite Funktionen eine Auflésung y = y(z) in einer Umgebung um den Punkt (0,0).

d) Wir berechnen

=cos(z —y) — 12z = 0,9(0,0) =1,
=—cos(x —y)+3 = 0,9(0,0) =2,
—sin(z —y) — 12 = 02¢(0,0) = —12,
=sin(x —y) = 0,,9(0,0) =0,

= —sin(z —y) = 8;9(0,0) = 0.

5%
Q
T e e
s
e e
~— N~ ~ ~— =
I

Wir haben

d 99, 90y

Da die partielle Ableitung von g nach y nie 0 ist, folgt somit

Oy __% _ cos(z —y) — 12z

or gjz_ —cos(zx —y)+3

Y'(z) =

Somit ist y'(0) = —3.

Fiir die zweite Ableitung benétigen wir

G 0% 9% oy  9%g (oy\® Og %y
0=2z9@ @) =55+ aayar T o (a_> oy o

Es ist
0= —sin(z —y) — 12+ 2sin(z — y)y'(x) + (= sin(z — )y ()* + (= cos(z — y) + 3)y"(x).
Fiir x = 0 folgt daher
0=0-12+2¢"(0)
und damit

y"(0) = 6.
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Alternative fiir die zweite Ableitung: Mit den Formeln ist
92 %9 9 d%g (9y\2
//( ) _ aQy o _8mg +28178gy8§:’ + g ( cs)
T)=o5= % .
Y
Fir x = 0 erhalten wir
"oy = —= sin(0 — y(0)) — 12 + 2sin(0 — y(0))y'(z) + (—sin(0 —y(0)y'(0)* _ 12 _
Y —cos(0 —y(0)) +3 27
e) — Mit der geometrischen Reihe erhalten wir
> 1 ) 1 1.2 3
0= =a 3 (<) = e e

n=0

— Mit der Reihendarstellung der e-Funktion gilt

il —7T Z—TF —7T€
n=0

durch die Reihendarstellung der Exponentialfunktion.



