Klausur, Version 1 Hoéhere Mathematik Teil 3 Musterlésung 01.03.2023

Prof. Dr. Guido Schneider

Universitat Stu‘l‘tgar‘t Fachbereich Mathematik

Universitit Stuttgart

Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen

kyb, mecha, phys

Bitte unbedingt beachten:

Bitte beschriften Sie jeden Threr Zettel mit Namen und Matrikelnummer.
Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen separate eigene Blétter.

Legen Sie Thren Studierendenausweis gut sichtbar vor sich auf den Tisch.
Verwenden Sie keinen Bleistift oder Rotstift.

Taschenrechner, Mobiltelefone etc. sind nicht zugelassen.

Die Bearbeitungszeit betrigt 180 Minuten.

Zugelassene Hilfsmittel: Keine, insbesondere keine handbeschriebenen Zettel, Biicher, Fo-

tokopien und elektronische Rechengeriite.
In dieser Klausur konnen bis zu 60 Punkte erreicht werden.

Nach der Klausur legen Sie bitte Ihre beschriebenen Blétter in den gefalteten Umschlagbogen

hinein.

Wann die Priifungsergebnisse vorliegen, wird auf der Iliasseite der Vorlesung bekanntgegeben.

Mit 24 und mehr Punkten ist die Klausur auf jeden Fall bestanden.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg!



Klausur, Version 1 Hoéhere Mathematik Teil 3 Musterlésung 01.03.2023

Aufgabe 1 (1+3+4+2)

a) Berechnen Sie

1 z?
/ / (2% + 2y)dydz.
o Jo

/ (2 + ) d(x, )
Q

mit Q = {(z,y) e R? : 22 +y?> < 1,z > 0,y > 0} mittels Polarkoordinaten.

b) Berechnen Sie

¢) Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Rotationsparaboloids
P = {(x,y,z) 0< a4y <4z < 1}.
d) Geben Sie eine Normalbereichsdarstellung der Menge
S={(z,y,2): 2®+y*+2* <10,2> +y* < 1}
an.

Losung

a) Es ist

1 pa? 1 z? 1 1
1 1 1 1 17
2 2 2 4 5 5 6
/0 /0 (x +my) yax /0 {m y+2xy} B X /0 X +2x X {5m +12xL0 _60

y=

b) Wir verwenden Polarkoordinaten

mit r € [0,1] und ¢ € [0, 5] und erhalten

¢) Wir fithren Zylinderkoordinaten
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mit 7 > 0 und ¢ € [0,27) ein. Damit ist 2% + y? =r* und 7 <4z <1 bzw. r?/4 < 2 < 1/4.
Fiir den Schwerpunkt gilt die Formel
T
d Y 9
L1 |awws

z

fP ld(x,y, 2)

Wir berechnen daher zunéchst das Volumen des Rotationsparaboloids. Es gilt

2 ,1/4 1 1
V(P) = 1dV rdzdpdr = 27 [7“z]1/74 2 dr = =7 [ (r—1r®)dr
v2/4 0 z=r2/4 9 0

1 1,
= -7 —7’——7’ :—.
2" 120 4 |, 8

Zusétzlich miissen die Integrale iiber die Komponenten berechnet werden. Da ein Rotationspa-

S(P) =

raboloid rotationssymmetrisch zur z-Achse ist, muss der Schwerpunkt auf der z-Achse liegen
und somit die x- und y-Komponente gleich 0 sein. Dies kann auch schnell nachgerechnet wer-
den. Es ist

2r  pl/4 2
/md Y, 2 / / /2/ 12 cos(p)dzdodr = / / 72 cos(¢) (1 — r*)dpdr
4

—Z/[ (1 —7?)sin(p )]2” dr =0,

/ydx Y, 2 / / / r?sin(p)dzdodr = - / / r?sin(p) (1 — r*)dpdr

=ZA[<LwW(aM>W”W—O

2 pl/4 1 op2mry 1/4
/zd Y, 2 / / / rzdzdpdr :/ / —rz? dodr
r2/4 0 Jo 2 z=r2/4

B 11, 1 1 11 m
_8”/0 5 T)dr_sﬁ{ﬂ 12r}:0_8ﬂ(4 12) 18

und

0 0
SPYy=1 0 |=1| o0
a8 1
3 6

Wir sehen in S, dass die y-Komponente durch z und die z-Komponente durch x und y

ausgedriickt werden konnen. Die Normalbereichsdarstellung von S ergibt sich durch

S={(z,y,2) : 2> +y* + 2 <10,2° + > < 1}

={(z,y,2): —1<2<1,—V1-22<y<VI1—a? \/10 y? <z < /10 — 2% — 2},




Klausur, Version 1 Hoéhere Mathematik Teil 3 Musterlésung 01.03.2023

Aufgabe 2 (3+3+4)

2)

b)

c)

Bestimmen Sie die Fixpunkte der Differentialgleichung

d
d_:zf = sin(z)
und
tlggx (t,x0) und tEr_noox (t, o)
fir g = 3

Bestimmen Sie die Fixpunkte der Differentialgleichung
dx dy

a Y
und untersuchen Sie diese auf lineare und nichtlineare Stabilitat.

x—32° +22° —y

Gegeben ist die von den Parametern a,b € R abhéngige Differentialgleichung
e** —ay + (2ysin(y?) + (b — 1) coshz)y’ = 0.
Fiir welche Werte von a und b ist die Differentialgleichung exakt? Berechnen Sie das dazu-

gehorige Potential.

Losung

a)

Damit ein Fixpunkt vorliegt, muss % = sin(z) = 0 gelten. Dies liefert xp =mn fir n € Z.

Wegen L sin(z)| < 0 und L sin(z)| . >0 fir k € Z sind x(y,,,, stabil und z3,

z=(2k+1)m =2k

instabil.

Daher gelten

tli>D;> Z (t7 'IO) =T, tEI—noo T (tu ‘7;0) =0

1

fir zo = 5.

Die Fixpunktbedingung lautet

()-()* (atany)

Damit muss y = 0 und z — 323 + 22° = 0 gelten und somit P, = (0,0), P35 = (£1,0) und
Pys = (j:%i, 0). Die Linearisierung ist

c e 0 1
A= ( 1—9(z*)? + 10(z%)* 1 ) '

Linearisierung um P;: Die Eigenwerte von

A(P1)=<(1) _11>

sind gegeben durch A, = %5 Da ein positiver Eigenwert existiert ist P, linear sowie

nichtlinear instabil.
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Linearisierung um P,/3: Die Eigenwerte von

APys) = ( - )

sind gegeben durch A/, = %ﬂ Da ein positiver Eigenwert existiert sind FPy/3 linear sowie

nichtlinear instabil.

Linearisierung um P,/5: Die Eigenwerte von

A(Pyss) = ( _01 _11 )

sind gegeben durch A, = —5 £ ‘/732 Da Re(A/2) < 0 gilt, sind Py/5 linear sowie nichtlinear

asymptotisch stabil.

Damit die Differentialgleichung exakt ist, muss fiir g(z,y) = €**—ay und h(z,y) = 2ysin(y?)+
(b — 1) coshz folgende Bedingung gelten

2 - )
Wir berechnen
g—z = —a und % = (b—1)sinhz.
Fiir a =0 und b =1 ist die Bedingung immer erfiillt.
Fiir das Potential ® mit ¢ = 0 und b = 1 muss % = g und %@i’(m)) = h gelten. Aus

der ersten Bedingung kénnen wir auf
1
O(z,y) = /ezxdx = 562’” + C(y)

schliefen, wobei C(y) eine Funktion ist, die nur von y abhéngt. Mit der zweiten Bedingung

kommen wir auf

0,0 (x,y) = C'(y) = 2ysin(y?).

du

5 erhalten wir
Y

Per Substitution u = y* ~ dy =

Cy) = /Zy sin(y?)dy = /sin(u)du = —cos(y®) + C,

mit Integrationskonstante C € R. Damit ist das Potential gegeben durch

1
O(z,y) = 562‘” — cos(y®) + C.
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Aufgabe 3 (3+3+4)

a)

Berechnen Sie das Oberflachenintegral zweiter Art
[ (t.ydo
o9

fla,y,2) = (z = 32y°2,4°2,32 + exp (y))

fiir das Vektorfeld

und das Gebiet
Q= {(az,y,z) iy 422 < 2}

mit Hilfe des Gaussschen Integralsatzes.

b) Berechnen Sie das Wegintegral zweiter Art . (f(X),dX) fiir
: T
flz,y) = (esm(xQ) — 3y, W 4 296)
und
C={(r,y): 2> +y* =2}

mit Hilfe des Greenschen Integralsatzes der Ebene.

c) Sei M die Fliche
M ={(z,y,2) eR* :2* +¢y* =22, 0< 2 <2} CR?
und F: R?® — R® mit F(z,y,2) = (3y, —2z + x,y2)T . Berechnen Sie das Integral
I= / (rot F(X),n(X)) do(X),
M
wobei n das Einheitsnormalenfeld der Menge M bezeichnet, welches in die positive z-Richtung
zeigt.
Losung

a) Es ist

divf(z,y,2) = (1 —3y*2) + 3y*2z + 3 = 4.

Da Q ein Normalbereich bzgl. jeder Koordinate ist und f ein C!-Vektorfeld ist, ergibt sich

mit dem Gaussschen Integralsatz
[ o = [ dsey 2wy 2) =1 [ do.y.z) = vole).
o0 Q Q

Das Volumen einer Kugel mit Radius V2 betrigt é\/537r = §\/§7r bzw.

Vol(2) = / ld(z,y, 2 / / / r?sin(0)dfdpdr = 2 {gr } . [— cos(6)]y

2v/2
=2r—=(1+1) = T
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und damit ergibt sich

/<f,n>da:§ o,
[2)9]
Es ist
dfy  0fi
tf(zy) = 22— _9_(—3)=5
rouf (o) = =2y )

Sei K = {(x,y):2*+y? <2}. Dann ist K C'-berandet mit C' = K. Da K ein Normalbe-
reich bzgl. jeder Koordinate ist und f ein C'-Vektorfeld ist, ergibt sich mit dem Greenschen

Integralsatz

$1000.0%) = [ wors(e e =5 [ i)

K
Die Fliche eines Kreises mit Radius v/2 betriigt 27 bzw. mit Rechnung

V2 2m
1
/ ld(z,y) = / / rdedr = 27r[—7’2]5/5 =27
K o Jo 2

und damit

]{(f(X),dX) = 107.
c
Aus dem Satz von Stokes folgt
[:7{ (F(X),dX).
oM
Der Rand der Menge M ist gegeben durch
OM = {(x,y,2) ER* : a* +y* = 4,2 = 2},
Eine geeignete Parametrisierung des Randes ist
v [0,27) — OM, o — (2cos(yp), 2sin(p), 2)".
Der Tangentialvektor in den Randpunkten ist
4 [0,27) — R3¢ — (—=2sin(yp), 2 cos(p), 0)~.

Damit kénnen wir das Integral berechnen

I f R0, ax) - / " (Fv(e)). 4(0)) dy

on 6sin(p) —2sin(p)
= /0 < 2cos(p) —4 |, 2cos(yp) > dy
4sin(y) 0

27
— / —~12 sjn2(gp) + 4cosQ(<p) — 8cos(yp))dy
0
27
— / 4 — 16 sin?(p) — 8 cos(p)dy
0

= /0 i 4 — 8(1 — cos(2¢)) — 8cos(p)dy

= —8m,
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wobei wir sin®*(¢) = 1(1 — cos(2¢)) verwendet haben.

Alternativ: Wir berechnen

8yF3 — 8ZF2 z+4+2
rotF(z,y,2) = | 0,Fy — 0,F5 | = 0 , (z,y,2) e R
0. Fy — 0, -2

Die Parametrisierung von M ist gegeben durch

r

®:[0,27) x [0,2] = M, (¢,1) — (r cos(p), rsin(p), 5) )

Die Tangentialvektoren an (z,y) = ®(p,7) € M ~ (0,0) sind gegeben durch

50 [ sin(p) Lo 098(90)
%(90,7‘) = | rcos(y) und === | sin(y)
0 r

Daraus erhilt man das normierte Einheitsnormalenvektorfeld

r? cos(¢p)
n(r,¢) = . <E)CI> 8@) S r? sin(yp)
Do o) T e | e

Da der Normalenvektor n(r, ) in positive z-Richtung zeigen soll, benutzen wir

1 8<I> 0P
n(r,¢) = || %H XE )

X

Damit kann I berechnet werden

N e 12 cos()
I :/ / < 0 | —r?sin(p) >drdgp
v —2 T

2w 2 1
= / / (——7’4 cos(p) — 2r? cos(p) — 27“) drdy
o Jo 2
2w 2 9
= /0 /0 —2rdrdy = 2 [_TQ]T:() = —8m,

wobei wir verwendet haben, dass fo% cos(z)dr = 0.
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Aufgabe 4 (2+2+1+3+2)

a) Fiir welche a € R ist
[z +iy) = (2° = 3zy®) +i(32%y + ay?)
komplex differenzierbar?

b) Berechnen Sie

j{ 274z

|z|=4

7{ (z — 2)71 dz.
|z|=10

j|§|=18 exp(cos(sin(z)))dz

und

c) Bestimmen Sie

mit kurzer Begriindung.

d) Berechnen Sie

fLZZ (Z - 1)2(2 + 5) dz.

e) Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der Laurentreihe
o) -1 o~
>+ Y (5)
n=0 n=-—o00
Losung
a) Es seien u(z,y) = 2* — 3zy* und v(x,y) = 32%y + ay®. Wir iiberpriifen die Giiltigkeit der

Cauchy-Riemmanschen Differentialgleichungen in Abhéngigkeit von «. Die Bedingung lautet
Opu(z,y) = 30* — 3y° = 322 + 3ay® = oyu(z,y), Oyu(r,y) =—6xy = —6ay = —0,v(z,y).

Damit ist f fiir = —1 komplex differenzierbar.

b) Fiir das erste Integral verwenden wir die Parametrisierung z = 4e fiir ¢ € [0, 27]. Damit

erhalten wir

2m 2m
. ) 1 .
7{ 2y = / 4=4e™ i gt dt = — ie 3 dt = 0.
|2|=4 0 64 Jo

Alternativ: Wir wenden die Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen mit f(z) =1 an. Da f
holomorph ist und |0| < 4, erhalten wir

o
7{ 2y = llz ®(0) = 0.
el =4 i

Fiir das zweite Integral nutzen wir die Cauchysche Integralformel mit f(z) = 1. Da f holo-

morph ist und |2| < 10, erhalten wir

7{ (z—2)""dz = 27i - f(2) = 2mi.
|z|=10
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c¢) Der Integrand ist als Verkniipfung holomorpher Funktionen wieder holomorph. Aus dem Cauchy-

schen Integralsatz folgt, dass
j{ exp(cos(sin(z)))dz = 0.
|z|=18

d) Wegen |5 > 2 ist z* = 1 die einzige relevante Singularitéit des Integranden f. Mit dem

Residuensatz erhalten wir

7|{|:2 (z—=1)%(z + 5)dz = 2mi - Res(f(2); 1).

Da es sich bei z* um eine doppelte Polstelle handelt, ergibt sich
L, d( 2 224102 11
Res((2)1) = iy 7 (55 ) =t S0 =

und folglich

% 22 11
5 dz =
=2 (2 = 1)*(z + 5) 18

= —m.
Alternativ: Wir wenden die Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen mit f(z) = Zﬁ;
an. Da f im Inneren des vom Integrationsweg eingeschlossenen Bereich holomorph ist, erhalten
o 22 2mi 22 + 10z 11
j{ dz = —f'(1) =2mi - | | = =i
=2 (2 = 1)%(2 +5) 1! (z+5)2'==1 18

e) Der erste Summand konvergiert nach der geometrischen Reihe fiir |z| < 1. Der zweite Summand
konvergiert nach der geometrischen Reihe fiir |z/2| > 1, d.h. |z| > 2.
Da diese zwei Bedingungen nicht gleichzeitig erfiillt sein kénnen, ist der Konvergenzbereich

gerade die leere Menge ().

Aufgabe 5 (3+4+3)

a) Bestimmen Sie die Mobiustransformation w = f(z) mit

und das Bild der Menge {z € C: Re(z) = 0}.

o) 2 2
/ de.
oo 16+ 2*

2w 2si t
/ 3+ 2sin ( >dt.
0

5+ 4cos(t)

b) Berechnen Sie

c) Bestimmen Sie

Losung:
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a) Die Mobiustransformation zu drei gegebenen Punkten berechnet sich iiber die Formel

(w —wa)(wz —w1) _ (2 —22)(23 — 21)

(w — wy)(ws — wa) (z — 21)(z3 — 22)

mit f(z1) = f(=1) = =i = wy, f(22) = f(0) =1 =wy und f(z3) = f(1) = ¢ = ws. Daraus
folgt

(w—1)(i— (=) (2—0)(1—(-1)) 2i(w — 1) 2z

(w—(=9)(i—1) (22— (-1))(1—-0) - (w+i)(i—1) 241

Wir multiplizieren jeweils mit dem Nenner und formen um

(2iw —2i)(z+1) = (22)(iw — 1 —w — 1)
= 2wz — 21z + 21w — 21 = 2nzw — 2z — 2zw — 212
= w2z +2i) = —2z+2i

—z+1 1z 41

:>w: " = - g
zZ+1 —1z+1

f(z).

Esist f(i) = 0 und f(—i) = co. Daher wird die imaginére Achse auf die reelle Achse abgebildet.

Alternative 1: Fine Mobiustransformation hat die folgende allgemeine Form

az+b

&) =g

Uber die gegebenen Punkte kann die Mdbiustransformation auch iiber ein lineares Gleichungs-
system mit drei Gleichungen und vier Unbekannten gelost werden. Es muss

b a+b_, —a+b_

~ =1 — — 4
" oe+4+d —c+d !

3

d
gelten. Daraus folgt b =d, a =i(c+d) —d und —a+d =ic—id
bzw. —i(c+d) + 2d = ic —id und somit ¢ = —id, b = d und a = id. Damit kann zum Beispiel
d=1,b=1, c=—i und a =1 gewahlt werden. Dann ist

_CLZ+b_ 1z+1
ez 4d  —iz+1

f(2)

Esist f(i) = 0 und f(—i) = co. Daher wird die imaginére Achse auf die reelle Achse abgebildet.

Alternative 2: Eine Mobiustransformation hat die folgende allgemeine Form

b
fe) =

Uber die gegebenen Punkte kann die Mdbiustransformation auch iiber ein lineares Gleichungs-

system mit drei Gleichungen und drei Unbekannten gelost werden. Es muss

b “ib o 14b

d- " “ctd " c+d
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gelten. Daraus folgt b =d und (1+0b) =i(c+d) und (—1+b) =ic —id.

Wir addieren die beiden Gleichungen und erhalten 2b = 2ic und somit eingesetzt und aufgelost
1+b=i(l—d)b =1=ib =b=—

Dadurch ist
d=—17 und c=—1.

Dann ist
z+b Z—1 1z +1
floy= 2tb 2ol il
cz+d —z—1 —iz+1
Esist f(i) = 0 und f(—i) = oco. Daher wird die imaginére Achse auf die reelle Achse abgebildet.
Die Nullstellen des Nenners lauten z; = 2e7™/4, 2z, = 2e37/4 2, = 2e5™/4 und 2, = 2e77/4.

Der Grad vom Nennerpolynom ist grofler gleich der Grad des Zahlerpolynoms + 2. Daher gilt

22 , 222
/_OO 16+x4dx:2mZRes (16+Z4;Zk)7

21,22

da diese die Nullstellen in der oberen Halbebene sind.

Es ist
222 222 222 1
Res —4721 = d—|z:z1 = T3 A ana
16 + = 4(16 + 2% 423 dei/
und
222 222 222 1
Res( o2 | = T nl=== 13 = 1o
16 + 2 (16 4 24) 423 4edin/

Somit folgt

oo 16+ 2 T= I et T g ) T AN s ) T3 \/75(—1—1-2') —Em(—z)

1

= —=T.

V2

Das Integral liegt in der folgenden Form vor

/0 W%ﬁi@fﬁ = /0 ﬂR(COS(t),sin(t))dt.

Wir benutzen die Parametrisierung z = e mit dt = %. Damit kénnen wir das Integral

schreiben als

2T -1 -1
3+2 t _ 1
/ + 2sin / R(cos(t),sin(t))dt = / R(Z R , & Z —dz
0 5+4cost 0 |2|=1 2 21 1z
/ 34252 1d / 3—i(z—z‘1)1d
—dz = —dz
=1 5 4 42— 54 42k271 b1 D+ 2(z+ 271 iz

3 1
/ —iz2 4+ 3z +1 1. F(2)dz
12)=1 22245242 iz 12)=1
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DN |

Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind z; = —2, 2o = —% und z3 = 0. Dabei sind z9 = —

und z3 = 0 relevant, da diese im Einheitskreis liegen. Der Residuensatz liefert

[ = o (Rt = 0+ Res (12 =1 ) ).
0

5+ 4 cos(t)
Es ist
—iz* +3z+1i1 il 1

es(£(2); 0) 222 +52+20|,, 21 2

und
—i22 + 32+ —i-8i(-3)+1 G435 2(3 1
R 2) = ————————— =4 . =+t =—cl t51)=—5-
A T T 2(-1)3 -3 3 (4 ! 22) 2"

Damit ergibt sich

T 3 + 2sin(t) 1 11
/0 5+ deos(t) m( es(f;2=0) + Res (f,z 2)) i <2 5 z) 7r

Aufgabe 6 (3+4+3)

a) Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung der Funktion

2, x€(—00,0),
H(r)=14 3, x€][0,5),
—1, z€[5,00).

/|Z y Re(2)dz.

Wieso ist der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar? Welchen Wert hat f m(z)dz"?

b) Bestimmen Sie das Wegintegral

c) Betrachten Sie die lineare Diffusionsgleichung

0*u  10u 1 0%u

= Gn o TR,

auf dem Gebiet Q = {(r,¢) : 0 < ¢ < 2w, 7 € [0,1)} mit Neumann-Randbedingungen d,u =0
fir » = 1. Machen Sie den Ansatz u(r, p,t) = v(t)Y (¢)Z(r) und leiten Sie Differentialglei-
chungen fiir v, Y und Z her.

Losung:

a) Sei ¢ € C§°. Die dazugehorige Distribution Ty ist gegeben durch

/H dm—Q/_(;(p(x)dx—|—3/05<p(1:)d:c—/:o<p(:c)d:c.
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Die distributionelle Ableitung der Funktion H ist gegeben durch

Ty = ~Tul) =2 [ d@rde-3 [ Gt [ da

—0o0

= —2(p(0) — p(—00)) = 3(¢(5) — ¢(0)) + (¢(o0) — ¢(5))
= ¢(0) — 4(5),

wobei wir verwendet haben, dass ¢ im Unendlichen verschwindet wegen ¢ € Cg°.

b) Fiir die Parametrisierung z(t) = e = cos(t) + isin(t) des Einheitskreises ergibt sich

/|Z:1 Re(z) dz = /027T Re(z(t))z(t) dt = /027r cos(t) - it dt

2m it —it . 27 . 21
e"+e i Z/ 2t Z{l 2t ]
= —ie" dt = = e+ 1dt = = | ="+t
/0 2 2 Jo 2|2 0
(1
— % <Z(1 —1) +27r> = i

Der Cauchysche Integralsatz ist nicht anwendbar, da die Abbildung z +— Re(z) nirgends holo-
morph ist.
Wegen z = Re(z) 4 ilm(z) ist Im(z) = —i(z — Re(z)) und damit

/Z | Im(z) dz = —i ( /| s / | Re(z)dz) .

Das erste Integral verschwindet, da z — 2z holomorph ist und der Cauchysche Integralsatz hier

nun angewendet kann. Das zweite Integral haben wir bereits berechnet, also ergibt sich

/|1 Im(z) dz = —i(0 —im) = —.

Alternative fiir die Berechnung des ersten Integrals: Fiir die Parametrisierung z(t) = e =

cos(t) + isin(t) des Einheitskreises ergibt sich
27 27 )
/ Re(z) dz = / Re(z(t))2(t) dt = / cos(t) - ie dt
|2|=1 0 0

= /o 7r2'0052(15) — cos(t) sin(t) dt

2m 2m
= z/ cos?(t) dt — cos(t) sin(t) dt .
0 0

~ S ~ S

v~ '

=1 =: Iy

Per partieller Integration erhalten wir fiir I;:

2m 2m
I = [sin(t) cos(t)]fio +/ sin?(t) dt = / 1 —cos?(t) dt =27 — I
> Jo 0

[

-

=0
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und folglich I; = 7. Das Integral I verschwindet, da der Integrand 27 -periodisch und ungerade
ist. Insgesamt erhalten wir

Re(z) dz = im.
|z|=1

Alternative 1 fiir die Berechnung des zweiten Integrals: Fiir die Parametrisierung z(t) = e =

cos(t) + isin(t) des Einheitskreises ergibt sich

Aﬂmwwzlﬁmmw@ﬁzlﬂmwat

2 it —it 2 2m
— , 1 . 171
= / uz’e” dt = —/ e —1dt = — | —e* —t
0 21 2 Jo 2 |2 0

= % (%(1—1)—%) = .

Alternative 2 fiir die Berechnung des zweiten Integrals: Fiir die Parametrisierung z(t) = e’ =

cos(t) +isin(t) des Einheitskreises ergibt sich
2m 2m ]
/ m@@:/lmmm@ﬁ:/smmwwt
|2=1 0 0
2
= / isin(t) cos(t) — sin®(t) dt
’ 27 27
= z/ sin(t) cos(t) dt —/ sin®(t) dt .
Jo 0

J/

-~ -~

=1 =: 1
Per partieller Integration erhalten wir fiir I5:
27 9 2m 2m
I, = / sin®(t) dt = [ — sin(t) cos(t)LZO +/ cos?(t) dt = / 1 —sin?(t) dt = 27 — I,
0 \ ~ - Jo 0

=0

und folglich I, = 7. Das Integral I; verschwindet, da der Integrand 27 -periodisch und ungerade

/Z|=1 Re(z) dz = —m.

c) Einsetzen des Ansatzes ergibt zundchst (Argumente werden weggelassen)

ist. Insgesamt erhalten wir

1 1
VYZ =0YZ" + oY 7 + —2UY”Z.
r r

Wir dividieren durch v = vY Z und erhalten
(A S Vi A N 1/r?y”
v Z Yy

Da die linke Seite der Gleichung nur von ¢ und die rechte Seite nur von r und ¢ abhéngt,

konnen diese nur konstant sein, d.h. es existiert ein A;, so dass
v’ Z"+1/rZ"  1/r?Y"
v [z APy

v Z Y

Al
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Wir multiplizieren die rechte Gleichung mit r? und formen um

’U/ 7an// + ’I’Z/ Y//
— =\, = ) — =0.
" 1 ( 7 1> + %
Wir sehen, dass der erste Summand der rechten Gleichung nur von r und der zweite Summand
nur von ¢ abhéngt. Damit sind beide Summanden konstant, d.h. es existiert ein Ay, so dass
v’ r2Z" +rZ'

Y//
Yy r_
v b A

— 7"2/\1 = )\2, % = —/\2.
Daher ergeben sich fiir v, ¥ und Z folgende Gleichungen

v =\, 22" + 17 =r’\Z + M2, Y = -\.Y.



