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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Studiengang: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4, eigenhandgeschrieben.

e Mobiltelefone und dhnliche Geréte miissen wihrend der gesamten Klausur komplett ausgeschal-
tet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulassig.

e Nutzen Sie die Késten fiir [hre Losungen. Sofern nicht anders angegeben, ist nur das Endergebnis
einzutragen. Andernfalls sind Ergebnis und Rechenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf
Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Als Bonus ausgewiesene Aufgaben konnen bearbeitet werden, um Bonuspunkte zu sammeln.
Diese sind moglicherweise etwas kniffliger und zéhlen nicht zur Maximalpunktzahl.

e Neben den Ergebnissen aus der Vorlesung und den Ubungen kénnen Sie folgende Ableitungen,
Stammfunktionen und Funktionswerte ohne Herleitung verwenden. Alle anderen Ableitungen und
Stammfunktionen miissen begriindet werden.

f(x) ‘ sin(z) cos(z) + = ‘ x — sin(z) cos(x) ‘ sin(z)? |0 2 2 Z
f(x) ‘ 2 cos(x)? ‘ 2 sin(x)? ‘ 2sin(x) cos(z) cos(z) | 1 \/73 \/Li 0
sin(z) [0 \/Li 1
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Aufgabe 1 (Lineare Differentialgleichungen — 4 Punkte)

Das charakteristische Polynom p der homogenen, linearen Differentialgleichung
besitzt die Nullstellen 1 und —2.

1. Wie lauten die beiden verbleibenden Nullstellen A;, Ay von p?

M= i =] —i

Zusitzliche Erlduterungen. Das charakteristische Polynom ist p(t) = t*+#3 — 2 +¢ — 2. Wenn
1 und —2 Nullstellen sind, wird p von (¢ — 1)(t + 2) = t* + t — 2 geteilt. Polynomdivision:

t + B - 2 +t - 2 (P+t-2)=t>+1
o4+ 2 — 22
2+t —

2
2 4+t - 2
0

Also gilt p(t) = (t — 1)t +2)(2+ 1) = (t = 1)t +2)(t +1)(t — Q).

2. Geben Sie eine Basis fiir den Raum aller reellwertigen Losungen von (L) an:

e’ e % cosx, sinz

Zusitzliche Erlauterungen. Fine Basis aus komplexwertigen Losungen besteht aus den Funk-
tionen €%, e~ 2%, e, ¢~ Eine reelle Losung erhilt man, indem man von einer der beiden Funk-
tionen € oder e den Real- und Imaginirteil betrachtet. Wegen €' = cos(x) + isin(z) kommt
man dann auf die Basis der reellen Losungen e, e 2%, cos x, sin .
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Aufgabe 2 (Fourier—Transformation (Optional) — 2 Bonuspunkte)
Bestimmen Sie die Fourier- Transformierte f = .%(f) der Funktion f(z) = Ipoof(z)-e**sinh(z), z € R.

flo=-L.zgems 1 (1 L
V2r  €44+106249 2vor  \ie+1 ~ 43 )

Zusitzliche Erlauterungen. Per Definition ist

f \/ﬂ/ e T 0,00[ () - e 2 sinh(z) dz
\/ﬂ/ 27 sinh(x) dz
und es gilt
T hiz) de — T e op€t— € d
/Oe e sm(x)x/e e T
%/ —(1£+1 6—(i£+3)ac) de
-3 {—e Gerve _ L erne|
2 |—(i&+1) —(i +3) -
11 1
D) (15 +1 15 + 3)
1 /1—-i& — i€
T2 (52 +1 52 + 9)
1 (-1 +9) - B¢ +1)
2 (£ +1)(€+9)
= —4iE+3
S e 108249

Also:

ie) = 1 < 11 )_ 1 =& —4ig+3
5_2\/% E+1 i€+3)  Vor £1+1082+9°
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Aufgabe 3 (Integration in der Ebene (Optional) — 6 Bonuspunkte)
Es seien f,g: R — R mit f(z) =22 — 1 und g(x) = —22 + 2z.

1. Skizzieren Sie f und ¢ in einem gemeinsamen Koordinatensystem:

Sei A C R? die durch die Graphen von f und g beschrinkte Fliche.

2. Stellen Sie A als Normalbereich in y—Richtung dar:

( 3

IN
8
IN

N —
[
w
N | =
[\
S

A=< (v,y)" € R?

| < y < —2% + 2z

\ Vs

Zusitzliche Erlauterungen. Die Menge A als Normalbereich in y—Richtung darstellen, bedeu-
tet: Die y—Komponente von (y) € A als Funktion der z—Komponente auszudriicken. Der Skizze
entnimmt man, dass

€

A:{('xay)TERQ 1172—1

r < T
y < —2*+2x [°

VARVAN
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fiir die Schnittpunkte x1, x5 von f und g gilt, wobei 21 < x5. Es gilt
f@)=gx) =21 —1=-2"+2r = 22+ 22+ 1 =0.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind
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3. Berechnen Sie voly(A):

V012 (A) = \/g

Zusiatzliche Erléduterungen. Per Definition:

1_V3
2 2
L+£
:[f zd+x2+x2 :
r=1_3
2 2
3 2
2 (1 3 1 3 1 3
_o2(L By (L VB L VB
3\2 2 2 2 2 2
3 2
L2(L_vBY _(L_¥B) 1 V3
3\2 2 2 2 2 2
2 (5 3V3 3 1 3
S D I C I L
3\4 4 2 2 2
2 (5 3V3 3 1 3
2[5 Vs 18
3\4 4 2 2 2
— V3
Nebenrechnung:
2
1ovBY (1 v3\ (1 v3)_ | V8
2 2 “\l2 2 2 2 ) 2’
3
1TovBY _f, vB\ (1 Vv3)_5 3V3
2 2 N 2 2 2 ) 4 4
2
1 3 1 3\ (1 3 3
LoVBY (L VB (L VB VB
2 2 2 2 2 2 2
3
1 3 3\ (1 3 5 33
1ov8Y (V3 (L,v3)_5 33
2 2 2 2 2 4 4

(Fubini)

6 von 27



Prof. U. Semmelmann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 24. August 2023

Aufgabe 4 (Integration im Raum — 14 Punkte)

Der Rotationskorper K sei definiert als

K:{<§)€R3‘ 1—Z§\/x2+y2§—22—z+2}.

1. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der Ebene { <§) cR3 ‘ x,z € R}.

1,6

12

0,8

0,4

15 -1 —-0,5

—-0,4

-0,8

—12

—16

0,5 1 15 Z

2. Parametrisieren Sie K mittels Zylinderkoordinaten ®: D — K, ¢ <ZZ;) = (rsin(@

(

D = (%) ER?’) ¢ €10, 27];
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Zusitzliche Erlduterungen. Gesucht sind die Punkte (r,¢,2)T € R? mit ®((r,,2)") € K.
Ausgeschrieben:

@ (%) €K+ (:ij((ﬁ))) e K

z

= l—z<r<—22—z242

Wegen r > 0 ist der von den Graphen der Funktionen z + 1 —z und 2 — —2% — 2 42 beschrinkte
Bereich zu ermitteln. Dafiir miissen die Schnittpunkte der Funktionenl — z und —z? — z + 2
berechnet werden. Es gilt

l—z=-22—242«—= 2 =1+ 2z =+1.

3. Berechnen Sie das Volumen von K.

volg(K) = 2.

Zuséatzliche Erlauterungen. Es gilt

VOlg(K):/ 1d(z,y, 2)

K
= [ |det JO((r,0,2)")|d(r, ¢, 2) (Transformationssatz)
D A ~~ >y

2 1 —;2—z+2
= / / / rdrdzde (Fubini)
o Jo1Ji—z
1

:W/l(—22—2+2)2—(1—z)2dz
:ﬂ/_1(22+z—2)2dz+ﬂ{¥]1—1

1

1
8
:7r/ z4+2z3—4z2+(z—2)2dz—§7r
—1

8 54 — 231"
=37 +m [% - §z3 + %} » (2% ist ungerade Funktion)
8 . 2 8+ —1+27
=—-r+7T|l-— s+ ——
3 5 3 3
56
= —T.
15
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4. Durch ¥((p, 2)T) = ((1 — 2) cos(p), (1 — 2) sin(p), 2)T wird eine der Randfliichen M von K para-

metrisiert. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J¥ und das Kreuzprodukt g—g X %—‘f:
—(1—=2z)sin(p) —cos(p) U T (1= 2) cos(p)
JU(L)=|| M=2)cos(p) =sin(p) ||, ——x—-=(2)=|[(1—2)sin(p)

0 1 Odp 0z 1

Im Nachfolgenden sei M durch den von K nach auffen zeigenden Normalenvektor orientiert. Wir defi-
nieren aufierdem das Vektorfeld W auf R?® durch W ((x,y,2)") = (sinh(2)y, z, 2)".

5. Die Divergenz div W von W ist konstant. Berechnen Sie diese und [ y W -dS:

): 1

divW(

ne 8

Zusitzliche Erlduterungen. Es gilt

. owy oWy,  0Wjs
d = =1.
W ox + oy * 0z
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Sy W-dsS =3
Zusatzliche Erlauterungen. In vorherigem Aufgabenteil wurde der Normalenvektor
RN ‘— berechnet und dieser zeigt in Richtung K nach innen (denn 1 — z > 0 fiir

o
z < 1) Daher ist ¥ eine orientierungsumkehrende Parametrisierung von M. Also gilt

per Definition (M ist die Fliche mit \/a? +y%? =1 — z2),

3\11 (9KIJ
sin z) sin (1—=2) cos(
/ / < h1 zl c05(4p)((p ) ( 1- z Sln(g >> dz dQO
1
|:Sl

:/ (sinh(2) +1)(1 — 2)*dz - cos(y) sin( )dg0+27r/ 2(1—2)dz
-1 0 _
n

_ /_ 11(sinh(z) } |

4
= —-T.

3

6. Bezeichne N die verbleibende Randflache von K. Wie M sei auch N durch den von K nach aufien
zeigenden Normalenvektor orientiert. SchlieBen Sie auf den Wert |’ N W -ds:

/W-dS: ETF
N 5

Zusiatzliche Erlauterungen. Nach dem Satz von Gaufl gilt:

/divw( d(z, y, 2 /W dS+/W s
K

:—7r+/W-dS.
3 N
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AuBerdem ist divW =1, also [, div W d(z,y, 2) = [, 1d(xz,y, z) = vols(K) = 227. Damit
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Aufgabe 5 (Fourier-Reihen — 11 Punkte + 1 Bonuspunkte)
Sei f:R — R die 27-periodische Funktion so dass f(z) = cos(x) — £ fiir x € [-7, 7.

1. Skizzieren Sie die Funktion f iiber das Intervall [—27, 27].

f(x)

2

f(x)

2. Bezeichne Sy die Fourier-Reihe von f, also
a = : ikx
Sylx) = 50 + kg_l ay, cos(kx) + by sin(kz) = kEEZ crel®

fiir gewisse Koeffizienten ay, by, ¢, € C.

Gegen welche Funktion konvergiert die Reihe Sy punktweise?

Sy(z) = {f(:z:) falls z ¢ 7(2Z + 1) .

—1 sonst
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3. Berechnen Sie die reellen und komplexen Fourierkoeffizienten von f.

ap = 0 ) ay = 1 ;
2(—1)F
ap = 0 (/{3 > 1), b, = ( ]{,‘> , (k > 0)
T
1 7
Co = 0 ) C1= 5—% )
1 i —1)k5
¢ = 4l ) cp = ) (k#1).
2 0w 7k

Zusitzliche Erlduterungen. Die Funktion cos(z) ist schon eine Fourier Reihe. Wir berechnen
die Koeffizienten der Funktion £ fiir € [—n,7[. Diese Funktion ist ungerade auf das Intervall
| — m, m[, so ihre Fourierkoeffizienten a}, b} erfiillen aj = 0. Wir berechnen

2 K
by =— [ asin(kr)dr
™ —T
= — [ asin(kz)dx
™ Jo
2 [ cos(kx)]™ 2 [™ cos(kx)
B T
_2(—1)kH
7k
Alsoak:Oﬁirk:%l,al:l,bk:2(_71])j+1 undck:%%m:%fﬂrk>lundq:ak+m:
1 (=1)kq ey = agtiby _ 1 _ (=i
2 k0 O 2 2 Tk

Zusitzliche Erliuterungen. Die Funktion f ist C' auf R\ 27Z+ 7. Der Satz von Dirichlet gibt,
dass die Reihe gegen die Funktion f auf diese Menge konvergiert. An den Punkten 7 konvergiert

die Reihe gegen w =—1.
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(o.9]
4. (Bonus) Nutzen Sie die Fourierreihe Sy, um den Wert der Reihe ) 25 zu bestimmen.
n=1

Zusitzliche Erlduterungen. Mit dem Satz von Parseval gilt

1 [" R =X 4
;/ (f(x) — cos(z))?dr = Zbﬁ = Z 5
o k=1 k=1

Wir berechnen
T x 9
27 x© 2
/_ﬂ(f(x) — cos(z))*dx = /_7r de =3

Dann,
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Aufgabe 6 (Lineare Differentialgleichungssysteme — 6 Punkte + 2 Bonuspunkte)

Zu losen ist das lineare, homogene Differentialgleichungssystem

Yy = —y1 o+ 2y — 2ys + ya,
Yy = —4dyi + 6yr — dys + 4y, (1)
s = =2y + 4dy2 — 2y3 + 2y,
yp = 3y — 2% + 2y3 — 3y

1. Formulieren Sie (H) in der Gestalt y' = Ay fiir eine Matrix A:

-1 2 -2 1
4 6 -4 4
A= 2 4 -2 2

3 -2 2 =3

2. Die Matrix A besitzt die Jordan—Normalform

o O OO
o O O
SN OO

o O O

Wie lautet demnach die algebraische Vielfachheit m des Eigenwerts 07

Zusitzliche Erlauterungen. Jede Jordan—Normalform kann durch eine Basiswechselmatrix er-
reicht werden, d.h. A und die obige Matrix sind zueinander konjugiert. Da konjugierte Matrizen
dasselbe charakteristische Polynom haben, ist das charakteristische Polynom y 4 von A also

-t 1 0 0
0 -t O 0
0 0 2-¢ 0
0 O 0 —-2-t

xa(t) = det =22 —t)(—-1—1).

15 von 27



Prof. U. Semmelmann

Hohere Mathematik 3 (vertieft)

24. August 2023

3. Geben Sie eine Basis B : vy, v2,v3,v4 des C* an, die obige Jordan—Normalform realisiert.

v =

, U2 =

_ o O =

, U3 =

O = = O

und vy =

S = O

-2

Zusitzliche Erlduterungen. Aufgrund der Jordan—Normalform wissen wir, dass es eine Haupt-
vektorkette der Linge 2 geben zum Eigenwert 0 geben muss. Da der Eigenraum zum Eigenwert
eindimensional ist, kann eine solche Kette rekursiv bestimmt werden. Wir 16sen zunéchst die
Gleichung Az = 0 mittels Gaui-Algorithmus:

-1 2 =2
-4 6 -4 4
-2 4 =2
3 =2 2 =3

1
O =

DO O+ OO O~ OO

| I
co Lo w0,

SO = O

2 =1 +iz
4 0 —275
2 0 1
-4 0 +27Z5
0 -1
0 0 | %
1 0
4 0 —473
0 —1
0 O
1 0
0 0

Das fiihrt beispielsweise zum Vektor v; = (1,0,0,1)T. Jetzt miissen die gleichen Umformungen
mit rechter Seite v; durchgefiihrt werden (wir schreiben abkiirzend nur die rechte Seite hin):

1
0
0
1

d. h. zu losen ist

—2

+1z4

—4 | -2z,
s ~

+275
1 00 -1
01 0 O
001 0
0 0 0 O
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was auf vo = (1,0,—1,0)T fiihrt. Jetzt bestimmen wir noch eine Basis der Eigenrdume fiir den
BEigenwert 2:

-3 2 =2 1
-4 4 -4 4
-2 4 -4 2

3 =2 2 =5

Wir konnen an dieser Stelle authoren, da die zweite und dritte Spalte bereits linear abhéngig sind,
d.h. vg3 = (0,1,1,0)T ist eine Basis fiir den Eigenraum zum Eigenwert 2. Fiir den Eigenraum zum
Eigenwert —2:

12 =2 1
-4 8 -4 4
-2 4 0 2

3 =2 2 -1

sind die zweite und vierte Spalte linear abhingig, hier kénnen wir also genauso vy = (0,1,0, —2)T

wahlen.

. Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix W fiir (H):

1 14+2 0 0

0 0 62:5 6—21’
0 —1 e 0

1 x 0 —2e %

Zusitzliche Erldauterungen. Die Vektoren jeder Basis fiir den Losungsraum von (H) kénnen
wir als Spalten einer Matrix eintragen. Die so gewonnen Matrix ist eine Fundamentalmatrix.
Nach dem vorherigen Aufgabenteil bilden die Funktionen y;(x) = ®vy, ya(x) = € (vy + zv1),
ys(x) = e*®vg und yu(z) = e *v, eine Basis des Losungsraums von (H). Die Matrix mit den

Spalten y1(x), yo(z), ys3(z), ya(x) ist genau die angegebene Matrix W (z). Probe:

01 0 0
Wiz)= 10 o 2e2
01 0 de2
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und

-1 2 -2 1 1 1+
—4 6 —4 4 0 0
—2 4 =2 2110 =1
3 -2 2 -3 1 =z
01 0 0

0 0 2e%* —2¢ 2

0 0 2e2 0

01 0 4de

5. Losen Sie (H) zu den Anfangsbedingungen y;(0) = 6, y2(0) = 15, y3(0) = 4 und y4(0) = —14:

6+ 2z
662 + 92
—2 4 6%
4420 — 18~

Zusitzliche Erlauterungen. Die Losung ist gegeben durch die Funktion y(z) = W(z) - b mit

W(0)-b= (6,154,

0

1
1
0

—14). Gau$:

0

1

0
-2

6
15
4

—14

—Z4 1 0
3 01
“n 1o o0
71 _01
(1.0 0
010
1o o0 1
00 1
(1.0 0
010
“loo1
100 0
(1.0 0
010
“loo 1
100 0
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also b = (4,2,6,9)T. Damit folgt

4+2(1 + 1) 6+ 20
662 + 9e =2 662 4 9e =2
sy =)= | O o S
442r49 (—2)e > 4+ 2x — 18~

Wir betrachten nun das inhomogene Differentialgleichungssystem

vi = —y1 o+ 2y — 2y3 + y — (1+z)e™,

Yy = —dy1 + 6y — dyz + 4y, (M
ys = —2y1 + 4y — 2y3 + 2y + e,

vy = 3y1 + 2y + 2y3 — 3ys — xe .

6. (Optional). Bestimmen Sie die partikuldre Losung von (I) mit y,(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = 1 und
ya(0) = 0:

—l—z+(14+2x)e™

1—e¢ % + e2x
—x+xe”

(Hinweis. Verwenden Sie den Ansatz y,(z) = W (z)c(x) fiir eine noch zu bestimmende Funktion

c(z) = (0,%,%,0)T.)

Zusitzliche Erlduterungen. Variation der Konstanten, d.h. wir verwenden den Ansatz y,(x) =
W (z)e(x) fiir eine noch zu bestimmende Funktion ¢(x). Es muss gelten

1 1+2 0 0 —(14+x)e ™
0 0 R ! 0
0 -1 o2 0 ’ Cl(x) = W(l’) ' Cl(‘%.) = e
1 =z 0 —2e 2 —ze®
oder dquivalent
1 1+2 0 0 —(1+z)e™
0 0 1 1 (z) = 0
0 -1 1 o |"~ e
1 T 0 2 —xe *
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mit u(z) = (dj(x), (z), e**dy(x), e **c}(x)). Gaub:

1 142 0 0 | —(14+2x)e™ |+01+2)2s
0 0 1 1 0 73
O -1 1 0 e " (=1)
1 T 0 —2 —xre * -7
[1 0 1+2 0 0
0 1 —1 0 | —e™®
AN
0 0 1 1 0 274
| 0 —1 0 —2| e | +724273
(1 0 1+2 0 0 —(14x)Z3
01 -1 0]—e" +Z3
AN
0 0 1 0 0
[ 00 1 1 0 —Z3
[1 0 00 0
01 0 0] —e"
AN
0010 0
| 00 0 1 0

Es folgt u(z) = (0, —e=%,0,0)T. Also ¢(x) = (0, —e~%,0,0)T, d. h.

0

et —1
c(x) = 0 +a
0
fiir einen Vektor o € R* mit

0
1
W(0)a = 1
0

Das ist genau die dritte Spalte von W (0), d.h. a = (0,0,1,0)T. Alternativ wiederholt man die Schritte
des GauB-Algorithmus mit rechter Seite (0,1,1,0)T und # = 0 (wir notieren nur die rechte Seite):

0 |+(1+2)2s 1 1 |-(+a2)zs 0

1 73 —1 —1 +Zs 0
sy Ay sy

1 (=1) 1 “Z4 1 1

0 —71 O +Zo+273 ]_ —73 O
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In jedem Fall: ¢(x) = (0,e™® —1,1,0)" und

6250
yp(a:) - W(.Z')C(ZE) - 1—e2 + 62:1:
—x + xe *
Probe:
—1 —xze™*
262x
yll)(x) = efac + 2623:
—14+(1—xz)e "
und
—(1+x)e ™
0
A yp(x) + e—ac
—xe "

-1 2 =2 1 —1l—z+(1+x)e" —(14+z)e ™
|4 6 -4 4 e’ n 0

-2 4 =2 2 1—e @4 ¢e2 e "

3 -2 2 =3 —x+xe® —xe "

—1+e”® —(14z)e ™
B 2e%® N 0
- 2e%® e ?

-1 + e~ —re T
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Aufgabe 7 (Partielle Differentialgleichungen — 9 Punkte)

Wir untersuchen die partielle Differentialgleichung
ou ou
92 i 1.9) = P

definiert fiir (z,y) € Rog x R. Sei yo € R fixiert und (X(¢),Y (t)) die charakteristische Kurve der
Differentialgleichung (P) mit (X (0),Y(0)) = (1,yo). Sei U(t) = u(X(t), Y (t)).

1. Formulieren Sie die charakteristischen Gleichungen zu (P).

X'(t) = 2 : Y'(t) = X(t)

U'(t) = X(t)

mit Anfangsbedingungen X (0) =1, Y(0) = yo, U(0) = u(X(0),Y(0)) = vo.

2. Losen Sie die charakteristischen Gleichungen.

[N

X(t) = 2 + 1 , Y(t) = ;(2t+ 1)% —

oo|»—x

U(t) = 2+t + 5o
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3. Schlielen Sie auf die Losung von (P):

u(r,y) =5 +y— tas.
Zusétzliche Erlduterungen. Die charakteristische Kurven sind gegeben durch
(X(8),Y(t) = (2t +1,3(2t + 1)z — 5+ Yo). Also folgt t = % sowie
1 1
Yo =Y(t) - §X(t)% +3
Es folgt
9 t)?—1 1 3 1
wX(t),Y()=Ut)=t"+t+y = 1 +Y(t)——X(t)2+§
und somit
(2,9) 22—-1 1 s . 1
u(x,y) = — —x2 —.
Y 1 Y 3
4. Machen Sie eine Probe:
0
28_u(xa y) = T — \/E )
0
\/56—; (z,y) = Vi
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Aufgabe 8 (Wahrscheinlichkeitsrechnung — 8 Punkte)

Wir werfen einen fairen Wiirfel mit Seiten, die von 1 bis 6 nummeriert sind.

1. Wir betrachten die Ereignisse A = “Das Ergebnis der Wurfes ist gerade”, B
Wurfes ist ungerade”, C' = “Das Ergebnis des Wurfes ist > 57.

Sind A und B unabhéngig? Sind A und C' unabhéngig?

= “Das Ergebnis des

A und B sind abhéngig, denn:

P(ANB) =0 und P(A)P(B) =

N | —
N =
>~ =

A und C' sind unabhéngig, denn:

P(ANC)=P({6}) = % und P(A)P(C) = P({2,4,6})P({5,6}) = = 1

3 2
6 6

2. Wir wiirfeln fiinfmal. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, genau dreimal das Ergebnis 6 zu

erhalten. (Geben Sie diese als vollstdndig gekiirzten Bruch an, wobei der Nenner ein Produkt von
Potenzen ganzer Zahlen sein darf.)

125

P(“genau dreimal 6”) = STREE
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Zusiatzliche Erlauterungen. Wir haben

P(“genau dreimal 6”) = P(B(5,1/6) = 3)
_(5) L (5) 5
S \3) 67 \6 R

3. Es sei X,, die Summe der Zahlen, die man bei n Wiirfen erhélt. Was ist die Varianz von X7

4-3-52 125
2.1-65 924.35°

35
o*(X1) = T2

Zusitzliche Erlauterungen. Man hat, dass die Varianz eine Diskrete Gleichverteilung G(k)
durch die Formel % gegeben ist. Wir leiten ab, dass

62—1 35

2
X)) = _ 22
(X)) = =5

Geben Sie unter Verwendung der Ungleichung von Chebychev eine minimale Anzahl n von Wiirfen
an, die notwendig sind, damit der Mittelwert X, /n mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% zwischen
3 und 4 liegt, also 3 < X,,/n < 4.

Zusiatzliche Erlduterungen. Wir berechnen, mithilfe der Ungleichung von Chebychev:

X, Xn
PB<—<4)=P(-05<——35<0.5)

n n
X, 1 X X, 1
=1—P(|=2-35|>)=1—-P(|=2 - E[—&]| > =
(1Zn 551> b =1- P2 )2 )
402%(X,, 4 35/12
:1_P(‘Xn_E[XnHZE)Zl_M: n x 35/
2 n? n?
_q_ 30
N n’
Wirwéllenl—%zo.%, i.e.%ﬁ0.0S, i.en2§'102.
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4. Man nimmt nun einen 20-seitigen Wiirfel. Wir wiirfeln 60 mal und bezeichnen mit Y die Anzahl
der 14, die wir erhalten. Mit welcher Poisson-Verteilung kann man die Verteilung von Y annédhern?

P(\) mit A= 3

Zusitzliche Erlauterungen. Die Approximation fir B(n,p) ist durch P(np) gegeben. Hier
haben wir np = 60 x % =3.

Berechnen Sie eine Ndherung fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Y > 5 ist. Welche Fehlerschranke
ergibt sich?

P(Y >5) ~ 0.1847 , §= =

Zusitzliche Erlauterungen. Mit der Tabelle zur Poisson-Verteilung haben wir P(X > 5) =~
P(P(3)>5)=1-P(P(3) <4) ~1—-0.8153 = 0.1847. Auflerdem, ist der maximale Fehler durch

die Formel np? = 60 x ﬁ = 23—0 gegeben.
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Verteilungsfunktion der Poisson-Verteilung

Eyi .
P(X{A}:Eje
=0
A -

. 0,1 02 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1,0
0 0,9048 | 08187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 | 0,4966 | 0,4493 | 0,4066 | 0,3679
1 0,9953 | 0,9825 | 0,9631 | 0,9384 | 0,9098 | 0,8781 | 0,8442 | 0,8088 | 0,7725 | (,7358
2 0,9998 | 0,9989 | 0,9964 | 0,9921 [ 0,9856 | 0,9769 | 0,9659 | 0,9526 | 0,9371 | 0,9197
3 0,9999 | 0,9997 | 0,9992 | 0,9982 | 0,9966 | 0,9942 | 0,9909 | 0,9865 | 0,9810
4 0.9999 | 0,9998 | 0,9996 | 0,9992 | 0,9986 | 0,9977 | 0,9963
B 0,9999 | 0,9998 | 0,9997 | 0,9994
6 1,0000 | 0,9999
7 1,0000

.1 12 1,3 14 15 1.6 1,7 18 1,9 2.0
0 0,3329 | 0,3012 | 0,2725 | 0,2466 | 0,2231 | 0,2019 | 0,1827 | 0,1653 | 0,1496 | 0,1353
1 0,6990 | 0,6626 | 0,6268 | 0,5918 | 0,5578 | 0,5249 | 0,4932 | 0,4628 | 0,4337 | 0,4060
2 0,9004 | 0,8795 | 0.8571 | 0,8335 | 0,8058 | 0,7834 | 0,7572 | 0,7306 | 0,7037 | 0,6767
3 0,9743 | 0,9662 | 0,9569 | 0,9463 | 09344 | 0,9212 | 0,9068 | 0,8913 | 0.8747 | 0,8571
4 0,9946 | 0,9923 | 09893 | 09857 | 0,9814 | 0,9763 | 0,9704 | 0,9636 | 0,9559 | 00,9473
5 0,9990 | 0,9985 | 0,9978 | 0,9968 | 0,9955 | 0,9940 | 0,9920 | 0,9896 | 0,9868 | 0,9834
6 0,9999 | 0,9997 | 0,9996 | 0,9994 [ 0,9991 | 0,9987 | 0,9981 | 0,9974 | 0,9966 | 0,9955
7 1.0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9997 | 0,9996 | 0,9994 | 0,9992 | 0,9989
8 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9998
9 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

2,1 2.2 2.3 2.4 25 2,6 2,7 2.8 2,9 3.0
0 0,1225 | 0,1108 | 0,1003 | 0,0007 | 0,0821 | 0,0743 | 0,0672 | 0,0608 | 0,0550 | 0,0498
1 0,3796 | 0,3546 | 0,3309 | 0,3084 | 0,2873 | 0,2674 | 0,2487 | 0,2311 | 0,2146 | 0,1991
2 0,6496 | 0,6227 | 0,5960 | 0,5697 | 0,5438 | 0,5184 | 0,4936 | 0,4695 | 0,4460 | (,4232
3 0,8386 | 0,8194 | 0,7993 | 0,7787 | 0,7576 | 0,7360 | 0,7141 | 0,6919 | 0,6696 | 0,6472
4 09379 | 0,9275 | 0,9162 | 0,9041 | 0,8912 | 0,8774 | 0,8629 | 0,8477 | 0,8318 | (,8153
5 09796 | 0,9751 | 0,9700 | 0,9643 [ 0,9550 | 0,9510 | 0,9433 | 0,9349 | 0,9258 | 0,9161
6 0,9941 | 0,9925 | 0,9906 | 0,9884 | 0,9858 | 0,9828 | 0,9794 | 0,9756 | 0,9713 | 0,9665
7 0,9985 | 0,9980 | 0,9974 | 0,9967 [ 0,9958 | 0,9947 | 0,9934 | 0,9919 | 0,9901 | 0,9881
8 0,9997 | 0,9995 | 0,9994 | 0,9991 | 0,9989 | 0,9985 | 0,9981 | 0,9976 | 0,9969 | 0,9962
9 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9998 [ 0,9997 | 0,999G6 | 0,9995 | 0,9993 | 0,9991 | (,9989
10 1.0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9997
11 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9999
12 1,0000 | 1,0000

Ablesebeispiel: Fiir A = 1,6 gilt P(X < 2) ~ 0,7834.
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