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Klausur, Version 1 Höhere Mathematik Teil 1+2 Musterlösung 21.08.2023

Aufgabe 1 (2 + 2 + 3 + 3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Real- und den Imaginärteil der folgenden komplexen Zahl:

z =

(
5 + 2i

3i

)−1
.

(b) Bestimmen Sie alle komplexen Lösungen von

z4 + 8 = 0.

Geben Sie die Lösung sowohl in Polar-Koordinaten, als auch in kartesischen Koordinaten an.

(c) Das Polynom

q(z) = z4 − 5z3 + 10z2 − 10z + 4

hat die Nullstelle 1 + i. Bestimmen Sie alle weiteren Nullstellen des Polynoms q .

(d) Es seien die Punkte A = (2, 0, 1), B = (0, 1, 2) und C = (3, 3, 0) gegeben. Wir betrachten das

Dreieck ∆ = ABC . Berechen Sie den Flächeninhalt von ∆ und die Hessesche Normalenform

der Ebene, in welcher ∆ liegt.

Lösung:

(a) Wir erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners:

z =

(
5 + 2i

3i

)−1
=

3i

5 + 2i
=

3i(5− 2i)

(5 + 2i)(5− 2i)

=
6 + 15i

29
.

Somit haben wir

Re(z) =
6

29
und Im(z) =

15

29
.

(b) Wir schreiben dazu z = reiθ mit r > 0 und θ ∈ [0, 2π). Damit berechnen wir

z4 + 8 = 0

⇔ r4e4iθ = −8

⇔ r4e4iθ = 23eiπ

⇔ r4 = 23 und 4iθ = iπ + 2πik (k ∈ Z)

⇔ r = 2
3
4 und θ =

π

4
+

1

2
πk (k ∈ Z)

⇔ r = 2
3
4 und θ =

π

4
,
3π

4
,
5π

4
,
7π

4
.

Die Lösungen von z4 + 8 = 0 sind somit

z1 = 2
3
4 ei

π
4 = 2

1
4 (1 + i) =

4
√

2 +
4
√

2i,

z2 = 2
3
4 ei

3π
4 = 2

1
4 (−1 + i) = − 4

√
2 +

4
√

2i,

z3 = 2
3
4 ei

5π
4 = 2

1
4 (−1− i) = − 4

√
2− 4
√

2i,

z4 = 2
3
4 ei

7π
4 = 2

1
4 (1− i) =

4
√

2− 4
√

2i.
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(c) Da z1 = 1 + i eine Nullstelle von q ist und q reelle Koeffizienten hat, so ist nach der Vorlesung

z2 = 1− i ebenso eine Nullstelle von q .

Daher ist

(z − 1− i)(z − 1 + i) = z2 − 2z + 2

ein Teiler von q . Mit Polynomdivision erhalten wir

(z4 −5z3 +10z2 −10z +4) : (z2 − 2z + 2) = z2 − 3z + 2.

z4 −2z3 +2z2

−3z3 +8z2 −10z +4

−3z3 +6z2 −6z

2z2 −4z +4

2z2 −4z +4

0

Damit ist

q(z) =
(
z2 − 2z + 2

) (
z2 − 3z + 2

)
= (z2 − 2z + 2)(z − 2)(z − 1).

Damit sind die anderen 2 Nullstellen z3 = 2 und z4 = 1.

(d) Wir berechnen die Verbindungsvektoren

−→
AB =


0

1

2

−


2

0

1

 =


−2

1

1

 ,

−→
AC =


3

3

0

−


2

0

1

 =


1

3

−1

 .

Das Kreuzprodukt ist dann

−→
AB ×

−→
AC =


−4

−1

−7

 .

Die Fläche von ∆ = ABC ist

|∆| = 1

2
|
−→
AB ×

−→
AC| = 1

2

√
66.

Die Ebene E , in der ∆ liegt, hat die Hessesche Normalform

E = {x ∈ R3|〈x, n〉 = d}
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mit

n =

−→
AB ×

−→
AC

|
−→
AB ×

−→
AC|

=
1√
66


−4

−1

−7

 , d = 〈A, n〉 =
−15√

66
.

Aufgabe 2 (6 + 2 + 2 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

(i) lim
n→∞

n
(√

n4 + 8n−
√
n4 + 5

)
,

(ii) lim
n→∞

3n + (−2)n+1

3n−2 − 22n−1 ,

(iii) lim
x→0

(1− x)1/x .

(b) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz oder Divergenz. Begründen Sie Ihre Ant-

wort.

∞∑
n=1

(
3

4
+

1

n
i

)n
(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe

∞∑
n=0

4

(n+ 1)!
xn.

Lösung:

(a) (i) Wir schreiben

an = n

(√
n4 + 8n−

√
n4 + 5

) (√
n4 + 8n+

√
n4 + 5

)
√
n4 + 8n+

√
n4 + 5

= n
(n4 + 8n)− (n4 + 5)√
n4 + 8n+

√
n4 + 5

=
8n2 − 5n√

n4 + 8n+
√
n4 + 5

.

Es gilt

lim
n→∞

an = lim
n→∞

8n2 − 5n√
n4 + 8n+

√
n4 + 5

= lim
n→∞

n2

n2
· lim
n→∞

8− 5
n√

1 + 8
n3 +

√
1 + 5

n4

= 4.

(ii) Wir faktorisieren und schreiben

an =
3n + (−2)n+1

3n−2 − 22n−1 =
3n − 2(−2)n

1
9
3n − 1

2
4n

=
3n
(
1− 2 (−2)n

3n

)
4n
(
1
9
3n

4n
− 1

2

)
=

(
3

4

)n
·

1− 2
(−2

3

)n
1
9

(
3
4

)n − 1
2

.
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Daher

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
3

4

)n
·

1− 2
(−2

3

)n
1
9

(
3
4

)n − 1
2

= 0 · 1− 2 · 0
1
9
· 0− 1

2

= 0,

da

∣∣∣∣34
∣∣∣∣, ∣∣∣∣−2

3

∣∣∣∣ < 1 gilt.

(iii) – Lösungsweg 1: Wir stellen fest, dass lim
x→0

(1−x)1/x = 1±∞ . Zu diesem Zweck schreiben

wir den Grenzwert um, um die unbestimmte Form zu umgehen.

lim
x→0

(1− x)1/x = lim
x→0

eln(1−x)
1/x

= lim
x→0

e1/x·ln(1−x)

e
lim
x→0

ln(1−x)
x = e

0
0

l’H
= e

lim
x→0

−1
1−x
1

= e−1 =
1

e
.

– Lösungsweg 2: Wir schreiben den Grenzwert mit x = 1
n

und erkennen die Limes-

Darstellung der Exponentialfunktion:

lim
x→0

(1− x)1/x = lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= e−1.

(b) Wir schreiben

n

√∣∣∣∣(3

4
+

1

n
i)n
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣34 +
1

n
i

∣∣∣∣ =

√
9

16
+

1

n2
→ 3

4
< 1.

Durch das Wurzelkriterium konvergiert die Reihe (absolut).

(c) Wir setzen bn = 4
(n+1)!

. Wir betrachten den Quotienten

∣∣∣∣ bnbn+1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
4

(n+1)!

4
(n+2)!

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(n+ 2)!

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = n+ 2

Für n gegen ∞ geht der Quotient
∣∣∣ bn
bn+1

∣∣∣ somit gegen ∞ . Damit ist der Konvergenzradius

R =∞ .
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Aufgabe 3 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte)

(a) Sei g : R→ R gegeben durch g(x) = x
1+x2

. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an der

Stelle
√

3.

(b) Sei a ∈ R und setze

fa : R→ R, fa(x) =

{
x2 − 2ax+ a, x 6= 2,

3, x = 2.

Bestimmen Sie alle a ∈ R , sodass fa stetig ist.

(c) Berechnen Sie das Taylorpolynom der zweiten Stufe der Funktion

f : R2 → R, f(x, y) = ex
2+y2

im Entwicklungspunkt (x0, y0) = (0, 0).

(d) Sei f(x) = xe−x
2
, x ∈ R . Bestimmen Sie f (15)(0).

(e) Gegeben sei das Vektorfeld w : R3 → R3 mit

w(x, y, z) =


exy sin(z) + y

exy sin(z) + x

exy cos(z)− z

 .

Bestimmen Sie die Divergenz von w .

Lösung:

(a) Wir berechnen die Ableitung von g und erhalten

g′(x) =
1

1 + x2
− 2x2

(1 + x2)2
=

1− x2

(1 + x2)2
.

Die Gleichung für die Tangente ist

y = g(
√

3) + g′(
√

3)(x−
√

3) =

√
3

1 + (
√

3)2
+

1− (
√

3)2

(1 + (
√

3)2)2
(x−

√
3)

=

√
3

4
− 1

8
(x−

√
3).

(b) Polynome sind stetig. Daher ist die einzige kritische Stelle x = 2. Wir betrachten den Grenzwert

für x gegen 2 und berechnen dadurch a . Somit ist

lim
x→2

fa(x) = 4− 4a+ a

und fa ist stetig genau dann, wenn

4− 4a+ a = fa(2) = 3. ⇒ a =
1

3

gilt.



Klausur, Version 1 Höhere Mathematik Teil 1+2 Musterlösung 21.08.2023

(c) Alternative 1: Mit der Reihendarstellung von der Exponentialfunktion

ex =
∞∑
n=0

xn

n!

folgt

T2,f,(0,0)(x, y) = 1 + x2 + y2.

Alternative 2: Es kann auch über den Gradienten und die Hessematrix berechnet werden. Es

ist

gradf(x, y) =
(

ex
2+y22x ex

2+y22y
)

und

Hf(x, y) =

(
ex

2+y24x2 + ex
2+y22 ex

2+y2(2y)(2x)

ex
2+y2(2y)(2x) ex

2+y24y2 + ex
2+y22

)
.

Damit folgt

f(0, 0) = 1, gradf(0, 0) =
(

0 0
)
, und Hf (0, 0) =

(
2 0

0 2

)
.

Das Taylorpolynom der zweiten Stufe ergibt sich durch

T2,f,(0,0)(x, y) = f(0, 0) +
(
x y

)
gradf(0, 0)T +

1

2

(
x y

)
Hf(0, 0)

(
x y

)T
= 1 +

(
x y

)(0

0

)
+

1

2

(
x y

)(2 0

0 2

)(
x y

)T
= 1 + x2 + y2.

(d) Wir wissen, dass f (15)(0)
15!

als Koeffizient des Terms vom Grad 15 der Taylor-Reihe erscheint.

Daher müssen wir zunächst die Taylorreihe von f(x) finden, die bei x = 0 zentriert ist. Zu

diesem Zweck verwenden wir die Taylorreihe von ey , um die Taylorreihe für e−x
2

zu finden,

indem wir y = −x2 einsetzen:

e−x
2

=
∞∑
n=0

(−x2)n

n!
= 1 + (−x2) +

(−x2)2

2!
+ · · ·+ (−x2)n

n!
+ . . .

Daher ist die Taylor-Reihe von xe−x
2

gegeben durch

xe−x
2

=
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!
= x− x3 +

x5

2!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

n!
+ . . . (1)

Aus (1) und n = 7 ergibt sich, dass der Term vom Grad 15 den Koeffizienten −1
7!

hat. Daher

f (15)(0) = −15!

7!
.

(e) Es ist

div(w) =
∂w1

∂x
+
∂w2

∂y
+
∂w3

∂z
= exy sin(z)y + exy sin(z)x− exy sin(z)− 1

= exy sin(z)(y + x− 1)− 1.
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Aufgabe 4 (4 + 2 + 3 + 1 Punkte)

(a) Es sei S : R2 → R2 gegeben durch

S(x, y) =

(
3x+ 2y

5x− y

)
.

Es sei E die Standardbasis von R2 und B = (b1, b2) die Orthonormalbasis

b1 =

(
1√
2
1√
2

)
, b2 =

(
− 1√

2
1√
2

)
.

Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen ME
E (S),MB

E (idR2),ME
B (idR2) und MB

B (S).

(b) Berechnen Sie die Determinante von

A =


−3 0 −2 0

2 0 3 2

0 2 2 1

1 1 2 0

 .

Begründen Sie, ob A invertierbar ist.

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von

B =


2 −1 1

−2 2 1

0 0 −1

 .

Begründen Sie, ob B diagonalisierbar ist.

(d) Die Matrix

C =


1 −2 0

1 4 1

2 2 0


hat den Eigenwert 3. Bestimmen Sie den Eigenraum zum Eigenwert 3.

Lösung:

(a) Offensichtlich gilt

ME
E (S) =

(
3 2

5 −1

)
, MB

E (idR2) =
1√
2

(
1 −1

1 1

)
.
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Damit berechnen wir

ME
B (idR2) =

(
MB
E (idR2)

)−1
=
(
MB
E (idR2)

)T
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)

und

MB
B (S) = ME

B (idR2)ME
E (S)MB

E (idR2)

=
1

2

(
1 1

−1 1

)(
3 2

5 −1

)(
1 −1

1 1

)
=

1

2

(
9 −7

−1 −5

)
.

(b) Wir entwickeln nach der zweiten Spalte:

detA = det


−3 0 −2 0

2 0 3 2

0 2 2 1

1 1 2 0



= −2 det


−3 −2 0

2 3 2

1 2 0

+ 1 det


−3 −2 0

2 3 2

0 2 1


= −2 [0− 4 + 0− 0− (−12)− 0] + [−9 + 0 + 0− 0− (−12)− (−4)]

= −2 · 8 + 7 = −9.

Wegen detA 6= 0 ist A invertierbar.

(c) Wir berechnen das charakteristische Polynom, indem wir nach der dritten Zeile entwickeln:

det(B − λE3) = det


2− λ −1 1

−2 2− λ 1

0 0 −1− λ

 = (−1− λ) det

(
2− λ −1

−2 2− λ

)

= (−1− λ) [(2− λ)2 − 2].

Also sind die Eigenwerte

λ1 = −1, λ2 = 2 +
√

2, λ3 = 2−
√

2.

Da die Matrix B drei verschiedene Eigenwerte hat, ist B diagonalisierbar.

(d) Wir berechnen den Kern von

C − 3E3 =


−2 −2 0

1 1 1

2 2 −3
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Wir addieren die 1. Zeile auf die 3. und 1/2 mal die 1. Zeile auf die 2. Zeile:

 


−2 −2 0

0 0 1

0 0 −3

 .

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 3 gegeben durch

ker(C − 3E3) = span




1

−1

0


 .

Aufgabe 5 (5 + 2 + 1 + 2 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i)

∫
(9x2 + 2x+ 5)

5
√

3x3 + x2 + 5x+ 8 dx,

(ii)

∫ 2

1

3

3x− x2
dx.

(b) Untersuchen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral konvergiert:∫ 1

0

1

5x2 +
√
x
dx.

(c) Begründen Sie, ob die folgenden Vektoren linear unabhängig sind:

v1 =


2

i

i

 , v2 =


1

−i

−i

 , v3 =


−i

2

2

 .

(d) Es sei Pol(R, n) der Raum der reellen Polynome mit Grad ≤ n und p0, p1, ..., pn die Standard-

basis pj(x) = xj . Wir betrachten die lineare Abbildung

T : Pol(R, 4)→ Pol(R, 2),

p 7→ p′′ =
d2

dx2
p.

Bestimmen Sie die darstellende Matrix von T bezüglich obigen Standardbasen und bestimmen

Sie dim ker(T ) und dim ran(T ).

Lösung:

(a) (i) Mit der Substitution

u = 3x3 + x2 + 5x+ 8 mit
du

dx
= 9x2 + 2x+ 5

folgt∫
(9x2 + 2x+ 5)

5
√

3x3 + x2 + 5x+ 8dx =

∫
5
√
udu =

[
5

6
u

6
5

]
=

[
5

6

(
3x3 + x2 + 5x+ 8

) 6
5

]
.
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(ii) Alternative 1: Berechnung per Substitution:

Es gilt ∫ 2

1

3

3x− x2
dx = 3

∫ 2

1

1

3x− x2
dx = 3

∫ 2

1

1

( 3
x
− 1)x2

dx.

Wir führen die Substitution u = 3
x
− 1 mit du

dx
= − 3

x2
durch und erhalten∫

1

( 3
x
− 1)x2

dx = −1

3

∫
1

u
du =

1

3
[− ln |u|] .

Wir machen die Rücksubstitution und erhalten∫ 2

1

3

3x− x2
dx =

[
− ln

∣∣∣∣3x − 1

∣∣∣∣]2
1

= −
(

ln

(
1

2

)
− ln(2)

)
= − ln(2−1) + ln(2) = 2 ln(2).

Alternative 2: Berechnung per Partialbruchzerlegung:

Die Nullstellen des Nenners sind x1 = 0 und x2 = 3. Wir machen den folgenden Ansatz

für die Partialbruchzerlegung

3

3x− x2
= − 3

x2 − 3x
= −

(
A1

x
+

B1

x− 3

)
oder

3

3x− x2
=
A2

x
+

B2

3− x
.

Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert

−3 = −A1(x− 3)−B1x oder 3 = A2(3− x) +B2x.

Diese Gleichung gilt für alle x ∈ R somit auch für die speziellen Wahlen x = 0 und x = 3.

Damit erhalten wir A1 = −1 und B1 = 1 beziehungsweise A2 = 1 und B2 = 1.

Mit der Wahl von A1 und B1 folgt∫ 2

1

3

3x− x2
dx =

∫ 2

1

1

x
dx−

∫ 2

1

1

x− 3
dx = [ln |x| − ln |x− 3|]21

= ln(2)− ln(1)− ln(1) + ln(2) = 2 ln(2).

Mit der Wahl von A2 und B2 folgt∫ 2

1

3

3x− x2
dx =

∫ 2

1

1

x
dx+

∫ 2

1

1

3− x
dx = [ln |x| − ln |3− x|]21

= ln(2)− ln(1)− ln(1) + ln(2) = 2 ln(2).

(b) Es ist 5x2 +
√
x ≥
√
x für x ∈ (0, 1), daher ist

1

5x2 +
√
x
≤ 1√

x
.

Das Integral
∫ 1

0
1√
x
dx ist konvergent, da∫ 1

0

1√
x
dx =

[
2
√
x
]1
0

= 2.
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(c) Erste Lösungsmöglichkeit: Offenbar gilt

span{v1, v2, v3} j span




1

0

0

 ,


0

1

1


 .

Also können v1, v2, v3 nicht linear unabhängig sein.

Zweite Lösungsmöglichkeit: Mittels Gauß-Algorithmus oder Determinante zeigt man, dass die

Matrix (v1, v2, v3) nicht invertierbar ist.

(d) Es gilt

Tp0 = 0, Tp1 = 0, Tp2 = 2p0, Tp3 = 6p1, Tp4 = 12p2.

Also ist die darstellende Matrix von T gegeben durch
0 0 2 0 0

0 0 0 6 0

0 0 0 0 12

 .

Also gilt

dim ker(T ) = 2, dim ran(T ) = 3.

Aufgabe 6 (3 + 4 + 3 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Länge der Kurve γ : [0, ln(2)]→ R2 mit

γ(t) =

(
cosh(2t)

2t

)
.

(b) Gegeben sei die Funktion f : R2 → R mit

f(x, y) = (x3 − 12x+ y)ey.

(i) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f .

(ii) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f mit mathematischer Begründung.

(c) Es sei die Funktion f : R2 → R durch

f(x, y) = sin(x+ y) + 2x− 4y

gegeben.

(i) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen ∂f
∂x

und ∂f
∂y

.
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(ii) Wieso existiert in einer Umgebung des Punktes x = 0 eine Funktion y = g(x), sodass

g(0) = 0 und f(x, g(x)) = 0?

(iii) Bestimmen Sie g′(0).

Lösung:

(a) Die Länge einer Kurve γ ist gegeben durch

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt.

Es ist

γ′(t) =

(
2 sinh(2t)

2

)
,

und somit folgt für die Länge

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt =

∫ ln(2)

0

√
4 sinh2(2t) + 4dt =

∫ ln(2)

0

√
4 cosh2(2t)dt

=

∫ ln(2)

0

2 cosh(2t)dt = [sinh(2t)]
ln(2)
0

=

[
1

2
(e2t − e−2t)

]ln(2)
0

=
1

2

(
22 −

(
1

2

)2

− (1− 1)

)
=

1

2

(
4− 1

4

)
=

15

8
.

(b) Es ist

gradf(x, y) =
(

(3x2 − 12)ey (x3 − 12x+ y + 1)ey
)

und

Hf (x, y) =

(
6xey (3x2 − 12)ey

(3x2 − 12)ey (x3 − 12x+ y + 2)ey

)
.

Damit ein lokales Extremum oder ein Sattelpunkt vorliegt, muss gradf(x, y) = 0 gelten. Dies

ist erfüllt, wenn (3x2− 12)ey = 0 und (x3− 12x+ y+ 1)ey = 0 gilt. Aus der ersten Bedingung

folgt, dass x1,2 = ±2 gelten muss und somit aus der zweiten Bedingung y = 15 für x = 2

und y = −17 für x = −2. Damit haben wir die stationären Punkte P1 = (2, 15) und P2 =

(−2,−17). Um diese zu klassifizieren, setzen wir diese in die Hesse-Matrix ein und erhalten

Hf (2, 15) =

(
12e15 0

0 1 · e15

)

und

Hf (−2,−17) =

(
−12e−17 0

0 1 · e−17

)
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Bei Hf (2, 15) können die Eigenwerte direkt abgelesen werden, da sie den Diagonaleinträgen

entsprechen. Diese sind positiv und somit liegt ein lokales Minimum bei P1 vor.

Es ist det(Hf (−2,−17)) < 0 bzw. es gibt einen positiven und einen negativen Eigenwert und

somit liegt hier ein Sattelpunkt vor.

(c) (i) Es gilt

∂f

∂x
= cos(x+ y) + 2,

∂f

∂y
= cos(x+ y)− 4.

(ii) Wegen f(0, 0) = 0,

∂f

∂y
(0, 0) = −3 6= 0,

und dem Satz über implizite Funktionen folgt, dass g existiert.

(iii) Wir differenzieren die Gleichung 0 = f(x, g(x)):

0 =
d

dx
f(x, g(x)) =

∂f

∂x
(x, g(x)) +

∂f

∂y
(x, g(x))

dg

dx
(x).

Wir benutzen, dass g(0) = 0 und werten in x = 0 aus:

0 =
∂f

∂x
(0, 0) +

∂f

∂y
(0, 0)g′(0) ⇐⇒ g′(0) = −

(
∂f

∂y
(0, 0)

)−1
∂f

∂x
(0, 0) = − 3

−3
= 1.


