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Aufgabe 1 (2 + 2 + 3 + 3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Real- und den Imaginérteil der folgenden komplexen Zahl:

(5 + 21)1
z = - .
31

(b) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen von

2 +8=0.
Geben Sie die Losung sowohl in Polar-Koordinaten, als auch in kartesischen Koordinaten an.
(c) Das Polynom
q(z) = 2* —52% +102* — 10z +4
hat die Nullstelle 1 +i. Bestimmen Sie alle weiteren Nullstellen des Polynoms q.
(d) Es seien die Punkte A = (2,0,1), B =(0,1,2) und C = (3,3,0) gegeben. Wir betrachten das

Dreieck A = ABC'. Berechen Sie den Fliacheninhalt von A und die Hessesche Normalenform
der Ebene, in welcher A liegt.

Losung:

(a) Wir erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners:

L_(5+2 3 3i(5 - 2i)
-\ i 542 (54 2i)(5— 2i)
6 + 15i

29

Somit haben wir

Re(z) = % und Im(z) = ;_55)
(b) Wir schreiben dazu z = re’ mit r > 0 und 6 € [0,27). Damit berechnen wir
A 4+8=0
& rtet? = -8
e et _ 93gim

et =2 und 4if = ir + 27ik (k € Z)

: 1
sr=21 ud §="+ork (kel)
3 m 3r bmw Tmw
S r=21 d 0=—-, —, —, —
' Lo 4’ 47 47 4
Die Losungen von z* + 8 = 0 sind somit
22:2%61%:2%(_1_’_1):_%_’_ \4/517
23 =206t =28 (=1 —1) = —v2 — V/2i,
24:2%‘31%:2%(1—1)2\4/5—\7%
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(c) Da z; =141 eine Nullstelle von ¢ ist und ¢ reelle Koeffizienten hat, so ist nach der Vorlesung

29 = 1 —1 ebenso eine Nullstelle von ¢.

Dabher ist
(z—1-i)(z—1+i)=2"—22+2

ein Teiler von ¢. Mit Polynomdivision erhalten wir
(2% =523 41022 =10z +4) : (22 —22+2) =22 -3z +2.
2t =223 4222

322 4822 —10z +4
-3z 4622 —62

222 —4z 44
222 -4z +4

Damit ist
q(z) = (* = 2242) (2" =32+2) = (2* =224+ 2)( — 2)(z — 1).

Damit sind die anderen 2 Nullstellen 23 =2 und 2z, = 1.

(d) Wir berechnen die Verbindungsvektoren

0 9 —9
ae=1]-1ol=| 11,
9 1 1
3 9 1
ac=1sl=lol=1]3
—1

Das Kreuzprodukt ist dann
AB x AC = | -1

Die Fldache von A = ABC' ist
1 1
A = 5@% x AC| = 5 VG,
Die Ebene &, in der A liegt, hat die Hessesche Normalform

& ={z e R*{x,n) =d}
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—4
ABx AC 1 1 P
n= = -1, =(A,n)=—.
AB x AC| V66| V66

Aufgabe 2 (6 + 2 + 2 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

(i) lim n (\/n4+8n— \/n4+5>,

n—oo

n -9 n+1
R i )

n—oo 3n—2 _ 92n—1"
ey 1 oA\1/z
(iii) glclg(l) (1 —x)/" .

(b) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz oder Divergenz. Begriinden Sie Thre Ant-
wort.

n=1

(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe

i 4 x".

!
—~ (n+1)!

Losung:

(a) (i) Wir schreiben

(V' +8n — v/n* +5) (Vn' 4 8n+ V/n* +5)
e vVt +8n +v/nt+5
(n* +8n) — (n* +5) 8n? — 5n
ViE L 8n+vVnit5 VnitrSn+Vni+s
Es gilt
nh_}rgo a, = lim 8n? — bn lim n_2 lim

8 —
n=oo \/nt 4 8n + v/t + 5 nooen? o \/1+%+

5
n —4
Y1+ 2

(ii) Wir faktorisieren und schreiben
B ) A e () A U b o)

n T op— n—1 ~  lan Ign n n

3n—2 _ 92n—1 §3 _54 4(13

() -2 Y

A\ 50 -




Klausur, Version 1 Hohere Mathematik Teil 142 Musterlésung 21.08.2023

Daher
"1-2(5)" 1-2.
nmoe T mmee \d ) 5 ()" =5 5°0—3
3] |—
da ||, |[=| <1 gilt.
2 703 gi
(iii) — Losungsweg 1: Wir stellen fest, dass liH(l) (1—x)Y* = 1**°_ Zu diesem Zweck schreiben
z—

wir den Grenzwert um, um die unbestimmte Form zu umgehen.

hm(]_ — x)l/m = lim eln(l—r)l/w — lim el/m.ln(l—r)

z—0 z—0 z—0
—1
lim RO=2) K lim =%
ez—0 z — @0 — ez—0
= eil = 1
(S

— Losungsweg 2: Wir schreiben den Grenzwert mit x = - und erkennen die Limes-

Darstellung der Exponentialfunktion:

1 n
lim(1 — 2)Y* = lim (1 — —) —e L

z—0 n—00

(b) Wir schreiben

9+1_>3
16 2 4

Durch das Wurzelkriterium konvergiert die Reihe (absolut).
(c) Wir setzen b, = ﬁ. Wir betrachten den Quotienten

4

(n+1)!
4

(n+2)!

bn
bn+1

(n+2)!
(n+1)!

‘:n+2

somit gegen oo. Damit ist der Konvergenzradius

Fiir n gegen oo geht der Quotient ‘b:ﬁ

R = 0.
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Aufgabe 3 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte)

(a) Sei g: R — R gegeben durch g(z) = %5
Stelle /3.

(b) Sei a € R und setze

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an der

22 —2ax +a, T #2,

fo: R =R, fa(x):{ . L

Bestimmen Sie alle a € R, sodass f, stetig ist.

(c) Berechnen Sie das Taylorpolynom der zweiten Stufe der Funktion
fiR SR, flry) =t
im Entwicklungspunkt (xg,y) = (0,0).
(d) Sei f(z) =ze*", z € R. Bestimmen Sie f(1%)(0).
(e) Gegeben sei das Vektorfeld w : R® — R? mit
e™sin(z) + y

w(z,y,2) = | e¥sin(z) +

e™ cos(z) — z
Bestimmen Sie die Divergenz von w.
Losung:
(a) Wir berechnen die Ableitung von ¢ und erhalten

1 222 1— 22

T1ia2 1+222 (1+a22)?2

g'(x)

Die Gleichung fiir die Tangente ist

Y= g(\/g) + g'(\/g)(a: - \/§> = 1 +\(/\§/§)2 + (11;((\/\/_33))22)2 (z — \/g)

V3 o1
:T—g(x—ﬂ).

(b) Polynome sind stetig. Daher ist die einzige kritische Stelle x = 2. Wir betrachten den Grenzwert

fiir x gegen 2 und berechnen dadurch a. Somit ist
glgl_%fa(x) =4—4da+a
und f, ist stetig genau dann, wenn
1
4—4da+a= f,(2) =3. =a=3
gilt.
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(c)

(d)

(e)

Alternative 1: Mit der Reihendarstellung von der Exponentialfunktion

o0 n

x
e’ = ; o
folgt
Ty p00)(,y) = 1+ 2° + 2
Alternative 2: Es kann auch {iber den Gradienten und die Hessematrix berechnet werden. Es
ist
gradf(xz,y) = (e‘”2+y22x e5”2+y22y)

und

PV g 4 eV @Y (2y)(22)
Hf(x7 y) = 2 2 2 2 2 2 ‘
e” TV (2y)(2z) €T TV 4yP et T2

Damit folgt

£(0,0) =1, gradf(0,0)z(O O), und Hf(0,0)2<(2) 2)

Das Taylorpolynom der zweiten Stufe ergibt sich durch

Tosom (o) = 70.0)+ (v y) aradf0,07 + 3 (2 4) HF0.0) (x o)

=1+ (z y) (8)+%(m ) (3 2) (= y)T

=1+az°+y°

T

£ (0)

Wir wissen, dass

als Koeffizient des Terms vom Grad 15 der Taylor-Reihe erscheint.

Daher miissen wir zunéchst die Taylorreihe von f(z) finden, die bei z = 0 zentriert ist. Zu

diesem Zweck verwenden wir die Taylorreihe von ¥, um die Taylorreihe fiir e™* zu finden,
indem wir y = —2? einsetzen:
o0 2\n 2)\2 2\n
e N ()" 2y, (=27) (—2%)
e —ZO iy =1+ (—2%)+ T TR

xT

Daher ist die Taylor-Reihe von ze™** gegeben durch

e e (_1)nx2n+1 B 5 5 (_1)nx2n+l
xe —;T—x—x +§+“'+T—|—... (1)
Aus (1) und n = 7 ergibt sich, dass der Term vom Grad 15 den Koeffizienten _7—,1 hat. Daher
15!
15)0) = ——=-

Es ist

Bwl awg 8w3

ox dy 0z
=e"sin(z)(y+z—1)— 1.

div(w) = = e™sin(z)y + e sin(z)x — e™sin(z) — 1



Klausur, Version 1 Hohere Mathematik Teil 142 Musterlésung

21.08.2023

Aufgabe 4 (4 + 2 + 3 + 1 Punkte)

(a) Essei S:R? — R? gegeben durch

3r + 2y
S(x,y) = <5x_y>-

Es sei £ die Standardbasis von R? und B = (b1, by) die Orthonormalbasis

1 _L
V2 V2

Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen ME(S), ME(idgz), M§(idg2) und ME(S).

(b) Berechnen Sie die Determinante von

-3 0 -2 0
2 0 3 2
A=
0 2 2 1
1 1 2 0
Begriinden Sie, ob A invertierbar ist.
(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von
2 -1 1
B=1-2 2 1
0 0 -1
Begriinden Sie, ob B diagonalisierbar ist.
(d) Die Matrix
1 =20
C=11 4 1
2 2 0

hat den Eigenwert 3. Bestimmen Sie den Eigenraum zum Eigenwert 3.
Losung:

(a) Offensichtlich gilt
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Damit berechnen wir

M5 i) = (M2(idse)) ™ = (E(1d)) = (_11 1)

und

Mg (S) = Mg (idzz) M (S) Mg (idze)

(00

(b) Wir entwickeln nach der zweiten Spalte:

-3 0 -2 0
0 3 2
det A = det
0 2 1
1 1 2 0
-3 =20 -3 -2 0
= —2det | 2 3 2| 4+1det| 2 3 2
1 0 0 2 1

=—-20-440-0—(-12) = 0]+ [-9+04+0—-0— (—12) — (—4)]
=-2.84+7=-9.

Wegen det A # 0 ist A invertierbar.

(c) Wir berechnen das charakteristische Polynom, indem wir nach der dritten Zeile entwickeln:

2—X -1 1
2—X\ -1
det(B— AE3) =det | —2 22—\ 1 =(—1—X\)det
-2 2=
0 0 —1-A

=(—1-XN)[(2-=))?*-2].
Also sind die Eigenwerte
A = —1, Do =242, A3 =2—2.

Da die Matrix B drei verschiedene Eigenwerte hat, ist B diagonalisierbar.

(d) Wir berechnen den Kern von

-2 =2 0
C—-3E5=]1 1 1
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Wir addieren die 1. Zeile auf die 3. und 1/2 mal die 1. Zeile auf die 2. Zeile:

-2 =2 0
~10 0 1
0O 0 -3

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 3 gegeben durch
1
ker(C' — 3FE3) = span —1
0

Aufgabe 5 (5 + 2 + 1 + 2 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i) /(9x2+2x+5) V323 + 22 + 5z + 8dx,

2
. 3
(ii) /1 — dx.

(b) Untersuchen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral konvergiert:

! 1
—dx
/055624—\/5 '

(c) Begriinden Sie, ob die folgenden Vektoren linear unabhéngig sind:

2 1 —i
V1 = 1 ) Uy = _1 ) U3 = 2
i —i 2

(d) Es sei Pol(R,n) der Raum der reellen Polynome mit Grad < n und py, p1, ..., p, die Standard-
basis p;(z) = 27. Wir betrachten die lineare Abbildung

T : Pol(R, 4) — Pol(R, 2),

'_> //_Ci_2
prp =D

Bestimmen Sie die darstellende Matrix von 7" beziiglich obigen Standardbasen und bestimmen
Sie dim ker(7") und dimran(7).

Losung:
(a) (i) Mit der Substitution

d
u=32+22+55+8 mit d—u:9x2+2x+5
i

folgt

/(9x2+2x+5)\5/3x3+x2+5x+8d1::/\“’/ﬂdu: Eug] = [g (3x3+:v2—i-596+8)g :
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(ii) Alternative 1: Berechnung per Substitution:

Es gilt
2 2 2
3 1 1
dr =3 [ ——dx =3 | ————dx.
/13$_x2x /13x—x2$ /1 (%—1)1:296

Wir fithren die Substitution ©v = % — 1 mit Z—Z = —1—32 durch und erhalten

1 1 1 1

Wir machen die Riicksubstitution und erhalten

2
/ 3 dxr = [—ln
1 3r — a?

Alternative 2: Berechnung per Partialbruchzerlegung:

3
1
T

r __ (m (%) - 1n(2)> — _In(27) + In(2) = 21n(2).

1

Die Nullstellen des Nenners sind z; = 0 und x5 = 3. Wir machen den folgenden Ansatz

fiir die Partialbruchzerlegung

A B A B
3 —_L _(_1+ 1) Oder L—l_i_ 2

3¢ — 22 #2—3z [ 3x—x2 & 3—x

Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert
—3=—-Ai(r —3)— Bz oder 3= Ay(3—1x)+ Box.

Diese Gleichung gilt fiir alle x € R somit auch fiir die speziellen Wahlen x = 0 und = = 3.
Damit erhalten wir A; = —1 und B; = 1 beziehungsweise Ay =1 und By = 1.
Mit der Wahl von A; und B; folgt

2 2 2
3 1 1
/ de—/—dq;—/
1 3T — 1T 1 r—3

=In(2) — In(1) — In(1) + In(2) = 21n(2).

dz = [In|z| — In|z — 3|}

Mit der Wahl von Ay und B, folgt

23 21 | )
1 3x—x2dx: 1 Ed$+ 1 3_$dx:[ln|x|—ln|3—x|]l

=1In(2) —In(1) — In(1) + In(2) = 21n(2).

(b) Esist 5z% + /x > /z fiir z € (0,1), daher ist
1 1
<
Sx2 4\ T \x
Das Integral fol \%dm ist konvergent, da

/;%dx = [2va], = 2.
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(c) Erste Losungsmoglichkeit: Offenbar gilt

0
Sp&n{’l}h V2, U3} g span 0 ) 1
0 1

Also kénnen wvq, v, v3 nicht linear unabhéngig sein.

Zweite Losungsmaglichkeit: Mittels GauB-Algorithmus oder Determinante zeigt man, dass die

Matrix (v, vq,v3) nicht invertierbar ist.

(d) Es gilt

Tpo=0, Tp =0, Tpy=2py, Tps=>06p;, Tps=12p,.

Also ist die darstellende Matrix von T gegeben durch

0020 0
0006 0
000 0 12
Also gilt

dimker(7) =2, dimran(7T) = 3.

Aufgabe 6 (3 + 4 + 3 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Linge der Kurve v : [0,1n(2)] — R? mit

(1) = (cos?i%)) '

(b) Gegeben sei die Funktion f:R? — R mit
flz,y) = (& = 122 + y)eV.

(i) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

(ii) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f mit mathematischer Begriindung.

(c) Es sei die Funktion f:R? — R durch
[z, y) = sin(z +y) + 2z — 4y

gegeben.

(i) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen % und %.
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(ii) Wieso existiert in einer Umgebung des Punktes z = 0 eine Funktion y = g(z), sodass
9(0) =0 und f(z,g(x)) =07
(iii) Bestimmen Sie ¢'(0).

Losung:

(a) Die Lénge einer Kurve v ist gegeben durch

L) = [ I

)= (2 sin;l(Qt)) |

b In(2) In(2)
L(y) = / 17/ (t)||dt = / \/4sinh2(2t)+4dt: / 4 cosh?(2t)dt
a 0 0

Es ist

und somit folgt fiir die Lange

In(2) In(2)
= / 2 cosh(2t)dt = [sinh(2t)],’
0

1, ™ 1 1\’ 1 1\ 15
- [é(e2 —e 2)]0 =3 (22— (5) —(1—1)) :5(4—1) =3
(b) Esist
gradf(x,y) = ((3952 —12)eY (¥ —12x+y+ 1)ey>
und

6xe? (322 — 12)e¥
(322 —12)e¥  (2® — 12z +y +2)e¥ |

Hy(z,y) = (

Damit ein lokales Extremum oder ein Sattelpunkt vorliegt, muss gradf(z,y) = 0 gelten. Dies
ist erfiillt, wenn (32% —12)e¥ = 0 und (2® — 12z +y + 1)e¥ = 0 gilt. Aus der ersten Bedingung
folgt, dass z19 = £2 gelten muss und somit aus der zweiten Bedingung y = 15 fiir x = 2
und y = —17 fiir x = —2. Damit haben wir die stationdren Punkte P, = (2,15) und P, =

(—2,—17). Um diese zu klassifizieren, setzen wir diese in die Hesse-Matrix ein und erhalten

H.(9.15) — 12e!? 0

- e

und

—12e17 0
H¢(—2,—17) = 0 L o7
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Bei H(2,15) konnen die Eigenwerte direkt abgelesen werden, da sie den Diagonaleintrégen

entsprechen. Diese sind positiv und somit liegt ein lokales Minimum bei P; vor.

Es ist det(H(—2,—17)) < 0 bzw. es gibt einen positiven und einen negativen Eigenwert und

somit liegt hier ein Sattelpunkt vor.

(c) (i) Es gilt

gzcos(x+y)+2, —fzcos(x+y)—4.
x

(ii)) Wegen f(0,0) =0,

of
7,00 = =30,

und dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dass ¢ existiert.

(iii) Wir differenzieren die Gleichung 0 = f(z, g(x)):

0= 0 fage)) = 2w ga)) + %“’gw%m

Wir benutzen, dass ¢(0) = 0 und werten in = =0 aus:

0= g—i(o,()) + 2—5(0,0)9’(0) — ¢(0) = - (%(0»00 %(0,0) -~ —_ig — 1.



