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Aufgabe 1 (6 + 2 + 2 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
3 _ 4 —1)
(i) lim oA+ (=D

n—oo (2n —/n)3 —4 "’

(i) lim n(g . arctan(n))

n—oo

1 [ cos(t
(i) tim 2~ [ g
=0 Jo t+2

(b) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz oder Divergenz. Begriinden Sie Thre Ant-

/4 1\"
;(5—51)

(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe

wort.

Zn”(m +1)"
n=1
Losung:
(a) (1) Es gilt
3 —dnt (-1 3- 44 EF 3 3
lim = lim T - - =
n—oo (2n —4/n)3 —4 n—o0 ( 1 ) 4 23 8
v

ii) Wir stellen fest, dass lim n(Z — arctan(n)) = oo - 0. Zu diesem Zweck wandeln wir das
n—oo

Produkt in einen Bruch um, um die L’Hospital-Regel anwenden zu konnen.

n—00 n—00 n~! n—oo
= n? = UH 2n
lim = lim = lim —
n—oo —n "2 n—oo n2 4+ 1 n—oo 2N
=1.
iii) Alternative 1: Die Funktion ¢ — %g) ist stetig in der Néhe von 0. Damit besitzt der Inte-

grand eine Stammfunktion F'. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

folgt

1
S 4t — Yim = (F(z) — F(0)) = 1 -
a2 lim —(F(z) — F(0)) = lim —— 0+2 2

z—0

1 /w cos(t) 1 . F(z) - F(0) F(0) — cos(0)
L W) Ry =
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Alternative 2: Wir schreiben

Die Funktion f ist stetig und es gilt I'(z) = f(x). Dann folgt mit der Regel von L’Hospital

x cos(t) cos(z)
ligy 20 t+2 dt o liy _=+2 1
T—00 € x—0 1 2
(b) Wir schreiben
4 1 4 1 4
(== =|-——-i] = =->1
G- ‘ '3 n| 3

Wegen dem Wurzelkriterium divergiert die Reihe.

(c) Wir berechnen den Grenzwert von
Vn" =n — oo.

Damit ist der Konvergenzradius R = 0 und die Reihe konvergiert nur fiir x = —1.
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Aufgabe 2 (1 + 2 + 4 + 2 + 1 Punkte)

(a) Sind die Vektoren

0 1 —1i
wp= 1|, we=|[1], ws=1]0
1 0 —1

in C? linear unabhingig?

(b) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

s
I
o W o=
—_
N O O

(c) Die lineare Abbildung S : R? — R? habe die Eigenwerte \; = 2 und Ay = 3 mit den
1 1

dazugehorigen Eigenvektoren v; = (75) und vy = (_175) . Es sei € die Standardbasis von

1

V2 V2
R? und B = (v, v7). Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen ME(S) und ME(S).

(d) Bestimmen Sie die Eigenwerte von

2 4 1
B=10 5
0 -2 2
(e) Die Matrix
113
C=14 2 3
21 2

hat den Eigenwert —1. Bestimmen Sie den Eigenraum zum Eigenwert —1.
Losung:

(a) Mit GauBalgorithmus oder Determinante zeigt man leicht, dass die Matrix (wq,ws, w3) inver-

tierbar ist. Die Vektoren sind also linear unabhéngig.

(b) Durch die iibliche GauBelimination erhélt man nach etwas Rechnen

4 0
2

At =21 -6

1
4
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(c) Offenbar gilt

und
1 1
ME(id)=<f _f)
2 V2
Mit
11
MEGA) = (MEG) = (ME()” = ( A f)
V2 V2
folgt dann

- Sl-
D=

' ' I 2 0 1 5
ME(S) = ME(id) Mg (S) Mg id) = (f f) (0 3) < Y f) = ( L )
V2 V2 Vz V2 22

(d) Wir berechnen das charakteristische Polynom, indem wir nach der ersten Spalte entwickeln:

2— A 4 1 5 |
det(B — \E3) = det 0 5—X 1 = (2 —\)det ( _2 ) )\)
0 -2 2-2A T

=2-N[G-N2=A)+2=2-N12-7A+\?).

Also sind die Eigenwerte

(e) Wir berechnen den Kern von

2
2

— W

3
3
3

Wir addieren die —1 mal 1. Zeile auf die 3. und —1 mal die 1. Zeile auf die 2. Zeile:

S NN
S N =
o O W

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert —1 gegeben durch
-3
ker(C' — (—1)E3) = span 3
1
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Aufgabe 3 (2 + 2 + 2 + 4 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Real- und den Imaginérteil der folgenden komplexen Zahl:

1+91
z = .
5 —2i
(b) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen von
2 +i=0.

Geben Sie die Losung sowohl in Polar-Koordinaten, als auch in kartesischen Koordinaten an.
(c) Das Polynom
q(z) = 2* =322 +42 — 12
hat die Nullstelle 3. Bestimmen Sie alle weiteren Nullstellen des Polynoms ¢.
(d) Es seien die Punkte A = (2,0,1), B=(1,1,2), C' = (3,3,1) und D = (5,1, —1) gegeben. Das
Viereck ABC'D bestehe aus den beiden Dreiecken ABC und ACD.
Berechen Sie den Flidcheninhalt des Vierecks ABCD und die Hessesche Normalenform der

Ebene, in welcher das Viereck liegt.
Losung:

(a) Wir erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners:

149 (14 90)(5 + 20)
“T5-21 (5-2i)(5+2i)

=13+ 47i
29
Somit haben wir
13 47
Re(z) = ~39 und Im(z) = 39"

(b) Wir schreiben dazu z = re’ mit » > 0 und 6 € [0,27). Damit berechnen wir

2 +i=0

. 3w
& ried? = el

&r=1 und 3102137%—1-2%% (keZ)
Tm 11w

T
=1 und 0==,—,—.
=4 un 26 6

Die Losungen von 2% + i = 0 sind somit

Z9 = € = 9 2,
s V3
2326 6 = — — —,
2 2
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(c)

(d)

Da z; = 3 eine Nullstelle von ¢ machen wir folgende Polynomdivision
(22 =322 +4z —12) :(2—-3)=22+4.

23 =322
0 +4z —12
4z =12
0
Damit ist
q(z) = (2 —3) (2 +4) = (z — 3)(z — 2i)(2 + 2i).
Damit sind die anderen 2 Nullstellen 2z, = 2i und 23 = —21i.

Wir berechnen den Flacheninhalt des Vierecks iiber den Flacheninhalt der zwei Dreiecke ABC

und ACD. Wir berechnen die Verbindungsvektoren

1 2 -1
AB=|1|-|o|=|1|.
2 1 1
3 2 1
A =|3|-|o]|=1]3].
1 0
5 2 3
Ap=|1|-|o|l=]|1[
-1 1 -2
Das Kreuzprodukt ist dann
-3 —6
1@ X /@ =111, 1@ X 1@ =1 2
—4 -8

Die Fliche des Vierecks ABCD ist
IA| = %y,@ x AC| + %y@ x AD| = %(\/%+ V104) = ;\/5\/1—3
Die Ebene &, in der das Viereck ABCD liegt, hat die Hessesche Normalform
£ ={z e R*{x,n) = d}
mit
AL x AC O 10
" ABxac vavE| | -
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Aufgabe 4 (5 + 2 + 3 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i) /2x+1) e* dz,

11 / — sm

(iii) /_ ] sin(z)e?” dz.

(b) Untersuchen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral konvergiert:

/ T3

L 222+ 4z

(c) Es sei Pol(R,2) der Raum der reellen Polynome mit Grad < 2 mit der Basis B = (p1, p2, p3)
mit pi(z) =1 —22%, py(r) = =2+ 2 und p3(r) = 2z. Wir betrachten die lineare Abbildung

T : Pol(R,2) — Pol(R, 2),
prp = ip-
dx
Bestimmen Sie die darstellende Matrix von T' beziiglich obigen Standardbasen und bestimmen
Sie dimker(7") und dimran(7).

Loésung:

(a) (i) Mit partieller Integration finden wir

/(21‘+ De*dx = {(Qx—i- 1)%6}2”3] — /ehdx = [we®]

(ii) Mit Substitution u = /z und 2* = ﬁ erhalten wir

/— sin( /QSin(u)du = [~2cos(u)] = [-2cos(v/z)].

(iii) Beachte, dass fiir f(z) = sin(z)e**” die Symmetrie f(—z) = —f(z) gilt. Damit folgt

/f dm—/f dx+/f
- | =t + s =0,
(b) Esist 222 + 4y/x > 222 fiir x € (1,00), daher ist

3 < 3
202 +4y/r — 222

Das Integral [~ 52zd ist konvergent, da

/OO 3 31 3
—dr=|——| =-.
L 222 2|, 2
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(c) Es gilt

1 1

1
Tpy = —4x = (=2)ps, Tpa=1= (—§)P2 + 1Ps Tps=2=(—1)ps + D3

Also ist die darstellende Matrix von T gegeben durch

0 0
1
0 -1 -1
1 1
-2 5 3

Also gilt

dimker(7) =1, dimran(7T)=2.
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Aufgabe 5 (2 + 3 + 3 + 2 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Linge der Kurve v : [0, 7/2] — R? mit

cos?(t)
t) = .
) (2 sin2(t)>
(b) Gegeben sei die Funktion g : R? — R mit

g(z,y) = 2y —x + y°.

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von g mit mathematischer Begriindung.

(c) Bestimmen Sie die Minima und Maxima der Funktion
h:R?* - R, h(z,y) = 2% + 3

unter der Nebenbedingung 22 — y = 3.

(d) Es seien die Funktionen f:R? — R? und g : R*> — R? gegeben durch

f(xy,22) = (xm) ;o 9y e) = ( sin(y1) ) .
—x3 Y2 + cos(y1)

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix Jh(z1,zs) der Verkettung h = go f.
Losung:

(a) Die Lénge einer Kurve v ist gegeben durch

b
L(y) = / I (6t

Es ist

V() = <—2 cos(t) sin(t)) |

4 sin(t) cos(t)

und somit folgt fiir die Lange

b /2 /2
L(v) = / |/ (t)||dt = /0 \/4 cos?(t) sin?(t) + 16 sin?(t) cos?(t)dt = /0 V20sin(t) cos(t)dt

= [VBsin?(1)];* = V5.
(b) Esist

gradf(z,y) = (y -1 z+ 3y2> .
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(c)

(d)

Damit ein kritischer Wert vorliegt, muss gradf(x,y) = <0 O) vorliegen. Daraus folgt direkt
y = 1 und x = —3 als einziger kritischer Punkt P, = (—3,1). Die Hesse-Matrix dient zur

Klassifizierung. Diese lautet

0 1 0 1
Hf(_3>1) = (1 6y) ‘(—371) = <1 6) :

Es ist detH;(—3,1) = —1 < 0. Damit liegt bei P, ein Sattelpunkt vor.

Alternative Begrindung fiir Sattelpunkt: Dies geht auch iiber die Eigenwerte. Das charakteri-
stische Polynom lautet A(A —6) —1 = A\ — 6\ — 1 = 0. Damit folgt \;» = %E. Da /40 > 6
ist somit A; > 0 und Ay < 0 und somit liegt bei P; ein Sattelpunkt vor.

Die Nebenbedingung schreiben wir als g(z,y) = 2> —y — 3 = 0. Es ist

T 2x 0
(gradg)” = (_ 1) = <0>

fir alle z,y € R2. Wir benutzen die Lagrange Methode und fithren die Funktion F als

Lagrange-Funktion ein

Wir berechnen
2 — 2)\x 0
(gradF)" = | 2y+Xx | =10
> —y—3 0
Aus der ersten Gleichung folgt = = 0 oder A = 1.
e Aus z = 0 folgt mit der dritten Gleichung y = —3.
e Aus A =1 folgt aus der zweiten Gleichung y = —% und somit aus der dritten Gleichung
1? =2 baw. 115 = :I:\/g.
Wir erhalten somit die Punkte P, = (0,—3) und Py3 = (£2,—1). Diese setzen wir in f ein
und bekommmen f(0,—3) =9 und f(£2, —1) = L. Somit liegt bei P; ein Maximum vor und
bei P 3 Minima.
Wir berechnen zunéchst die Jacobi-Matrizen von f und g:
Jf(xy,22) = (xQ ml) o Jg(y,ye) = ( Co.‘s(yl) 0) .
0 -1 —sin(y;) 1

Mit der Kettenregel und (yi,y2) = f(x1,22) folgt dann

Jh(xy, 22) = Jg(y1, y2)J f (21, 72)
_ < Ty cos(w119) x1 cos(T122) )

—xosin(xyxe) —xysin(xixg) — 1
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Aufgabe 6 (4 + 2 + 2 + 2 Punkte)
(a) Gegeben sei die Funktion g(z) = zv/16 — 2.
i) Fiir welche z € R ist g definiert?

ii) Untersuchen Sie g auf Nullstellen, Extrema und Wendepunkte. Bestimmen Sie Art und

Lage der Extrema.
(b) Sei a € R und setze

ar’ +2x +a, x+#2,

fa R =R, fa(aj):{ 3, o

Bestimmen Sie alle a € R, sodass f, stetig ist.

(c) Berechnen Sie das Taylorpolynom der zweiten Stufe der Funktion
f:R* =R, f(x,y)=cos(2r) + sin(2y)

im Entwicklungspunkt (xg,yo) = (0,0).
(d) Gegeben sei das Vektorfeld w : R® — R3 mit
xsin(z)
w(z,y,2) = | ysin(z)
cos(z)
Bestimmen Sie die Rotation V x w.
Losung:
(a) 1) Die Funktion g ist fiir x € [—4,4] definiert, da so die Wurzel positiv ist.

ii) Wir berechnen die Nullstellen von g mit dem Satz vom Nullprodukt. Daher ist 2 = 0 eine
Nullstelle oder

16—22=0 < x=+4.

Um die Extremstellen zu bestimmen, berechnen wir die erste Ableitung von g

1 16 — 222
") =V16— 22+ 10— (—22) = ——.
g(x) 2\/16—x2< ) V16 — 22

Der Definitionsbereich von ¢’ ist (—4,4). Die Nullstellen von ¢' sind

Jx)=0 & 16-22=0 & z==+V8
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(b)

Diese liegen in dem Intervall (—4,4). Um die Wendepunkte zu bestimmen, berechnen wir

die zweite Ableitung von g. Es ist

— 42 (/16 — 27) — (16 — 222) (méﬁz) (—22)

g”@j) = 16 — 72
—42(16 — %) — (16 — 22%) = (3) (—2z)
B (16 — 22)3/2
—64x + 42 + (162 — 22%)  —22(24 — 2?)
- (16 — 22)3/2 T (16— 2232

Fir z € (—4.4) ist ¢” definiert. Die Nullstellen von ¢” berechnen sich durch den Satz

vom Nullprodukt zu
=0 oder (24—22=0 & z=+2V6)

Es ist allerdings +2v/6 ¢ (—4,4), sodass 2 = 0 die einzige Nullstelle von g¢” ist.

Fiir x € (—4,0) berechnen wir

g'(x) = 0
und fiir = € (0,4) finden wir

g9"(x) <0.

Damit wissen wir, dass © = 0 ein Wendepunkt ist.
Mit dem Test der zweiten Ableitung ist auflerdem bekannt, dass ein globales Minimum in
dem Punkt (—+/8,—8) und ein globales Maximum in (1/8,8) vorliegen.

Polynome sind stetig. Daher ist die einzige kritische Stelle x = 2. Wir betrachten den Grenzwert

fiir x gegen 2 und berechnen dadurch a. Somit ist
lilr%fa(x) =4da+4+a=4+5ba
T—

und f, ist stetig genau dann, wenn

1
445a=f,(2)=3. =a= ~F
gilt.
Alternative 1: Mit den Taylorentwicklungen cos(2z) = 1 — 1(2z)* + O(z*) und sin(2y) =

2y + O(y?) folgt
Ty 1. 00) (2, y) = 1 — 227 + 2y.

Alternative 2: Es kann auch iiber den Gradienten und die Hessematrix berechnet werden. Es

ist

gradf(z,y)’ = (—2 sin(2z) QCOS(Qy)>
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und

Hi(ey) = (—4 cos(2x) 0 > ‘

0 —4sin(2y)

Damit folgt

£(0,0) =1, gradf(0,0)" = (0 2> , und H(0,0) = <_04 8) .

Das Taylorpolynom der zweiten Stufe ergibt sich durch

Tos00)(9) = 10,0) +grad 0,07 (2 y) +5 (2 9) HFO.0) (x 4)

=142y — 22°
(d) Esist
Oy(cos(z)) — 0, (ysin(z)) —y cos(2)
Vxw=| 0,(rsin(z)) — d,(cos(2)) = | zcos(z)

Oy (ysin(z)) — 0, (zsin(z)) 0



