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Modulklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Bitte fiillen Sie Folgendes aus.

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Name des Tutors: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise.

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4

e Mobiltelefone und &hnliche Geréte miissen wiahrend der gesamten Klausur komplett aus-

geschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhéngig.

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.
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Aufgabe 1. Integration und Integralsditze in der Ebene (10 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Integral:

//sin(yQ)dyd:c.
0 x

1A. Skizzieren Sie den Integrationsbereich in der xy-Ebene.

1B. Beschreiben Sie den Integrationsbereich als Normalbereich in z-Richtung:

0 <y< s und 0 <z < Yy

1C. Bestimmen Sie das Integral.

™ ™ Q Y
/ / sin(y?) dy dz = / / sin(y?) dr dy [2 Punkte]
0 Ja o Jo

T 1 —
=+ / ysin(y?) dy = [— = cos(yz)}y [1 Punkt]
0 2 y=0
1 o 1 S T
+=5 cos(m?) + 5 (Auch richtig: 5 sin(7<).) [1 Punkt]
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1D. Es seien das ebene Vektorfeld f:R? — R? mit f(z,y) = (z,y) und die Kurve I' = {(z,y) €
R? | 22 + y* = 4} gegeben. Berechnen Sie das Arbeitsintegral [, f - dI.

Eine Parametrisierung des Kreises ist
7v:[0,27] = T ~(t) = (2cos(t),2sin(t)) mit +/(t) = (=2sin(t), 2 cos(t)).

Dann ist

th-dP: O”fwa»-vuwﬂ

/2” 2cost —2sint
= _ . dt
0 2sint 2cost

Alternativ konnen Sie den Satz von Green benutzen: Aus rot(f) = 0 folgt

[ rar= [ worn)ae =0

[\:‘
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Aufgabe 2. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (10 Punkte)
Der Kérper K C R? und das Vektorfeld f:R? — R? seien gegeben durch

T T

K= |y|eR | 4y —4<z<1-2Z -2 3% und f|y]|=]| 2=
z ~ 67‘/’:273/2

2A. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der zz—Ebene (also mit der Ebene y = 0):

z

Su)

Parametrisieren Sie den Korper K in Zylinderkoordinaten um die z-Achse:

2 p peosp 0<p<2r, 0<p< 2 :
i . . 0 —4 <z< 1—p?/4

2B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen des Korpers K:

2
volz(K) = / 1d(z,y, 2 / / / pdpdzdp Transformationssatz anwenden
K p=0J z=p2—4
2 2
= 27r/ p(1 —p*/4 — (p* —4))dp = 27?/ (50— 3p*)dp innere Integrale vereinfachen
p=0 p=0

2
=27 [gpz = %p4] =27 [10 — 5] =107 Stammfunktion und Einsetzen
p=0

Erliuterung: Beim Transformationssatz die Funktionaldeterminante nicht vergessen!

[1 Punkt]

|1 Punkt]
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2C. Die Randfliche OK besteht aus dem Boden B mit z = 2% + y? — 4 und dem Deckel D mit

2

z=1—-%— %. Wir parametrisieren B in Zylinderkoordinaten:
cos cos —psin —2p? cos
P P . ¥ 0by  0by . ¥ psmy P2 . ¥
Op = | psing |, ——X-—=—=|sinp | x| pcosp | = —2p*sing
© ) dp Oy
p-—4 2p 0 p

Berechnen Sie mit ®5 den Fluss des Vektorfeldes f durch B:

s or  [pCOSEQ —2p? cos
/ f(s)-dS = / / [ | psing —2p?sinp | dedp einsetzen und vereinfachen [1
seB p=0 J =0 p2 4 p

Stammfunktion

2 pom 2 , 12
:/ / e’ -pd(pdp:27r/ pe "’ dp:ﬂ[—e’p]

p=0 J =0 p=0 p=0
= W[l - e_4]

Erliuterung: Das positive Vorzeichen des Integrals entspricht der Anschauung: Vektorfeld
und Normalenvektor zeigen hier nach oben, also in den Korper K hinein. Das ist eine der
beiden moglichen Orientierungen. Fiir den Gaufischen Integralsatz in der néchsten Frage
benotigen wir die umgekehrte Orientierung. Beide unterscheiden sich nur im Vorzeichen.

Einsetzen [1 Punkt]

Folgern Sie den Fluss des Vektorfeldes f aus dem Koérper K durch den Deckel D nach oben:

/SeDf(s)'dSI /SEBf(S)-dSJr/Kdiv(f)dK:W[l_e4] dank Gaus wnd div f — 0

Punkt]
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Aufgabe 3. Fourier-Reihen (10 Punkte)

Wir definieren eine ungerade 27-periodische Funktion f:R — R durch

f(z) = —cos(x) fiir x € [0, 7).

3A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—2m, 27].

f(@)
1
0
/ // / /
—or S/ -/ 0 / 7:// 2T €
-1

1 Punkt falls die Funktion 27-periodisch ist
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3B. Bestimmen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier—Reihe von f.

sin(a 4 b) 4 sin(a — b)
2

(Hinweis: Die Formel sin(a) cos(b) = konnte niitzlich sein.)

(1) Weil f(x) ungerade ist, gilt a, = 0 fiir alle n € Ny. [2 Punkte]
(Alternativ: 1 Punkt fiir ag und 1 Punkt fir a,, n > 1).

(2) Die Koeffizienten b,, fir f folgen durch einfache Integration sofort:

1/ 2 [
by = —/f(x) sin(z)dz = ——/cos(x) sin(z)dz = 0. [1 Punkt]
T T
-7 0
Fiir n > 2:
1 T ‘ 5 T .
b, = —/f(x) sin(nx)dx = ——/cos(x) sin(nzx)dx
7r T
-7 0
1 . .
11 /[sm((n + 1)) 4 sin((n — 1)a)lde =
s
0
B ;< n+1 T n—1 n+1+n—1 [ Punkt]
1 (_1)(n+1) -1 (_1)(n+1) -1
= = +
w n+1 n—1
An gerade
14 (=1)" — 5, Tger
= ({4 (1) [1 Punkt] | = m(n* —1)
m(n?—1) 0
, n ungerade

3C. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier-Reihe an einer geeigneten Stelle den Wert

0 8[(—1)l+1
“= lZZ (4?2 — 1)

Auswertung in x = ergibt a = T T34t

T
4

Diese Aufgabe ist falsch und die Korrekte Ergebnis braucht eine andere Fourier Reihe.
Alle bekommen 2 Punkte.

l'.ﬂ‘
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Es gilt

[e.9]

2n(1+ (=1)") . = -8
flz) ~ =1 sin(nx) = Z Ve sin (2[x) .

) I=1 -1

Auswertung in z = 7 der Fourier-Reihe ergibt

V2 -8

7 = l ;8
—TZf(Z):lzlm(—l) =5 -t

n=2

Es stimmt nicht, dass sin(20%) = (—1)" ist. Deswegen ist diese Losung nicht korrekt.

3D. Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier—Reihe (f,,),en von f in dem Punkt z = 37

lim f,(3m) = 0 . dank Dirichlet-Kriterium

n—oo
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Aufgabe 4. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (10 Punkte)

4A. Betrachten Sie die folgende homogene lineare Differentialgleichung
YO (t) + 8" (t) + 164/ (t) = 0.

Bestimmen Sie das zugehorige charakteristische Polynom p und seine Faktorisierung in Poly-

nome 1. Ordnung iiber C:

p(z) = 2° 4+ 82° + 162 = x(x + 20)*(z — 2i)>.

[2 Punkte: 1 Punkt fiir das charakteristische Polynom p und 1 Punkt fiir die Faktorisierung. |

Wir faktorisieren zunichst x® + 82% + 162 = z(z* + 822 + 16) = z(2? + 4)?. Es bleibt das
quadratische Polynom z? 4+ 4 mit Nullstellen —2i und 2i iibrig.

4B. Folgern Sie die allgemeine komplexe Losung y:R — C der oben genannten Differential-
gleichung.

y(t) = c1 + coe Bt 4 cgte B 4 cpe A 4 cgte A

Das Fundamentalsystem ist F := {1, e te?! e~21 te 2},
[2 Punkte, wenn das Fundamental System richtig ist, 1 Punkt, wenn mindestens drei aber nicht

alle Elements von F richtig sind, sonst kein Punkt.|

4C. Finden Sie fiir jede der folgenden linearen Differentialgleichungen eine partikuldre Losung.

y(t) +8y" () +16y/(t) = —32 (1)
y(t) +8y" () + 16y (t) = 9e7" (2)
yO (1) + 8y (t) + 16y/(t) = —32+9e " (3)
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(1): Wir benutzen den Ansatz y(t) = kit (Resonanz: 0 ist eine Nullstelle vom Grad 1 des
charakteristischen Polynoms). [1 Punkt]

Esist y/(t) = k1, vy"(t) = 9" (t) = y""(t) = y®)(t) = 0. Einsetzen liefert 16k; = —32, also muss
ki = —2 sein. [1 Punkt]

(2): Wir benutzen den Ansatz y(t) = ke " (Resonanz: —1 ist keine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms). [1 Punkt]

Es ist y/(t) = —ikoet, /(1) = —kae™, 4" (1) = ihae, 4" (1) = ko, yO (1) = —ikze
[1 Punkt, wenn alle Ableitungen richtig sind.]

Einsetzen liefert —9iky = 9, also muss ko = i sein. [1 Punkt]

(3): Wir nehmen die partikuldre Losung von (1) plus die partikuldre Losung von (2).
[1 Punkt]

10
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Aufgabe 5. Differentialgleichungssystem (10 Punkte)

Wir betrachten das folgende DG-System

A:

(53)

5B. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

)

Eigenwert A\ =

Eigenwert Ay =

und

Vi (t) = ya(t) + e

ya(t) = —2uy1(t) + 3ya(t)

5A. In Matrixschreibweise gilt y'(t) = Ay(t) + b(t) mit

b(t) =

o2t
0

)

mit Bigenvektor v =

mit Eigenvektor w =

)

Das charakteristisches Polynom der Matrix A ist A> —3A +2 = (A — 1)(A — 2).

5C. Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen DG-Systems.

Eine Fundamentalmatrix des homogenen DG-Systems ist

W(t) =

und die homogene Losung ist  yp,(t) =

e
&1
e

t o2
¢ ] Te 962t

Alle Losungen des homogenes DG-Systems haben folgende Gestalt (¢1, ¢y € C):

n(t) = cretv + cye
(yg(t)> =0 + Co

2tw'

5D. Bestimmen Sie eine partikuldre Losung des inhomogenen DG-Systems.

Fiir die Fundamentalmatrix W (t) gilt:

W)™t =

2e !
el

Damit ¢(t) =

11
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2e2t — te?
Die partikuldre Losung ergibt sich alsy,(t) = 902t _ opelt
et — 2te

Es gilt: y,(t) = W(t)c(t), wobei c(t) = [ W () 'b(r)dr.

5E. Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems.

yi(t) = cret 4 cpe?t 4+ 202t — te? und ys(t) = cret 4 2cpe?t 4 202t — 2te®

Yot

Es gilt (yl(tD = yn(t) + yp(t).

12
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Aufgabe 6. Wahrscheinlichkeitstheorie (10 Punkte)

6A. In einem Schublade liegen 8 schwarze, 6 blaue und 4 rote Socken durcheinander. Wenn
Sie zweimal blind in die Schublade greifen, mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten Sie zwei

gleichfarbige Socken?

Die Wahrscheinlichkeiten, dass die erste gezogene Socke schwarz, blau oder rot ist, sind
P(By) =8/18 =4/9, P(By) =6/18 = 1/3, P(Bs) = 4/18 = 2/9. [1 Punkt]

Die Wahrscheinlichkeiten, dass bei der ersten gewéhlten Socke die zweite die gleiche Farbe
hat, sind
P(A|B;) =7/17, P(A|By) = 5/17, P(A|Bs) = 3/17. [1 Punkt]

Die totale Wahrscheinlichkeit P(A) ist
= P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|Bs) - P(By) + P(A|B3) - P(Bs) [l Punkt]

7 8 5 6 3 4 98

17 18

6B. Man wiirfelt n = 18000 Mal mit einem fairen Wiirfel. Sei S die Haufigkeit der Augenzahl
6. Wie grof§ ist die Erwartung und Varianz von S?7 Schétzen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir
S € (2500, 3500!

Sei X}, die Zufallsvariable, die einem Treffer inm k. Wurf entspricht (also im k. Wurf die
Augenzahl 6 erscheint). Also P(X; =1) = ¢ und E(X;) = ¢, V(Xy) = 2(1 — 3) = 2.

Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, sind unabhéngig und die Summe

S=X1+...+ X,

z&hlt die Anzahl der Treffer. Die Erwartungswert und Varianz von S sind E(S) = n -z =
3000 und V(S)=mn-:-(1-3%) =530 =2500

mit o = 50. [1 Punkt fiir £(S) und 1 Punkt fiir V(.59).]

P(2500 < S < 3500) = P(2500 — 3000 < S — 3000 < 3500 — 3000) = P(|S — 3000] < 500)
Mit Chebyshev P(|S — p| < ko) > 1 — 5 folgt: [1 Punkt]

P(]S — 3000] < 500) = P(|S —3000] < 20 .50) > 1~ -1 = 2 =99% [1 Punkt]

50 102~ 100

6C. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte

ar—1/2 fir1 <z <3
f(z) =

0 sonst.

Bestimmen Sie die Konstante a. Mit welcher Wahrscheinlichkeit nimmt X einen Wert zwischen

1

3 ?
5 und 5 an’

13
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Es muss [*_ f(z)dz = 1 gelten. Das bedeutet flg(ax —Ddz =1

— ai(32-1%) —1(3—1)=1. Esfolgt a = 1. [1 Punkt]

1
2 2

Pl<X<3)=PA<X<3)=[i(le—1)dz==L [ Punk

N [
[\

14



