Prof. Hahn Musterlésung 28.02.2024, 120min

Aufgabe 1 (5+2+3=10 Punkte)

(i) Sei D := {(u,v) e R? ‘ 1<u<+v3,In(u) <v< ln(3u)} und F' die Fliche, welche durch

—e
U
p: D —R?, ( ) > u
v
\/§u2 +ev
parametrisiert ist.

Berechnen Sie den Flicheninhalt O(F).

(ii) Gegeben sei das Vektorfeld

Z Yy -y
[RESR, |y| — —xy
z —zx+y2

Bestimmen Sie divf und rotf.
(iii) Sei G die Fléche
G:= {(x,y,z) eR?| 22 +¢y? <1 und 2:2} ,
deren Rand durch

cos(t)
C:[0,27] = R3¢+ | sin(t)
2

gegeben ist mit Normalenvektor

0
n(z,y,z) =10

—_

Bestimmen Sie fiir f aus (ii) das Integral

/ <rotf(af;, Y, 2),n(z,y, z)> d(z,y, 2)

G

iiber ein entsprechendes Wegintegral.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass n(C(t)) x C’(¢) in Richtung von G zeigt.

(i) Wir berechnen zunéchst

ap 0

%(U, ’U) = 1
V2u
ie’u

op B

%(uv ’U) (3)
(§
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Entsprechend gilt

0 —ev
%(u,v) X %(u,v) = 1 X 0
V2u ev
e’U
— | —vaue
e'U
Wir erhalten
ap 8p 2v 2v 2v
Hau( ,U)xav(uv = Ve + 2u2e2 + e
= v2e"\/1 + 12
und somit
O(F) = /1da :/ %( ) % %(u,v) d(u, )
F D
V3 1n(3u)
:/ / e’v2v/1 4+ u2 dv du
1 In(w)
V3 In(3u)
= \/5/\/1+u2 / e’ dvdu
1 In(u)

/m e gy

= \/5/2uv1—|—u2du
Substitution: £(u) == (1 +u?), ¢ (u) = 2u

=ﬁjﬁM
2

njw

vl <12

, 3

w| oo

(ii) Es gelten

i
divf | y aff(y —y) +

z

(—zy) + Z‘Z (—2z+y?)=—2—2=-22

und

z o (—ez+y?) — 5 (—ay) 2y
rotf |y | = %(y —y)—gi( zz+y?) | = z
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(iii) Es gilt:

— sin(t)
C'(t) = | cos(t)
0

Wir erhalten daher mit dem Satz von Stokes

/ (ot f (2, 2),n(z, 3, 2)) A2, , 2) = 7{ Sy, 2), d(z,y, 2))

G

C
2T

~ [ (rcw.cw) ar
0

27 (sin(t))? — sin(t) — sin(t)
= < — cos(t) sin(t) .| cos(t) > dt
0 —2cos(t) + (sin(t))? 0

2w

_ / —(sin(£))® + (sin(£))? — (cos(t))? sin(t) dt
0

2w

= /— sin(t) + (sin(t))? dt

21

0
_ [cos(t) + 3 (¢ —sin(?) cos(t))]o —

Aufgabe 2 (2+2+2=6 Punkte)
Betrachten Sie den auf der xy-Ebene liegenden Halbkegel

K= {(x,y,z)€R3‘ WPt 2<z<a, 220}
mit Dichte p(z,y,z) = 3.

(i) Schreiben Sie K als Normalbereich beziiglich der z-Achse:

1 2 2
<r<4 <z< -z, = —22<y<y/Z=—22
0<x< ,0_Z_4x, 16 22 <y< 16 z}

(ii) Geben Sie K in Zylinderkoordinaten beziiglich x an:

x
1
K = rcos(p) | €R?| z€[0,4], r € [0,44 , €| [0,7]
rsin(p)
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x
(iii) Geben Sie die Masse m und die x-Koordinate des Schwerpunktes Xg = | y | von K an:
z

(i) Mit 0 < 44/y?+ 22 <4 und (2,0,0) € K fiir z € [0,4] folgt 0 <z < 4.
Fiir y = 0 folgt nun aus 0 < z und 422 < z die Bedingung 0 < z < %x. Die Grenzen fiir
y ergeben sich nun aus der Bedingung

2
4 y2+22§9§<:>y2§f—6722

(ii) Die Grenzen fiir r ergeben sich aus

x> VYR +22=r,
die fiir ¢ aus der Bedingung z > 0 (und somit sin(p) > 0).
(iii) m: Hier gibt es verschiedene Wege, die zum Ziel fiihren, beispielsweise:

e Berechnung mit (i):

)
z2 2
16~

4 5@
mz/p(w,y,z)d(x,y,z)z// / 3dydzdz
0 0 3
i >
/2-\/pdzdx
0

/22 _ 2
6~

4
0
. [ 2 2 !
1
= 6/ lim |22/ — 22+ r arctan _c dx
s |27V 16 32 2
0 L 16 0
4
1 [a2 2 1
=6 lim | =¢ = 2+ r arctan | ———1] -0 | dz
PN I 16 32 1 a2 1
0 4 216
00

e Berechnung mit (ii):

PN
8
3

m—/p(aj,y,z)d(x,y,z)—j//p(x,rcos(gp),rsin(@))-rdgadrdw
K 00 0

4
:37r/
0

T

rdrdr = 3n

N

1 /x\2 x3 4
2 (% a2l =29
2 (4) de 7T[?)QL i

S
o\u;
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x: Es gilt

f $p($, Y, Z) d($> Y, Z)

K
xTr =
J p(z,y,2)d(z,y, 2)
K
Bestimmung des Zhlers
e mit (i):
T YA T
/mp(:ﬂ,y,z) d(z,y,z) = /z/ / 3dydzdx
K 0 0 £7z2
1,
i 2
x/ 1/ % —22dzdx
4 t
1 2 2
:6/aclim S E 2—|—:E—f:urctan __c dz
o1y 127V 16 32 ER
0 L 6~ 0
4 5 )
1 1
:6/$ lim ft\/x——tz—i—m—arctan —— | 0] dx
t—iz 16 32 122
0 t2 16
*}vOO
L3 24
2 m 3rx 3m-2
=62 .24 —0) =6
/3221:[128] (27 > T
0
o mit (ii):

K 0
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Aufgabe 3 (1+1= 2 Punkte)
Die 27-periodische Funktion f: R — R sei auf [0, 27) gegeben durch

ft) := ((1 — 2i)e?t — e—Qit)2 43 <e4it _ §1> F(4i— 1)e it

(i) Geben Sie die Fourierreihe von f in komplexer Form an:

fO = 4 |yl o |eH] o eyl o et —2

4 0 R 0 o2t 4 0 et |y | ot

(ii) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f in reeller Form mit Sinus- und Kosinusgliedern:

flt) = —2 + 8sin(4t)

(i) Es gilt:

f(t) = ((1 _ 21)e2it _ e*2i)2 43 <e4it _ il) +(4i— 1)ef4it

= (1—2i)2eM —2(1 — 2i)e 4 ™41 4 3eM — 41 + (4i — 1)~
N——
=—3—4i

= —4i-eMt — 24 4i. et

(ii) Es gilt fiir £ > 0:

-4 k=0
0 , k>0

i(—4i—4i) k=4 (8 k=4
bk:i(ck—c_k):{( ) :{

ak:Ck—i-C_k:{

Aufgabe 4 (1+3+2=6 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion

1—t2 —1<t<1
ffR=>R | t— .
0 sonst

(i) Skizzieren Sie f fiir t € [—3,3].

(ii) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte (F f)(w) fir w € R.
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(iii) Bestimmen Sie fiir die Faltung f * x[_1,1) von f mit dem Rechteckimpuls

1 -1<t<1
X[—l,l] R—R R t—
0 sonst
den Wert des Integrals
[ emma
(i) Wir erhalten folgende Skizze:
217
1 N
— : —_— —>
3.2 -1 1.2 3t
14
24
(ii) Wir berechnen fiir w # 0:
o) 1 1 1
/ —iwt / 2\ —iwt 1 2\ —iwt Q/t—'tdt
t Wt qt = 11—t Wl = | — (1 — ¢ iw _“ iw
f(tge (1- e -]~ e

-1

9 1 S q1
- _ |:2telwt:| 4 |:_Selwt:|
2 —i i 4 1 —i I
=) -5 (67 —e)
4cos(w)  4sin(w)
o W? w3

Fiir w = 0 gilt
/ f(t)e “idt =
—00 -1

Alternativer Losungsweg:

(fiir w # 0)

7 f(t)e wtdt =

1 1
/(1 —tH)e W dt = /
-1

-1
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. 1 . 1 1 %
| Lt | | L2t _/lte—iwt dat
w . w . w

-1

— 2 —iw 2 1w 2i —iwt

= wQe z€" + w3e B

4 e . 4 e¥—e™  dcos(w)  4sin(w)
w2 2 w3 2 B w? w?

(iii) Es gilt

/(f * X[—1,1)(t) dt = /(f * X[-1,1) ()0 dE = (F(f * x=1,1)))(0) = (F£)(0) - (Fx-1,11)(0)
Mit

(Fx—11))(w) = 2sinc(w)

und (1) erhalten wir

/(f * X[—1,1))(t) dt = (F £)(0) - 2sinc(0) = g L9 = g

Alternativer Losungsweg:
Es gilt mit f(¢t) =0, [t| > 1

00 1
(Foxrn)® = [ Fh - 9)ds= [ Fox (e s)ds
—o0 “1
fiir s € [~1,1] Hierbei gilt x(_1(t —s) # 0 nur fiir 1 +¢ > s> ~1++, d. h.
® X[—1,1)(t —s) =0 fiir t > 2 oder t < —2.
e Fiir t € [-2,0] gentigt es, —1 < s < 1+t zu betrachten. (Fiir s > 1+t ist f(s) =0.)

e Fiir t € [0,2] geniigt es, 1 > s > —1 +t zu betrachten. (Fiir s < =1+t ist f(s) =0.)
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Somit erhalten wir

o0

/UW“mww

—00

F(8)x[=1,(t — 5)dsdt

1—5 dsdt

2
(1—s°) dsdt+/

|
I\»—A

t

0
1+t 2 5
5 e [[-5]
/ 3 —1+t

(1+1) - (1—gt)3+2dt+/§—(—1+t)+
0

l‘\i\o ll\’\o i’\o ll’\w
\
w| %

B [(1—1—75)2 (4! +2t]° [Qt— (~1+0)” , (~1+1)’

2 12 31 5 3 2 12 0
11 1 4 4 1 1 1 1 8
T2 T 2 mT3T3TaTRTI T3
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Aufgabe 5 (2+(1+2)=>5 Punkte)

(i) Skizzieren Sie das Richtungsfeld der skalaren Differentialgleichung

y'(t) = cos(y(t))
und zeichnen Sie eine mogliche Losung der Gleichung.

Verwenden Sie hierfiir das nachfolgend bereitgestellte Koordinatensystem.

B NN
TN N NN NN NN
DA DN INC N NG NG DN DN
sl Ty s e oy e oy
P A P
VS e e e
o ¥ S S S S S S SS
T o T T I oV o N Val
3T
7'_>_>_>_>_>_>_>_>_>
I I I Y
7r_\\\\\\\\\
NN N N N N N NG N
PN NGO NN NG NN D
0 i e i B e e~ S e S
2/'/'/'/'/'/'/'/'/'
v S e e e
A S Y R ok Sk U A SV O
2 4 6 8 t

Y1, Y2, y3: Drei Beispiele fiir mogliche Losungen.

(ii) Gegeben sei das folgende Differentialgleichungssystem
-2 0
"(t) = Ay(t A= .
Y (5) = Ay(t). 20
a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und zugehdorigen linear unabhéngigen Eigenvektoren
der Matrix A.

b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir reelle Losungen des Differentialgleichungs-
systems 3/ (t) = Ay(t).

(i) Skizze des Richtungsfeld mit moglichen Lésungen y1, y2, y3: Siehe Abbildung.
Erkennen der Nullstellen (7, 37”, 37”, ...) liefert konstante Losungen.

. . - 0

(i) a) Doppelter Eigenwert A = —2 mit Eigenvektor v = i

b) Wir berechnen ein Fundamentalsystem gemif Fall ¢ aus Vorlesung:
(A—)J)wzv@(o 0>w:<0)
10 1
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1
Daraus ergibt sich zum Beispiel der Nebenvektor w = N Hier ist zu beachten: Der

zweite Eintrag des Vektors kann beliebig gewihlt werden!

Dies wird nun in die entsprechende Formel eingesetzt:

0 1 0
—2t —2t —2¢
Aufgabe 6 (4 Punkte)

Losen Sie das Anfangswertproblem

/

Yy =—e-y+et, y(0)=

mit Hilfe der Variation der Konstanten.

Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet 3/ (t) = —ey(t). Durch Separation erhalten

/ yy/g)) a= [ ea

Inly(t)]=—et+C, CeR

WI1r

Anwenden der Exponentialfunktion und Auflésen des Betrages liefern die allgemeine Losung der
homogenen DGL

yn(t) = Ke™®, K eR.

Alternativer Losungsweg:
yp, ergibt sich auch direkt aus unserer allgemeinen Losungstheorie.

Um nun eine Losung der DGL 3’ = —ey + e~! zu bestimmen, verwenden wir den Ansatz
y(t) = K(t)e~® (Variation der Konstanten). Dann ist

y'(t) = K'(t)e ® — eK(t)e
Wir setzen diese Ausdriicke fiir y(¢) und y'(¢) in die urspriingliche DGL ein:

K'(t)e ™™ —eK(t)e ™ = —eK(t)e " e

= K'(t) = et

e—t+et

+C, CeR.
e—1

—=K(t) = K’(t)dt:/(e”et)dt:

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet folglich

—t+tet
y(t) = K(t)e ™ = <ee —+ c> e et

eft

= Ce™°,
e—1+ e

Seite 11 von 14



Prof. Hahn Ho6here Mathematik 3 Musterlosung 28.02.2024, 120min

Einsetzen der Anfangsbedingung ergibt C = 0, da

1 1
= C.
e—1 e—-1 *
Insgesamt ergibt sich somit die Lésung
—t
e
t) = .
y(t) =
Aufgabe 7 (1+1+1+2+2=7 Punkte)
Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
i =ay1 +2y2 +e”, gy = —2y1 + ays + 27, (1)

wobei a € R.

(i) Schreiben Sie das System (1) in der Form 3/ = Ay +b(t), mit A € R?>*2 und b(t), y(t) € R2.

2 1 2 1
y = a y+e = Ay+b(t) mit A := “ und b(t) := e .
92 a 2 -2 a 2

(ii) Begriinden Sie, ob das System (1) autonom ist.

Weil (1) von der Form 3 = f(t,y) ist und t — f(t,y) := Ay + b(t) nicht konstant ist
fiir ein (alle) y € R?, ist (1) nicht autonom.

iii) Fiir welche Werte von a € R ist das lineare, homogene System 3’ = Ay stabil?
g y Yy Y

a<0

(iv) Geben Sie ein Fundamentalsystem reeller Losungen des homogenen Systems 3’ = Ay an.

{e"t < cos(—2t) ) Jat ( — sin(—2t) )} _ {eat ( cos(2t) ) Jat ( sin(2t) )}
sin(=2t) |’ cos(—2t) —sin(2t) |’ cos(2t)

(v) Bestimmen Sie die Losung des zu System (1) gehorigen Anfangswertproblems mit An-
fangsbedingung y(0) = (0,1)".

y(t) = cat ( 5 sin(2t) — cos(2t) + 1 )

sin(2t) + 3 cos(2t) — 3
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(iif)

Aufgrund von Satz 17.3.5 (Kapitel 17.3.3 Stabilitdt linearer DGL-Systeme) ist das homo-
gene System 3’ = Ay stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil
haben. Da die Eigenwerte von A gegeben sind durch

a+2i und a-—2i,
ist das homogene System stabil genau dann, wenn a < 0.

Hier greift Fall b aus dem Skript. Zuniichst ist A € R?*2? mit Eigenwerten a 4 2i ¢ R.
Weiter ist ein Eigenvektor v von A = al + J zum Eigenwert a + i gegeben durch

v:<?>:a—|—iﬁ mit a::<1>€R2 und B:z(O)ERQ
1 0 1

Aufgrund von Satz 17.3.4 ist ein Fundamentalsystem des homogenen Systems y' = Ay
daher gegeben durch

{e™(arcos(2t) — Bsin(2t)),e™ (asin(2t) + Bcos(2t)) }

_ ) [ cos(2t) ot [ sin(2t)
¢ — sin(2t) € cos(2t)

Alternativer Losungsweg:

Da
A=al+J mit I:= 1o und J = 0 2
0 1 -2 0

und J offensichtlich mit I (Einheitsmatrix!) vertauscht/kommutiert, gilt nach Satz 17.3.10
(Eigenschaften des Matrixexponentials)

6At — 6a,IteJt — eateJt.

Weiter gilt mit Aufgabe 9.1

eJt:<cos<—2t> —sin<—2t>>:< cos(2t) sm(zt))

sin(—2t)  cos(—2t) —sin(2t) cos(2t)

(Drehung um 0 € R? um den Winkel ¢ ).

Alternativer Losungsweg:
Alternativ kann man mit Aufgabe 9.1 das Matrixexponential e* auch direkt ausrechnen

- in dieser Aufgabe wurde namlich et berechnet mit A := < Z b >
a

Aufgrund von Satz 17.3.12 (Zusammenhang zwischen Matrixexponential und Fundamen-
talsystemen) bilden die Spalten von

oAt :eat< cos(2t)  sin(2t) ) _ < e cos(2t) e sin(2t) )

—sin(2t) cos(2t) —e%sin(2t) e cos(2t)

ein Fundamentalsystem des homogenen Systems 3/ = Ay.
e cos(2t) e sin(2t)
—esin(2t) | 7\ e cos(2t)
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(v) Aufgrund von Korollar 17.3.14 ist die Losung y des zu (1) gehorigen Anfangswertproblems
mit Anfangsbedingung 4(0) = yo mit yo := (0,1)T gegeben durch

_ oat sin(2t) ot L cos(2(t —s))  sin(2(t — s)) 1 .
B ( cos(2t) ) + /0 ( —sin(2(t — s)) cos(2(t — s)) ) ( 2 )d
_ oat sin(2t) ot P cos(2(t — s)) + 2sin(2(t — s)) .
B ( cos(2t) ) * /0 ( —sin(2(t — s)) +2cos(2(t — s)) ) d

(2t)

(2t)

ot [ 3t = 5) + cos(2(t — 9))
—% cos(2(t — s)) — sin(2(t — s))

Alternativer Losungsweg:
(fiir das alternative Fundamentalsystem )

t
y(t) = ety +/ eAt=9)p(s)ds
0

— eat - Sin(_Qt) eat !
B ( cos(—2t) > * /0

) )
) )
—sin(—2t) a [T cos(=2(t —s)) — 2sin(—2(t — s))
) +e /0 ( ) o) ) ds
1
2

cos(—2t)

53 sin(—2t) — cos(—2t) + 1
—sin(—2¢) + 2 cos(—2t) — 3
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