Prof. Hahn 28.02.2024

Klausur zur H6heren Mathematik 3

fir Physiker, Kybernetiker und Mechatroniker

Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

Bearbeitungszeit: 180 Minuten

Erlaubte Hilfsmittel: Zwei Seiten DIN A4 eigenhéindig handbeschrieben (oder alternativ
eine DINA4-Seite doppelseitig) sowie Zeichenmaterial.

Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig!

Es gibt insgesamt 11 Aufgaben.

— In den Aufgaben 1, 4, 5, 6, 9, 10, 11 sind die vollstédndigen Losungswege mit allen
notwendigen Begriindungen anzugeben. Die Bearbeitung dieser Aufgaben nehmen Sie
bitte auf gesondertem Papier vor. Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.

— Bei den anderen Aufgaben 2, 3, 7, 8 werden nur die Endergebnisse gewertet.
Diese sind in die vorgegebenen Késten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht
verlangt und werden bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.

Folgende Ableitungen und Stammfunktionen mit Parametern a € R\ {0}, b € R* konnen
Sie ohne weitere Herleitung verwenden.
Alle anderen Ableitungen und Stammfunktionen miissen begriindet werden.
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e Die Priifungsergebnisse werden iiber das CQMPUS—Portal bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!
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Aufgabe 1 (5+2+3=10 Punkte)

(i) Sei D := {(u,v) € R? ‘ 1<u<+V3,In(u) <v< ln(?)u)} und F die Fliche, welche durch

(i)

(iii)

p:D—>R3,<u — U
v

N———
vl
QM aI:
+
@
<

parametrisiert ist.
Berechnen Sie den Flidcheninhalt O(F).

Gegeben sei das Vektorfeld

Z y -y
fRESR, |yl — —xYy
2 —zx +y?

Bestimmen Sie divf und rotf.

Sei G die Flache
G .= {(m,y,z) eR3| 22 +42 <1 undz:2} ,

deren Rand durch

cos(t)
C:[0,27] = R3, ¢t | sin(t)
2

gegeben ist mit Normalenvektor

)

n(z,y,z) =10

—_

Bestimmen Sie fiir f aus (ii) das Integral

/ <rotf(ac, Y, 2),n(z,y, z)> d(z,y, z)

G

iiber ein entsprechendes Wegintegral.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass n(C(t)) x C’(t) in Richtung von G zeigt.
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Aufgabe 2 (2+2+2=6 Punkte)
Betrachten Sie den auf der xy-Ebene liegenden Halbkegel

K= {(x,y,z)eR3( 4P+ 22 <x <4, zzo}

mit Dichte p(z,y,z) = 3.

(i) Schreiben Sie K als Normalbereich beziiglich der z-Achse:

(ii) Geben Sie K in Zylinderkoordinaten beziiglich x an:

x
K = reos(p) | €R?| € [0,4], r € , €
rsin(p)
x
(iii) Geben Sie die Masse m und die z-Koordinate des Schwerpunktes Xg = | y | von K an:
z
m = xTr =
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Name, Matrikel-
Vorname: Nummer:

Aufgabe 3 (1+1= 2 Punkte)
Die 27-periodische Funktion f: R — R sei auf [0, 27) gegeben durch

ft) = ((1 — 2i)e2it _ efQit)Q 43 <e4it _ §1> +(di— 1)ef4it .

(i) Geben Sie die Fourierreihe von f in komplexer Form an:

£(t) = e dit | e Bt 4 e 2t 4 ety

4 it 1 L2t 4 L3t 4 . Qlit

(ii) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f in reeller Form mit Sinus- und Kosinusgliedern:

ft) =

Aufgabe 4 (1+3+2=6 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion

1—t2 —1<t<1
ffR=>R |, t—
0 sonst

(i) Skizzieren Sie f fiir t € [—3, 3].
(ii) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte (Ff)(w) fiir w € R.

(iii) Bestimmen Sie fiir die Faltung f * x[_1,;) von f mit dem Rechteckimpuls

-1<t<1

1
X[—l,l]: R—R R t—
0 sonst

den Wert des Integrals

[e.e]

/ (f * Xpora) (£) .

—00
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Aufgabe 5 (2+(1+2)=>5 Punkte)

(i) Skizzieren Sie das Richtungsfeld der skalaren Differentialgleichung

Y () = cos(y(t))

und zeichnen Sie eine mogliche Losung der Gleichung.

Verwenden Sie hierfiir das nachfolgend bereitgestellte Koordinatensystem.

(SIE]

(ii) Gegeben sei das folgende Differentialgleichungssystem

() = Ay(t), A:= ( _12 _02 > .

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und zugehorigen linear unabhéngigen Eigenvektoren
der Matrix A.

b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir reelle Losungen des Differentialgleichungs-
systems y/(t) = Ay(t).

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

/

y =—e-y+et, y(0)=

mit Hilfe der Variation der Konstanten.
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Name, Matrikel-
Vorname: Nummer:

Aufgabe 7 (1+1+1+2+2=7 Punkte)
Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

vi = ayi +2ya + e, gy = —2y1 + ayz + 27, (1)
wobei a € R.

(i) Schreiben Sie das System (1) in der Form y' = Ay+b(t), mit A € R?*2 und b(t), y(t) € R2.

(ii) Begriinden Sie, ob das System (1) autonom ist.

(iii) Fiir welche Werte von a € R ist das lineare, homogene System ¢y’ = Ay stabil?

(iv) Geben Sie ein Fundamentalsystem reeller Losungen des homogenen Systems y' = Ay an.

(v) Bestimmen Sie die Losung des zu System (1) gehorigen Anfangswertproblems mit An-
fangsbedingung 4(0) = (0,1)".

y(t) =
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Aufgabe 8 (1+1+1=3 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: C — C mittels

f(x—i—iy)::%x2+ey—2y+i'xey, z,y €R.
(i) Bestimmen Sie:
9 (Re(f(z +1y))) = Oy (Re(f(z +1y))) =
O (Im(f(z +1y))) = Oy (Im(f(z +1iy))) =

(ii) Fiir welche z € C ist f komplex differenzierbar in 27

z €

(iii) Sei C die durch z:[0,7] — C, t +— 2it parametrisierte Kurve. Bestimmen Sie:

JEGES
C

Aufgabe 9 (4+1=>5 Punkte)

(i) Berechnen Sie das folgende Integral:

?{ <sm(z) +2 N 27 >dz.
\z|:2 z—3 1—2z

Denken Sie bei Verwendung von Sitzen oder Formeln an das Uberpriifen aller Vorausset-

zungen!

(ii) Gegeben sei die Funktion
f(2z) = sin(z).

Begriinden Sie, weshalb der Satz von Liouville nicht anwendbar auf f(z) ist.
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Name, Matrikel-
Vorname: Nummer:

Aufgabe 10 (3+1+3=7 Punkte)

(i) Gegeben sei die Funktion

4e
f(Z):m-

Klassifizieren Sie alle Singularitdten und bestimmen Sie die zugehotrigen Residuen.

j{z|_4 f(z)dz

(ii) Berechnen Sie das Integral

mit Funktion f aus Teilaufgabe (i).

(iii) Gegeben sei die Funktion
1
9(2) = (22 +2z)e7+1.

Klassifizieren Sie alle Singularitdten und bestimmen Sie die zugehotrigen Residuen.

Aufgabe 11 (5 Punkte)
Berechnen Sie das folgende Integral mittels Residuensatz:

o0 1
/ 3 3 dz.
o T H+2z°+x+2

Denken Sie an das Uberpriifen der Voraussetzungen!
Hinweis: Eine Nullstelle des Nenners ist —2.
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