Mathematik fiir Wiwi Teil 1 Amatus Beyer (Assistent)
Davide Veniani (Dozent) YingXing Cheng (Assistent)

Modulpriifung (Module 41990 und 107730)

mit Losungen
13. Mirz 2024

Beachten Sie die folgenden Hinweise.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verldsst, hat damit zu
rechnen, dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.

Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiischt.
Es gibt insgesamt 10 Aufgaben.

In jeder Aufgabe konnen bis zu 4 Punkten erreicht werden. Es sind insgesamt 40 Punkte
erreichbar.

Die Antworte miissen auf eigenem Papier geschrieben werden.

Bitte fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite an zu bearbeiten.

Viel Erfolg!
(Bepunktung: Folgefehler werden beriicksichtigt. Es diirfen halbe Punkte gegeben werden.)
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Aufgabe 1 (4 Punkte). Bestimmen Sie, ob die angegebenen Folgen konvergieren oder divergieren.
Im Fall einer Konvergenz bestimmen Sie den jeweiligen Grenzwert.

- 6n° + n?

a) (a mitg, = — 1~
(@) ( n)neN n 30+ ont1
(b) (bn)neN mit bn =5. (_1)2/1

. 2" + n?
(©) (e mit e, = =0

. 1 \28n
@ (@)yenmitd, = (1+-)

Losung. (Bepunktung: 1 Punkt fiir jeden korrekt ausgerechneten Grenzwert. Falls der Grenzwert
nicht stimmt: 0,5 Punkte fiir einen sinnvollen Schritt im Rechenweg, sonst O Punkte.)

(a) Fiir jedes n € N gilt

3 1 1
3 6n3+n2 3 n(6+;) 3 6+;
n 33 +2n+1 n3<3+%+%> 3+%+i3
n n-
Damit erhalten wir

) 6+0
lim a,
n—oo 34040

(b) Fiir jedes n € N gilt
D" =(1)*)"'=1"=1.

Also ist (b,),cn €ine konstante Folge und es gilt

lim b, = 5.

(c) Fiir jedes n € N gilt
n? 2
_2”+n2_2n<1+2_"> I+5

_2”+n3_2n<1+£> 1+”_3'

n

Es gilt
2 3
lim = =0,  lim = =0.
n—oo 2N n—oo 2N
Dementsprechend haben wir
lime, = 170 =1
nsoo " 140

(d) Per Definition der eulerschen Zahl e gilt

1 28n 1 4dn\ 7
lim <1+—) = lim ((1 +—> ) =
n—oo 4n n—oo 4n
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Aufgabe 2 (4 Punkte). Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden reellen Funktionen.

exp(x?) + 2
(a) lim =X /T2
x—0 sin(x2) + 1

(l:))nmfg(—xz—)i—1
x=0  sin(x2)

x2—x-6

(d) liII(l) arctan(sin(x))

Losung. (Bepunktung: 1 Punkt fiir jeden korrekt ausgerechneten Grenzwert. Falls der Grenzwert
nicht stimmt: 0,5 Punkte fiir einen sinnvollen Schritt im Rechenweg, sonst 0 Punkte.)

(a) Da exp und sin stetige Funktionen ist, gilt

m exp(x?) + 2 _ exp(0%) +2 C1+2
-0 sin(x2)+1  sin(02)+1 O+1

(b) Esgilt limx_,o(exp(xz) —1)=0undlim__, sin(x?) = 0. Daher konnen wir die Regel von
de L’Hospital anwenden und wir erhalten

_oexp(x?) —1 . 2xexp(x?) . exp(x?)  exp(0?)
lim ———— = lim ———— = lim = =
x=>0  sin(x2) x—0 2x cos(x2)  x—0 cos(x2)  cos(02)

(c) Fiir jedes x # 2,3 gilt

xz—x—6:(x—3)(x+2)=x+2
x2—-5x+6 (x=-3)(x-2) x-2

und daher
. xP—=x—6 .ox+2 342
Iim ———— =lim——==—— =
=3 x2—=5x+4+6 x-3x—2 3-2
Alternativ kann man die Regel von de L’Hospital anwenden:

x2—x-6 i 2X-1_2-3-1

lim = lim =5.
x=3x2—-5x4+6 x=32x-5 2-3-5
(d) Da der Sinus und der Arcustangens stetige Funktionen sind, gilt
ling) arctan(sin(x)) = arctan(sin(0)) = arctan(0) = 0. O
X—
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Aufgabe 3 (4 Punkte). Betrachten Sie folgende vom positiven Parameter a € (0, +oc0) abhingige
Funktion:

4x —
[ R—->R, x> {2x—1
e 41 firx>0.

fir x < 0,

(a) Berechnen Sie die Grenzwerte
lim f(x) und lim f(x).
x—0~ x—0F

(b) Bestimmen Sie a, sodass f stetig ist.

(c) Bestimmen Sie die Asymptote von f fiir x - +oo.

(d) Bestimmen Sie die Asymptote von f fiir x - —oo.

Lésung. (Bepunktung: Aufgrund eines Tippfehlers stand 2:? statt 3::‘]’ im Klausurtext. Das
muss und wird in der Korrektur beriicksichtigt werden.)

(a) (Bepunktung: 0,5 Punkte pro Grenzwert.) Es gilt

lim f(x)= lim 2X=¢_4-0=a_
x—0~ x—0-2x — 1 2:-0-1

(b) (Bepunktung: 1 Punkt.) Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn die zwei Grenzwerte
iibereinstimmen, also wenn a = 2.

(c) (Bepunktung: 1 Punkt.) Wegen a > 0 gilt
lim f(x)= lim <e"”‘ + 1) —1
X—+00 X—>+00

also besitzt f die horizontale Asymptote y = 1 fiir x - +oo0.

(d) (Bepunktung: 1 Punkt.) Es gilt

_ 4-¢
lim f(x)= lim X249 |im — X =2,
X——00 x—-00 2x — 1 X==—00 9 _ l
X
also besitzt f die horizontale Asymptote y = 2 fiir x —» —oo0. ]
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Aufgabe 4 (1 + 2 + 1 Punkte). Der Tangens hyperbolicus tanh ist folgendermaf3en definiert:

2
e + 1

tanh: R—> R, x+—1-—

(a) Berechnen Sie den Wert tanh(In(2)).
(b) Berechnen Sie die erste Ableitung des Tangens hyperbolicus.
(c) Besitzt der Tangens hyperbolicus kritische Punkte?

Losung.  (a) (Bepunktung: 1 Punkt fiir die korrekte Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir einen sinn-

vollen Schritt.) Es gilt
o202 _ eln(22) — @ — ¢4

und damit 5 3
tanh(In2)) =1 - —— = =.
anh(In(2)) 415
(b) (Bepunktung: 2 Punkte fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir jeden sinnvollen Schritt

(bis 1,5 Punkte)) Mit der Quotientenregel erhalten wir

2x
tanh’(x) = 46—.
(e2x +1)2
(c) (Bepunktung: 1 Punkt) Ein kritischer Punkt einer Funktion f ist ein Element x € R mit
f'(x) = 0. Wegen e>* > 0 fiir alle x € R ist stets tanh’(x) # 0: Der Tangens hyperbolicus
besitzt keine kritischen Punkte. (]
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Aufgabe 5 (2 + 1 + 1 Punkte). Eine Kostenfunktion ist gegeben durch

K:(0,+0) > R, x— x3e3

(a) Bestimmen Sie die Grenzkostenfunktion.
(b) Ermitteln Sie die Wachstsumsrate W K (x) und die Elastizitit EK(x).
(c) An welchen Stellen sind die Kosten proportional elastisch, sprich | EK(x)| = 1?

Losung.  (a) (Bepunktung: 2 Punkte fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkt fiir die Definition
von ‘Grenzkostenfunktion’ = ‘Ableitung der Kostenfunktion” und fiir jeden sinnvollen
Schritt (bis 1,5 Punkte).) Die Grenzkostenfunktion ist die Ableitung der Kostenfunktion:

K'(1) = 3x%e> ™ = x3e37 = x2(3 — x)e* .
(b) (Bepunktung: 1 Punkt fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir einen sinnvollen Schritt.)

Die Wachstumsrate W K ist per Definition gegeben durch

K'(x) x*(3-x)e™ 3-_x
K(x) x3e3—x Tox

WK(x)=

Die Elastizitit EK ist per Definition gegeben durch
EK(x)=WK(x)-x=3-—x.
(c) (Bepunktung: 1 Punkt fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir einen sinnvollen Schritt.)
Wir miissen alle x € (0, 4+o0) mit |3 — x| = 1 finden.

(a) Istx >3 dannist |3 — x| =x—3und x —3 =1 ergibt x = 4.
(b) Istx <3dannist |3 —x| =3 —xund3 —x =1 ergibt x = 2.

Die Kosten sind also proportional elastisch an den Stellen x = 2 und x = 4. 0
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Aufgabe 6 (1 + 2 + 1 Punkte). Betrachten Sie die rationale Funktion r: D — R gegeben durch

r(x) = 2x +1
xX2+2x+1

(a) Finden Sie den maximalen Definitionsbereich D von r.
(b) Finden Sie die reelle Partialbruchzerlegung von r mit A, B € R:

A B
+ .
x+1  (x+1)?

r(x) =

(c) Berechnen Sie das unbestimmte Integral

/ r(x)dx.

Losung.  (a) (Bepunktung: 1 Punkt) Es gilt x> 4+ 2x 4+ 1 = (x + 1). Die Funktion r ist daher
auf D =R\ {—1} wohl definiert.

(b) (Bepunktung: 2 Punkte, davon 1 Punkt fiir die Idee, Koeffizienten zu vergleichen) Es gilt

A B _Ax+D+B_Ax+A+B
x+1  (x+1)? (x + 1)2 (x + 1)2

Koeffizientenvergleich liefert A=2und A+ B=1,also A=2und B =-1:

21
x+1 (x+1)2

r(x) =

(c) (Bepunktung: 1 Punkt) Wir haben

2 1 1
dx= | —2—dax— | — 1 gx=2mn(x+1)+ ——. 0
/r(x) x /x+1 x /(x+1)2 X =2+ D+ 77
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Aufgabe 7 (2 + 2 Punkte). (a) Finden Sie eine rationale Funktion R mit

/ x> In(x?) dx = %x“ln(xz)— / R(x)dx.

(b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral / x> In(x?) dx.

Losung.  (a) (Bepunktung: 2 Punkte fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir ‘partielle
Integration’, 0,5 Punkte fiir u(x) = j—‘x“ und noch 0,5 Punkte fiir v(x) = In(x?)) Partielle

Integration [ u'v = uv — [ uv’ mit u(x) = ix“ und v(x) = In(x?) liefert

/ X In(x*) dx = %x4ln(x2)— / %x4-é-2xdx: %x4ln(x2)— / %x3 dx.

(Bepunktung: 0,5 Punkte, falls die Antwort eine rationale Funktion ist) Daher ist die Antwort
13
R(x) = =x".
) =7

(b) (Bepunktung: 2 Punkt fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir jeden sinnvollen Schritt
(bis maximal 1,5 Punkte).) Aus (a) erhalten wir

3pyge _ Loay oo 1 3 1 40 o0 1 g4
/xln(x)dx—4x In(x“) 2x dx—4x In(x?) 8x +C.

(Bepunktung: Kein Punktabzug, falls “+C” fehlt.)
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Aufgabe 8 (2 + 1 + 1 Punkte). Betrachten Sie die folgende Matrix A, die von einem Parameter
a € R abhingt:

1 a* 0
A=la 0 1].
0 —a O

(a) Berechnen Sie die Determinante von A.
(b) Bestimmen Sie alle a € R, sodass die Matrix A vollen Rang hat.
(c) Bestimmen Sie den Rang von A fiir a = 0.

Losung.  (a) (Bepunktung: 2 Punkte fiir das korrekte Ergebnis. Sonst 0,5 Punkte fiir jeden
sinnvollen Schritt (bis maximal 1,5 Punkte).) Wir wenden die Definition von det(A) an:

det(A)=1-0-0+a*>-1-040-a-(-a)—1-(=a)-1—a*>-a-0-0-0-0

=da.

(b) (Bepunktung: 1 Punkt.) Der Rang von A ist gleich 3 genau dann, wenn det(A) # 0, also fiir
allea e R\ {0}.

(c) (Bepunktung: 1 Punkt fiir die korrekte Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir das korrekte Einsetzen
von a = 0.) Wir setzen a = 0 ein und bekommen

1 00
0 01
00O
Diese Matrix ist in Zeilenstufenform und hat 2 Pivots, also ist ihr Rang gleich 2. 0
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Aufgabe 9 (4 Punkte). Finden Sie die Inverse der folgenden Matrix B € R¥*3:

B =

O = O
—_ = O
—_ O =

Losung. Wir fangen mit der erweiterten Matrix (B| 1) an, wobei I die Identititsmatrix bezeichnet:

00 1/1 00
1 10
21 1|0 0 1

o
—_
S

Es sei z; die i-te Zeile. Wir tauschen z; mit z,:

1 1 0{0 1O
0 01
21 1|0 01

—_
=)
=

Nun tauschen wir z, mit z;:

11 01
21 1]0 1
0 1|1

Wir ersetzen z, mit z, — 2z;:

Wir multiplizieren z, mit —1:

1 0/01 O
1 =110 2 -1
00 1|10 O
Wir ersetzen z, mit z, + Z3:
11 001 O
01 01 2 -1
0011 0 O
Wir ersetzen z; mitz;, — z,:
1 0 0|-1 -1 1
0101 2 -1
001, 1 0 O
Die Inverse von B ist also gegeben durch
-1 -1 1
B'=[1 2 -1
1 0 O

(Bepunktung: 4 Punkte fiir ein korrektes Endergebnis. Sonst
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e Mindestens 2 Punkte, falls eine Spalte von B~! korrekt ausgerechnet wurde.
e Bis zu 3 Punkte fiir sinnvolle Schritte.

e 1 Punkt, falls det(B) = —1 korrekt ausgerechnet wurde.
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Aufgabe 10 (1 + 2 + 1 Punkte). Betrachten Sie die Funktion f : R? — R gegeben durch
flx,y) = x* + xy2 —4x.
(a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.
(b) Bestimmen Sie die drei kritischen Punkte von f.

(c) Bestimmen Sie die Art aller kritischen Punkte von f (lokale Minimal-/Maximalstelle oder
Sattelpunkt).

Losung.  (a) (Bepunktung: 1 Punkt (0,5 Punkte fiir den Gradienten und 0,5 Punkte fiir die
Hesse-Matrix).) Es gilt

2xy

3 2
Vf(x’y)=<4x +y 4>

und )
[ 12x% 2y

(b) (Bepunktung: 2 Punkte fiir die volle Antwort. Sonst 0,5 Punkte fiir die Aufstellung des
Gleichungssystems und 0,5 Punkte fiir jeden kritischen Punkt, aber hochstens 1,5 Punkte.)
Ein Punkt (x,y) € R? ist kritisch, falls V f(x, y) = 0. Daher miissen wir das folgende
System losen:

4 +yP—4=0
2xy=0

Aus der zweiten Gleichung folgt x = 0 oder y = 0. Jeweils in die erste Gleichung ersetzen
fiihrt zu den folgenden 3 kritischen Punkten:

©,2), (0,-2), (1,0).

(c) (Bepunktung: 1 Punkt. (0,5 Punkte, falls mindestens ein kritischer Punkt korrekt diskutiert
wird.) An den 3 kritischen Punkten ist die Hesse-Matrix von f jeweils gegeben durch

o= (3 o). nro-2=(2, ).

Hf(1,0) = (102 g)

Dabher sind sowohl (0, 2) als auch (0, —2) Sattelpunkte, weil die entsprechenden Hesse-
Matrizen indefinit sind. Auflerdem ist (1,0) eine lokale Minimalstelle, weil die entspre-
chende Hesse-Matrix positiv definit ist. O
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