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Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-5 sind vollstandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 67 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 13.10.2025 im Campus-System

bekanntgegeben.
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 21.08.2025

Aufgabe 1 (24342 = 7 Punkte)

Wir betrachten die Differentialgleichung

(a)
(b)

(c)

Y+ 2y = (4 +4)e .

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung.

—2x

Bestimmen Sie eine partikuldre Losung f,(z) von y” + 2y = (4dz + 4)e

Liegt hierbei der Resonanzfall vor?

Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung y” + 2y’ = (42 + 4)e™%® mit

den Anfangswerten y(0) = 3 und ¢'(0) = —1.

Lésung.

(a)

Das charakteristische Polynom ist p(X) = X% + 2X.

Ausklammern von X ergibt p(X) = X (X + 2). Damit erhalten wir die Nullstellen A\; = 0 und
A = —2.

Das zugehorige Fundamentalsystem ist gegeben durch:

Die rechte Seite der Gleichung hat die Form r(x)e’*, wobei r(x) = 4z 4+ 4 ein Polynom von

Grad 1 und g = —2 ist. Wir machen demnach einen Ansatz nach Art der rechten Seite.
Da p = —2 eine einfache Nullstelle von p(X) = X (X +2) ist, befinden wir uns im Resonanzfall
mit m = 1. Wir setzen daher an:

fo(z) = z(s12 + so)e_% = (31x2 + sox)e_%

Wir werten das charakteristische Polynom in D + p aus, wobei D der Differentialoperator ist.
Es gilt
p(X—-2)=(X-2)(X —-2+2)=X*-2X
und daher p(D — 2) = D? — 2D.
Nun wenden wir p(D — 2) auf den Polynomanteil s;2? + soz des Ansatzes an und setzen dies
gleich mit dem Polynomanteil 4x + 4 der rechten Seite:
dp +4 = p(D — 2)(s12° + s07)

= (D2 — QD)(811'2 + Soflf)

=251 — 2(2s12 + S¢)

= —48137 + 281 — 280
Koeffizientenvergleich liefert s; = —1 und sy = —3.

Somit ist f,(z) = (—2* — 3z)e ** eine partikulire Losung.
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Alternative Losung zur Bestimmung von Sg, S1 aus dem Ansatz.

Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes f,(z) = (s12%+4 spx)e >* bis zur zweiten Ordnung:

fi(x) = (212 + so)e X + (s12” + som) - (—2) - e = (=281 — 2507 + 2517 + So) € "

fo(x) = (—4s10 — 250 4 2s1) € 2" + (=2s12” — 2500 + 2512 + 50) - (—2) - e >

= (451362 + 4sqxr — 881w — 4sg + 251) e 2,

Wir setzen in die Differentialgleichung ein:

(dz +4)e 2 = (4sya? +4dsor — 8s12 — 4sg + 281) €72 + 2 (=212 — 250 + 2517 + 50) €27
= (—4dsyx — 289 +2s1) e

Gelten soll also: 4 = —4s;, d.h. s; = —1, und 4 = —259 + 257 = —2s9 — 2, d.h. sg = —3.

Somit ist f,(z) = (—2® — 3z)e ?* eine partikulire Losung.

Alternative Losung zu (b): Variation der Konstanten.

Mit (a) erhalten wir die Wronski-Matrix

und ihre Inverse

W(a)! = 1 =27 —e7 \ f 2072 o2 12 1
1o (=2e2) -0 0 1 2 0 1 ] 2\ 0 —ex |

Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz f,(z) = di(x)fi(z) + dao(2) fo(2).

Hierzu wird

di(x) \ o 0 121 0 [ Qr42)e
(d’z(x)> = W) ((43}—1—4)(3_296) 2 ( 0 —e?* ) ( (4x+4)e_2x> B ( -2 —2 )

Es ist

[z +2)e?de =[2042)- (—3)e ] — [2-(—3)e ¥dz =[(—z—1) - e ¥ — 2e727] .

Somit kénnen wir Stammfunktionen di(z) = (—z — 3)e™** und ds(z) = —2* — 2z wihlen.

Wir erhalten die partikulidre Losung

fo@) = (—z— e ™ 1+ (—2? — 2z)e 2 = (—2? — 3z — 2)e ™" .
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(c) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form
f(z) =c; + e + (—2% = 3x)e™ > mit ¢1, ¢ € R.
Die Ableitung ist

fl(r) = —2ce7%" + (=22 — 3)e 2 + (=2 — 31)(—2)e ¥ = —2cpe 2 + (—22° + 42 — 3)e™ >

Einsetzen der Anfangsbedingung ergibt

f(O) :Cl+02;3
F0)=—2c,—3=—1

woraus ¢ = —1 und ¢; = 4 folgt. Damit ergibt sich die Losung

fx)=4—e 2 4 (—2* —32)e * =4 — (2 + 32+ 1)e > |
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 21.08.2025

Aufgabe 2 (2414441 = 8 Punkte) Sei f: R — R die gerade 27-periodische Funktion, die fiir

0 < z < 7 gegeben ist durch

r fir0<z <3,

fx) =

0 firf<z<m.
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fir —37 < o < 3m.
(b) Bestimmen Sie an der Unstetigkeitsstelle 2o = 7 den Wert Fouriery(%) der Fourier-Reihe.

(c) Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f(x).

(d) Bestimmen Sie die komplexe Fourier-Reihe von f(z) unter Verwendung von (c).

Lésung.

(a) Die Skizze ist in der Abbildung dargestellt.

B

—3r _%ﬂ -2 _3?7T —T —g 0 % ™ @ 27w 5 37

(b) Es ist Fourierp(3) =1 ( lim f(z)+ lm f(a:)) =1z2+0) =1

z—5—0 z—5+0

(c) Esist b, =0 fiir alle n € N, da f gerade ist.

Es wird
2 [z 2 [22]2
CL():—/ xdx:—[—]
T Jo T 0
_2 7T2_7T
8 4

Firn > 1 wird

us

([x L sin(na)]3 - /0 1 Lsin(na) dx)
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Die Fourier-Reihe ergibt sich zu
Fourier;(x) = U Za cos(nzx) = Zs i 1 sin(nz) + 2 cos (nz) 2 cos(nx)
re) = 2 " -8 = \n 2 n?2 2 n?2 '

(d) Die Koeffizienten ¢; von Fourier(}:(a:) stehen mit den Koeflizienten ay, by von Fouriery(z) in

folgender Beziehung.

a ap — 1b a ap + 1b a
00:50, Ck:%zgk, =TT e k>

Fir £ < —1 ist also

a = S5 = 3 (Zysin((—h3) + Eeos(=h)3) — 5 ) = sesin(k3) ok cos(k3) —oh -

Somit ist die komplexe Fourier-Reihe gegeben durch

T 1 i 1 ikx
R = $ 3 (gpen(i5) - gz (5) -5

k0
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Klausur zur Héheren Mathematik 3
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Aufgabe 3 (1414341 = 6 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung
Yy +y = cos(t) — sin(¢),

mit der Anfangsbedingung y(0) = 2.

Sei f(t) die zu bestimmende Losung dieses Anfangswertproblems. Sei F'(s) := L(f(t)).

(a) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte £(cos(t) — sin(?)).

(b) Setzen Sie f(t) in die Differentialgleichung ein.
Wenden Sie £ auf beide Seiten der entstandenen Gleichung an

und setzen Sie den Anfangswert f(0) = 2 ein.

(¢) Bestimmen Sie F'(s) unter Verwendung von (b).

Wenden Sie Partialbruchzerlegung auf den entstandenen Ausdruck fiir F'(s) an.

(d) Bestimmen Sie f(t) durch inverse Laplace-Transformation, angewandt auf F(s).

Lésung.

(a) Es wird £ (cos(t) —sin(t)) = L (cos(t)) — L (sin(t)) = 5= — =

5241 5241 °

(b) Da f(t) eine Losung der Differentialgleichung ist, gilt

(&) + f(t) = cos(t) —sin(t) .
Da f(t) auch die Anfangsbedingungen erfiillt, ist zudem f(0) = 2.

Laplace-Transformation auf beiden Seiten liefert die Gleichung

sF(s)— f(0)+ F(s) = L(cos(t)—sin(t))

s 1
21 2410
nach Einsetzen des Anfangswerts f(0) = 2 also
s—1
F(s)—2+F = ——.
SF(s) 24 Fls) = 5
(c¢) Es wird
F(s)(s+1) = 35+2
_ 28%4s+1
o s2+1
_ 252 45+1
F(s) = @t

Ansetzen von Partialbruchzerlegung ergibt mit A, B,C' € R

25245+1 _ A 4 Bs+-C
(s241)(s+1) — s+l s2+1
A(s241)+(Bs+C)(s+1)
(s241)(s+1)
As?+A+Bs?+Bs+Cs+C
P+D)(s+1)
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Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

A+B = 2
B+C =1
A+C = 1.

Also ist B = A. Somit ist A = 1. Folglich ist C' = 0. Somit ist

F(s) 25 +s+1 1 L8
s) = = :
(s2+1)(s+1) s+1 s241

Alternative Losung: Partialbruchzerlegungs-Ansatz nur anwenden, wo nétig.

Es wird
F(s)(s+1) = 4L +2
s—1 2
F(s) = winem +

s—1 — A + Bs+C
(s241)(s+1) s+1 s2+1
A(s24+1)+(Bs+C)(s+1)

(s241)(s+1)
As?+A+Bs?+Bs+Cs+C
(s241)(s+1)

Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

A+B = 0
B+C =
A+C = —-1.

Also ist B = —A. Somit ist —A+ C =1 und A+ C = —1. Addition der Gleichungen gibt
2C' =0, also C' = 0. Es folgt A = —1 und B = 1. Somit ist

s—1 —1 S

P06+ s+l @211

Damit wird

Fis) = Sitamtan

(d) Somit ergibt sich
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Aufgabe 4 (2434241 = 8 Punkte)
Wir betrachten den Kegel

rcos(p) 3
K = rsin(p) | € R

Sei J = {(¢> cR?|rel0,2, pe [o,zw]}.
Die Oberflache S von K wird in die Bodenfliche S; und die Mantelfliche Sy zerlegt: S = S; U S, .

0<r<2, 0<e<2m, O<z<2—r}.

Die Bodenfléche S; wird parametrisiert durch

rsin(¢)

(I)l J = R3 : (;) — @1(7”,@) = (rcos(go)) .

0

Die Mantelfliche S5 wird parametrisiert durch

()
(I)g J = Rg : (;) — (I)2<7"7g0) = (rsm(g&)) .

Die Vektoren (®1),(r, @) x (®1),(r, ¢) ;
und (®2),(r, ¢) x (P2),(r, ¢) zeigen nach aufen. .S

Wir betrachten das Vektorfeld
g: R = R?: (Z) = g(x,y,2) = (—g) :
z z—2
(a) Bestimmen Sie (®1),(r, ) X (P1),(r, @) und (P2),(r, @) x (P2),(r, ¢).
(b) Berechnen Sie den Ausfluss [ g ® ndO als Fléchenintegral.

(c) Berechnen Sie [[[, div(g) dodydz als Gebietsintegral unter Verwendung von Zylinderkoordi-

naten.

(d) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (b) und (c) und verifizieren Sie so in diesem Fall den Satz

von Gaufl.
Lésung.
(a) Es wird |
@) x @0l = (0] x (D) = (7).
Es wird

cos(p) —rsin(p) rcos(yp)
(@n(r) x (@a)(rp) = (0 ) x (i) = (7).

—1 0 r
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(b) Wir berechnen zunéchst den Anteil des Ausflusses von g durch ®,(J) = S;. Es wird

[laend0 = [[ o@ir) o (@))% @)l ) ardg
_ // (3535”) (3) dr dg
= //2ﬂ2rdg0dr

= [7"0

= &m.

Wir berechnen nun den Anteil des Ausflusses von g durch ®5(J) = S5. Es wird

[laend0 = [ [ g@uir.0) e (@..0) x @) () ara
-/ / (7‘::;&& ) (ZZ?§§$’) dr dy
_ / [o-rasi

— o[]S -2

Der Ausfluss fiir die gesamte Oberfldche S ergibt sich durch Addition der Anteile:

—//gondO—// gondO—i—// gondO—Sﬂ—m—W:S—W.
S S Ss 3 3

y
(c) Die Divergenz von g(zx,y, z) = (—:v) ist

0 0 +£(z—2)20+0+1:1.

div(g) = o~ +8y( z) + o~

Wir berechnen das Gebietsintegral mit Hilfe von Zylinderkoordinaten.

/// div(g) dedydz = /// 1 dedydz
K K
2 2m 2—r
= / / / 1-rdzdedr
o Jo Jo
2 2
= / / (2 —=r)rdedr
0,70

= / 2m - (2r — r?) dr
0

- w4
_ 8\ _ 87w
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(d) Wir erhalten
A(g,5) © 8% © /// div(g) dedy dz .
K

Dies bestétigt den Satz von Gaufl im vorliegenden Fall.
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Klausur zur Hoheren Mathematik 3 21.08.2025
Aufgabe 5 (24+141+41= 5 Punkte)

Wir betrachten die Wellengleichung

Ut = Ugy
mit den Anfangsbedingungen
u(z,0) =0 und w(x,0)= —8zle(~Y firx e R.
(a) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) des Anfangswertproblems.
(b) Uberpriifen Sie: Es ist u(0,¢) = 0 fiir t € R.
(c) Uberpriifen Sie: Es ist u(z,t) = —u(x, —t) fir t € R und z € [0, +00).

(d) Berechnen Sie den Grenzwert 1tlier u(t,t).
—+00

Lésung.

a) Unter Verwendung der d’Alembertschen Formel mit f(z) = 0, g(z) = —8z%(*") und ¢ = 1
(a) g 9

erhalten wir

1 1 x+ct
uet) = e+ fare) o [ gls)ds
x—ct
1 [ott 4
= O~|——/ —8s%e(=*) ds
2 r—t

-+t 4
= / e=5)(—45%) ds

—t

v=—s* ~(z+)*
= / e’ dv
—(m—t)4

—(z+t)*
=[]

—(I—t)4
o) _ (—@—th)

(b) Einsetzen von z = 0 in die Losung aus (a) gibt

U(O,t) — e(—(0+t)4) . e(_(()—t)4) _ e(_t4) _ e(_t4) —0.

(c) Wir erhalten

(d) Wir erhalten
lim u(t,t) = lim (=) _ o(=(t-1)*)
t——+o0 5 +00
—  lim e(-2)" _ g0
t—+00

—  lim e(-16t) _1
t——+o0

= 1.

Bitte wenden —
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 21.08.2025
Name, Matrikel-
Vorname: nummer:
Aufgabe 6 (142 = 3 Punkte)
C . x 2
SelD.—{ <y> eR ‘Oéméél, Oéyé\/}}.
(a) Skizzieren Sie D.
Yy
3
2
1
D
0 T
1 2 3 4 5
—1

(b) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar. Berechnen Sie [[,, 3 dz dy.

1()er

0<y<2, y2<x<4}

// 3dxdy =
D

16

Aufgabe 7 (241 = 3 Punkte)

SeiA::<5
2

0
- > . Wir betrachten das Differentialgleichungssystem ¢y’ = Ay .

a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von ¢’ = Ay und die zugehorige Wronski-Matrix.
Yy Yy Yy g g

5 5 _ef5x 0
fuy(z) =e < . ) , fg(@) = ( ) )

10
(b) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems ¢y’ = Ay mit y(0) = < )

Wiys() =

5 e5m
651’

fx) =

5 0
26550 _ 36—5:0
1 1

—1
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