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Lesen Sie bitte alle Hinweise sorgfiltig durch bevor Sie mit der Bearbeitung beginnen.

e Die Klausur besteht aus 6 Aufgaben. Insgesamt kénnen Sie 40 Punkte erreichen.
e Die Bearbeitungszeit der Klausur betriagt 120 Minuten.

e Zugelassene Hilfsmittel: Ein DIN A4 Blatt beidseitig eigenhéndig handbeschrieben, als Hilfsmittel
markiert und mit Threm Namen und Threr Matrikelnummer versehen.

e Aussagen und Sétze aus der Vorlesung diirfen ohne Beweis verwendet werden, sofern der Beweis nicht
Gegenstand der Aufgabe ist. Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen.

e Eine Losung kann nur dann gewertet werden, wenn der Losungsweg klar erkennbar ist. Fehlende
Begriindungen fiihren zu Punktabzug.

e Verwenden Sie zum Losen jeder Aufgabe ein separates Blatt.

e Das Papier wird Thnen zur Verfiigung gestellt.

e Versehen Sie jedes Blatt mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer.

e Abgaben, die mit einem Bleistift, radierbarer Tinte oder Rotstift geschrieben sind, werden nicht gewertet.

e Folgende Ableitungen und Stammfunktionen diirfen Sie ohne Weiteres verwenden

f(zx) 2(z — sin(z)cos(z)) | scos®(z) — cos(z) | sin(z) — zcos(z) | e%(z — 1)

%f(x) sin?(x) sin3(x) xsin(x) ze®
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Name, Vorname: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (Differentialgleichungssystem) [2+2 = 4 Punkte|.
Sei y : R — R2, wir betrachten die Differentialgleichung

y = Ay zur Matrix A= <§ _63> € R*x2,
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte A1, Ao € C und Eigenvektoren vy, vy € C? von A.
(b) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y.
Lo6sung: Die Eigenwerte der Matrix A bestimmen wir aus der charakteristischen Gleichung:

det(A — \) = 0.

Setzen wir A und das Einheitsmatrix I ein:

Berechnen der Determinanten:

(6 —A)(6—-X)—(=3)3) =0,
(6—X)?2+9=0,
N =120 +45=0.
Die Eigenwerte sind die Losungen der quadratischen Gleichung;:

\ 124144 —180 12+/-36 12+6i
h 2 o 2 o2

M =643 A=6-3i(1)
Fiir den Eigenwert A; = 6 + 3i 16sen wir:
=31 -3 T\
3 =3i)\y)

Erste Zeile ergibt:

Ein Eigenvektor ist dann:

Der zweite Eigenvektor ist dann durch das komplexe Konjugat von v; gegeben, also
—i
w=(7) @
Die allgemeine Losung des Systems lautet mit ¢1,co € R lautet damit
y(t) = cre 03ty + CQe(G*Sitvg.CD

Die allgemeine reelle Losung ist damit gegeben durch

y(t) = Creb (G) cos(3t) — (é) sin(3t)> + et <<‘1)> sin(3t) + <(1)> cos(3t)> ©

mit Cl, Cy € R.
Aufgabe 2 (Fourierreihe) [242+2 = 6 Punkte].

Es sei f: R — R die 2-periodische Fortsetzung der Funktion g : [0,2) — R mit

et —1 falls t € [0,1)
g(t):=4¢1/2(e—1) firt=1
0 fallst € (1,2).
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Name, Vorname: Matrikelnummer:

(a) An welchen Stellen ¢ konvergiert die Fourierreihe von f punktweise? Gegen welchen Wert konvergiert
die Fourierreihe an diesen Stellen jeweils?

(b) Berechnen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten ¢;, € C mit k € Z von f.

(c) Berechnen Sie > 7o |ex|?.

Losung: Die Fourierreihe einer periodischen Funktion konvergiert punktweise an allen Stellen, an denen
die Funktion stetig ist. An Unstetigkeitsstellen konvergiert die Fourierreihe nach dem Dirichlet-Kriterium
gegen den Mittelwert der links- und rechtsseitigen Grenzwerte:

s = 2L

wobei S : R — R die Fourierreihe bezeichnet. Betrachten wir die Unstetigkeitsstellen. Fiir ¢ = 1 haben
wir
e—1

S(1) = =5

An allen anderen Stellen ist die Funktion stetig, daher konvergiert die Fourierreihe gegen f punktweise.@
Die komplexen Fourierkoeffizienten sind gegeben durch

1 /2 ;
— t —ikmt dt.
o= [ e an(D
Damit ergibt sich in unserem Fall

cr = (e — 1)e *mt q¢

S~

)

/ ete—lkﬂ't dt — / e—lkﬂ't dt)
0 0

—ikmw _ 1

e
1 thn  Whn >@

@]
—
L
=
3

I

—_

N = N~ N

7N N

Nach dem Theorem von Parseval gilt

Stk =1 [ lwpar=} [Caorad

k=—o00

Damit erhalten wir

Insgesamt ergibt sich
2
o € —de+5
D

Aufgabe 3 (Fouriertransformation) [7 Punkte].

Sei f: R — R definiert durch

1—1t] falls —1<t<1
(1) = { ‘
0 sonst.

Berechnen Sie die Fouriertransformierte f = F (f) von f.

Losung:
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Name, Vorname: Matrikelnummer:

Die Fouriertransformierte ist definiert durch

flo) = 7o) = [ et ar (D)

In unserem Fall ergibt sich damit

1 1 0 1
flw) = / (1 Jt)e " dt = / et dr 4 / te it — / et dt.
1 1 1 o

Wir berechnen die Integrale einzeln wir beginnen mit

1 .
—iwt _ i —lw _ iw
/ e dt = ” (e e ) @

-1

Das zweite Integral erhalten wir mithilfe von partieller Integration: @

o i 0 O .
/ te”Wrdt = — [te™ '] _ | 7/ —e Wt gy
_1 w - 1w

i 1 -, 40
— ;elw + E [e 1wt]t:_1

Das dritte Integral erhalten wir auch mithilfe von partieller Integration: @

1 . 1.
/ te @t dt = = [tei!]! 7/ Lemiwtqy
0 w =0 Jy w
i |
:;e 1w+ﬁ[e uu]t_o
i —iw 1 —iw
= —e + —(e 1).
Loy L@

Fiigen wir nun die Integrale zusammen so erhalten wir

o7} 1 0 1
/ f(t)e_i“tdt:/ e_i“’tdt—i-/ te—iwtdt—/ te™ 1wt d¢
—00 —1 —1 0

—iw iw i iw 1 —iw i —iw 1 —iw
(e7@ —e )—I—;e —l—ﬁ(l—e )—(we —i—ﬁ(e —1)>

Aufgabe 4 (Mehrdimensionale Integration) [2+4+5 = 11 Punkte].

(a) Es bezeichne D C R? das abgeschlossene Dreieck bestehend aus den Eckpunkten (—1,0)7,(0,0)”
und (1,1)7. Schreiben Sie D als y-Normalbereich und berechnen Sie vol(D).

(b) Wir betrachten das Prisma P := D x [0,4] C R? und das Skalarfeld f : R® — R gegeben durch

f(z,y,2) :==e*(x +y).

Berechnen Sie

/P f(x)dx.
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Name, Vorname: Matrikelnummer:

(c) Die Massendichte p : P — R sei gegeben durch

2 falls z>3
1 sonst.

p(2,y,2) = {
Berechen Sie die Koordinaten zg und zg des Schwerpunkts (xg, ys, zS)T € R3 von P.
Losung: Das Dreieck als y-Normalbereich dargestellt ist gegeben durch
D={(x,y) eR?|0<<< 1,2y~ 1<z <y}(1)

Das Volumen ist gegeben durch

1 ry
vol(D) = / / drdy = 2.(D)
0 J2y—1 2

Wir berechnen nun, dass Integral tiber P:

4 1 Y
I::/ez(oery)dV:/// ez(aery)dxdydz@
P 0o Jo Jay—1
L ry
:(e4—1)// (x +y)dzdy
0 Jay-1
"1

= (e* — 1)/0 SV - %(Qy— 1)% +y(y — 2y + 1) dy(1)

4 L o5y? 1
= (e —1)/0 —T—Sy—§dy®
:é(e4—1).@

Wir berechnen zunéchst die Gesamtmasse bevor wir den Schwerpunkt berechnen. Dafiir zerteilen wie die
Massen in zwei Teile M7 fir 0 < z < 3 und M, fir 3 < 2z < 4.

3
Mlz/ / dAdz = vol(D) -3 = 2.(1)
0 JD 2

Analog berechnen wir My mit

4
M2=/ /2dAdz:vol(D)~2:1.@
3 JD

Zusammengefasst ergibt sich fiir die Gesamtmasse

3 )
M=-+1=_.
2+ 2

Wir berechnen den Schwerpunkt von P wir stellen zunéchst fest

1 3 1 py 4 rl py
xS:[/ / / xdxdydz—i—Q/ / / xdxdydz] @
M 1Jo Jo Jay—r 3 Jo J2y-1

Berechnen wir zunéchst die inneren Integrale so stellen wir fest

Loy 11 1 b3 1 1 1
dedy= [ 42— =@2y—-1)2dy= | -S> +2%y—-dy=—+1—-=0.
/0/2y1xrcy /021/ 52y —1)"dy /0 SY T2y —gdy=—5+1-5=0

Damit gilt insgesamt

xS:0.®
1 /[



Name, Vorname: Matrikelnummer:

Nun zu zg

1 3 pl py 4 prl pry
25:{/ / / zdmdydz+2/ / / zdmdydz} @
M LJo Jo Jay— 3 Jo Ja2y—1

Wir berechnen zunéchst
1 /3 9
/ de:f/ zdz = —,
2<3 2 Jo 4

4
7
2zdz:/ zdz= = :)
/z>3 3 2

Zusammengefasst erhalten wir damit

9
4

+
[NJEN)

23
=5 =230

zZs = 3
2

Aufgabe 5 (Integralsitze) [542 = 7 Punkte].

(a) Gegeben sei das Vektorfeld f : G — R? definiert durch

fir G == {(,y,2)T € R3|2? + y? + 22 < 1}. Berechnen Sie das Oberflichenintegral zweiter Art

| (s

(b) Essei D = {(z,y)T € R?|2? + (y + 4)? < 1}. Das Vektorfeld v : R? — R? sei definiert durch

(@, y) = (y,22)"

Berechnen Sie §,(v(x),dx), wobei C' den Rand von D einmal entgegen dem Uhrzeigersinn durch-
lauft.

Losung: Nach dem Gauftschen Integralsatz gilt

[l [l 5 500

Vof=32+32+1(1)

///3x2+3y2+1dV
G

berechnen wollen, wechseln wir zu Kugelkoordinaten

x = rsin(f)cos(p), y=rsin(f)sin(p), z= rcos(@).@

Die Divergenz ist gegeben durch

Da wir

Daher erhalten wir
1 T 27 1 ™ )
/ / / (3r%sin?(0) 4 1)r%sin(f) dp df dr = 271'/ / 3rtsin(6)® + r2sin(h) dO dr
o Jo Jo o Jo

Die Stammfunktion fiir sin()? ist auf der ersten Seite zu finden, daher erhalten wir

4
L =3W

™

/0 " sin®(0) 4o [112 (cos(3z) — 9cos(x))}

0
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Name, Vorname: Matrikelnummer:

Auferdem gilt

/ sin(6) do = 2.
0

Damit erhalten wir

1 T 2 1 44
/ / / (3r%sin?(0) + 1)r?sin(f) dp df dr = 27r/ drt 4 2r2dr = — 1.
o Jo Jo 0 15

Wir stellen zunéchst fest nach dem Geenschen Satz gilt:

éW@@ZMX%—%)M

Da v(x,y) = (y, 2x) gilt erhalten wir

81}2 8’1]1 -
o oy~

Da D ein Kreis mit Radius 1 ist erhalten wir fiir den Flécheninhalt von D 7 als Ergebnis. Alles in allem
ergibt sich damit

7( (v(x),dx) = m.(1)
c
Aufgabe 6 (Partielle Differentialgleichung) [1+4 = 5 Punkte].
(a) Wir betrachten fiir u : R> — R die lineare partielle Differentialgleichung mit a,b,c € R
gy + Dlyy + cuz = u.

i) Bestimmen Sie fiir welche a, b, c € R die partielle Differentialgleichung elliptisch ist.

ii) Bestimmen Sie fiir welche a,b, ¢ € R die partielle Differentialgleichung hyperbolisch ist.
(b) Geben Sie die Losung v : R x R>g — R der folgenden Anfangswertprobleme an
i) ug+5uy, =0, wu(x,0)=sin(z).

i) ug — uzr =0, wu(x,0) =cos(z), u(z,0)=1.
Losung: Die partielle Differentialgleichung ist elliptischen, falls
{(a,b,c) € R*|a,b >0} U{(a,b,c) € R*|a,b< 0}
und hyperbolisch, falls
{(a,b,c) eR®|a>0,b < 0}U{(a,b,c) eR*|a<0,b>0}1)

gilt.
Wir stellen zunéchst fest, dass die Gleichung

us + duy, =0

eine Transportgleichung ist. Damit ist die allgemeine Losung gegeben durch u(x,t) = f(x — 5¢t). @
Mithilfe der Anfangsbedingung erhalten wir

u(x,t) = sin(z — 5t).@
Fir

Ut — 9Um =0
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Name, Vorname: Matrikelnummer:

stellen wir fest, dass es sich um eine Wellengleichung mit ¢ = 3 handelt. Die allgemeine Losung ist gegeben
durch

x+3t
(o, 1) = % (uo (& + 31) + o — 3t)) + é /,gt u(s,0)s.(1)

In unserem Fall ergibt sich damit

u(z,t) = %(cos(a; + 3t) + cos(z — 3t) + t.@



