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Lesen Sie bitte alle Hinweise sorgfiltig durch bevor Sie mit der Bearbeitung beginnen.

Die Klausur besteht aus 6 Aufgaben. Insgesamt konnen Sie 40 Punkte erreichen.
Die Bearbeitungszeit der Klausur betragt 120 Minuten.

Zugelassene Hilfsmittel: Ein DIN A4 Blatt beidseitig eigenhéndig handbeschrieben, als Hilfsmittel
markiert und mit Threm Namen und Threr Matrikelnummer versehen.

Aussagen und Sétze aus der Vorlesung diirfen ohne Beweis verwendet werden, sofern der Beweis nicht
Gegenstand der Aufgabe ist. Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen.

Eine Lésung kann nur dann gewertet werden, wenn der Losungsweg klar erkennbar ist. Fehlende
Begriindungen fiihren zu Punktabzug.

Verwenden Sie zum Loésen jeder Aufgabe ein separates Blatt.

Das Papier wird Ihnen zur Verfiigung gestellt.

Versehen Sie jedes Blatt mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer.

Abgaben, die mit einem Bleistift, radierbarer Tinte oder Rotstift geschrieben sind, werden nicht gewertet.

Folgende Ableitungen und Stammfunktionen diirfen Sie ohne Weiteres verwenden

f(zx) %(x + sin(z)cos(x)) —%sing(x) +sin(z) | e*(x —1) %65"2 (:132 -1)
%f(x) cos?(z) cos®(z) re® 2367
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Viel Erfolg!




Name, Vorname: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (Differentialgleichungssystem) [2+2 = 4 Punkte].
Sei y : R — R?, wir betrachten die Differentialgleichung

y' = Ay zur Matrix A= <g é) € R?x2,

(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung y der Differentialgleichung.

(b) Losen Sie die Differentialgleichung mit Anfangswertdaten y(0) = (1,1)7.

Losung:
(a) A ist in Jordan-Form, also 2 Eigenwerte A\ = Ay = 3.

Vorlesung Fall ¢)

@ 0.5 Punkte fiir die Eigenwerte und 0.5 Pukte fiir erkennen, dass man eine Jordan-Form hat und
damit ein anderes Schema macht. Man bekommt den Punkt auch wenn man Jordan nicht erwéhnt
aber sonst alles richtig macht.

Eigenvektor v = <(1)> durch Ablesen.

Nebenvektor w mit Aw = Aw + v, w = (Z)
3 1 a\ 3 a n 1
0 3)J\b) “\b 0

= <3a;[—)1b> = (3a3—(&)— 1) =3a+1b=3a+1=0>0=1, a kann alles sein

z.B.w = (1) @ Den Punkt gibt es fiir Eigenvektor und Nebenvektor

Fundamentalsystem:
{e)‘tv, eMw + te/\tv}

o) ) el

y(t) = coe’t (é) +c1e® G) + citedt (é)
o))

also

Allg. Losung also:

(b) (o) = G)
s fl=1= G) - (Co+cl+c1-o>

< =1 und 1=c¢+1+0

& =1 und ¢ =0




Name, Vorname: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 (Fourierreihe) [242+1 = 5 Punkte].
Es sei f: R — R die direkte 27-periodische Fortsetzung der Funktion g : [, 7) — R mit

—-1/2 fallst=—n/2

sin(t) fallst € (—7/2,7/2)

1/2  fallst=m/2

0 falls t € [—m, —7/2) U (7/2, )

g(t) ==

(a) An welchen Stellen ¢ € R konvergiert die Fourierreihe von f punktweise? Gegen welchen Wert
konvergiert die Fourierreihe an diesen Stellen jeweils?

(b) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten ag, ax, by € R mit k € N von f.
Hinweis: Folgendes Additionstheorem koénnte hilfreich sein:

cos(z —y) — cos(xz + y)
2

sin(x)sin(y) =

(¢) Bestimmen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, € C mit k& € Z von f.

Losung:
(a)
-1 falls t = —7/2
sin(t) fallst e (—7w/2,7/2)
3 falls t = 7/2
0 falls t € [—m, —7/2) U (7/2,7)

Die Fourierreihe einer periodischen Funktion konvergiert punktweise, an allen Stellen, an denen die
Funktion stetig ist. An Unstetigkeitsstellen konvergiert die Fourreihe nachdem Dirichlet-Kriterium
gegen den Mittelwert der links und rechtsseitigen Grenzwerte:

o gt) Fg(th)
9t = =—5——

Betrachten wir die Unstetigkeitsstellen, erhalten wir fiir t; = —7/2 und t = 7/2

X 0-1 1 . 1+0 1
) =—5—=—35 d)="7-=5 O

An allen anderen Stellen ist die Funktion stetig, daher konvergiert die Fourreihe an allen ¢ € R
punktweise gegen f. @

(b) Fiir k € Ny erhalten wir

T/2 o
/ f@cos(kwt)dt, k>0, T=27 w=—=1

2
ak = = =
T —T/2 T

/2
2 sin(t)cos(kt) dt = 0. @

B 27 —7/2

Berechnung der bi-Koeffizienten:

9 [T/2
by = —/ f(®)sin(kt)dt, k>1, T=2rm
T J_ 72

/2 1 /2
=— / sin(t)sin(kt) dt = cos(t — kt) — cos(t + kt) dt. @

i —m/2 _% —m/2

2/



Name, Vorname: Matrikelnummer:

Wir benétigen eine Fall Unterscheidung fiir kK = 1 und k& # 1, wir beginnen mit £ = 1, damit
erhalten wir

1 [7/2 1 [7/2 1 1 /2 .
by = 5 e cos(t —t) — cos(t +t)dt = 5 e 1 —cos(2t)dt = > {t — 251n(2t)} . =3 @
Fiir k& # 1 erhalten wir
1o 1 [sin(t —kt)  sin(t + kt) /2
by = 5= t — kt) — cos(t + kt)dt = — _
F o —m/2 o0 ) coslt+ ki) 27 [ 1—k 1+ k L_w/z

™

1 (sin(r/2-(1—k)) sin(x/2-(1+k))
- < 1—k - 1+k ) @

(¢)  Die komplexen Koeffizienten sind gegeben durch:

1 . 1 .
co 1= 5 s Ckzi(ak_lbk)v C,kzi(akﬂ-lbk), k‘Zl @

Damit erhalten wir

k| > 1: ck:_i <sin(7r/2.(1—k)) B Sin(w/Q.(l_Fk))),

T 1-k 1+k
i [(sin(mr/2-(1—-k sin(m/2- (1 +k
o (2R snr/2 04RDY gy
™ 1-k 1+k
Man soll Folgefehler beachten, falls k = 1 vergessen wir in (b) dann gibt es volle Punkte fiir die ¢

wenn ¢; und c¢_j nicht dasteht.

Aufgabe 3 (Laplace-Transformation) [4-+3=7 Punkte].
Sei f :[0,00) — R gegeben durch

0, falls ¢t € [0, 1],
1) = o
t—1, fallste (1,00).

(a) Bestimmen Sie die exponentielle Ordnung v € R von f und berechnen Sie die Laplace-Transformierte

L(f) von f.

(b) Es sei g : [0,00) — R eine stetige beschrankte Funktion. Weiterhin bezeichne G : [0,00) — R die
Stammfunktion von g, das heifst

G(t) ::/0 g(u) du.

Bestimmen Sie die exponentielle Ordnung v € R von G und zeigen Sie, dass die Laplace-Transformierte
L(G) von G gegeben ist durch

L(G)(z) £l9)(=) fir alle z € R mit Re(z) > 7,
z
wobei L(g) die Laplace-Transformierte von g bezeichnet.

Losung:

3 /0



Name, Vorname: Matrikelnummer:

(a)

Fiir die exponentielle Ordnung stellen betrachten wir

70 < Me

Wir erhalten fiir M = %
k

1 1 ) 1
fe”tZ*E (7.) >—+t>t—1 @
gl gl it Ty

Jj=0

auch geben falls die Rechnung fiir fest gewéhlte v, M gemacht worden ist (z.B. v = M = 1).
Damit ist f von exponentieller Ordnung ~ fiir alle v > 0 @ den gibts NUR fiir alle v > 0.

Fiir die Laplace-Transformation erhalten wir fiir s > ~

c(f)(s):/Ooof(t)e—stdtz/1°°(t—1)e—stdt @

g is stetig und beschrinkt, damit existiert ein C' > 0, sodass |g(t)| < C fiir alle ¢ > 0. Wir folgern

t
Gt < / |g<u>|dugtcs§evt (05)

fiir alle ¥ > 0 und ¢ > 0. Damit ist G von exponentieller Ordnung ~ fiir alle v > 0. @
Hier Folgefehler falls in (a) und hier mit spezieller Wahl von ~ gerechnet wurde.

Insbesondere ist G stetig, differenzierbar, G(0) = 0 und G’ = g damit erhalten wir mit Satz 2.53

aus der Vorlesung. @ Punkt gibt es auch, wenn nur x in irgendeiner Form begriindet ist (Satz aus
VL reicht)

Also

Alternativlosung mit partieller Integration und direktem nachrechen, aber ohne Satz aus der Vor-
lesung, gibt @

Aufgabe 4 (Mehrdimensionale Integration) [3+3+6 = 11 Punkte].

(a)

(b)

()

Essei D:= {(z,y)' eR?|0<y <4, —/IT-y<z</IT—y}.

Geben Sie D als a-Normalbereich an und berechnen Sie vol(D).

Wir betrachten die Menge K := {(x, y,2)T € R3 | 22 +y? + 22 < 4} und das Skalarfeld f : R?* — R,

gegeben dul Ch
z = 2 2 2 2
f(x7y7 ) : i + y2 ZZ °+y z .

/K (@) da.

Sei Z := {(x, y,2)T € R3 ‘ (r+2)2+(y+32)2<1,0<2< 1} mit einer konstanten Massendichte
von 1 gegeben.
Berechnen Sie y, des Schwerpunkts (x4, s, zs)T € R? von Z.

Berechnen Sie

4/
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Losung:

(a) Wir machen eine Skizze von D

und folgern damit D = {(z,y)T € R?| —2 <2 <2,g(x) <y < h(x)}. @

Wir bestimmen nun g(z) und h(x). Anhand der Skizze erkennen wir g(z) = 0. @ Wir betrachten

x < /4 —y Termumformungen liefern 4 — 22 > y, damit folgern wir h(z) = 4 — 22. @

(@ wenn Normalbereich direkt richtig dasteht)

Wir berechnen fiir das Volumen von D

2 1,]? 2
Vol(D //1—/ h(z dm—/ (4—9&2—0)0330:{43:—3:3} _ % @
—2 3 1.5, 3
(b) Wir verwenden Kugelkoordinaten und berechnen
2 T 2m R
/ f(x)dx = / / / r3e” sin(6) dp dd dr
K o Jo Jo
2 2
:47r/ r3e dr.
0

Fiir das iibrig gebliebene Integral verwenden wir nun Integration durch substitution mit s = r

und erhalten
2 4 4
/rge’“er:/ §3/2¢5 ! 1/ se’ ds.
0 0 2\[ 2 Jo

Fiir das {ibrig gebliebene Integral verwenden wir nun partielle Integration und erhalten

Lt 1, 1, 3, 1
3, st do = gloelig — gletio = et + 5. (09)

Alternativ @ wenn man das Integral [ 3¢ dr einfach vom Deckblatt abliest.

2

Damit ergibt sich insgesamt fiir das Integral

/f 2m(3et +1). (1)

(¢) Um den Schwerpunkt zu berechnen verwenden wir

N /dx
Y= olz) Y

5 /1



Name, Vorname: Matrikelnummer:

Wir haben einen schrigen Zylinder, daher verwenden wir die Koordinatentransformation

x rcos(y) — z
y | = |rsin() -3z |, ref0,1, ve0,2n], »e0,1)(1)
z z

Damit ergibt sich

Vol(Z):/Zldx:/ol/o%r/olrdrdzbdz:ﬂ. @

Nun berechnen wir fiir den Schwerpunkt noch
1 2m 1
/ ydx = / / / (rsin(y)) — 3z) - rdzdyp dr @ Folgefehler beachten
z o Jo Jo

= e 1r251n(¢)dzd1/1dr—3 e 1z-rdzdwdr.
Lk I

Aus Symmetriegriinden ergibt sich

1 p2m g1
/ / / r?sin(y) dz dy dr = 0
o Jo Jo

und fiir den iibrig gebliebenen Term erhalten wir

1 2 1
3/ / / z~7‘dzd1/1dr:3—7r,
o Jo Jo 2

also ist

Damit ergibt sich

Aufgabe 5 (Integralsitze) [542 = 7 Punkte].
(a) Gegeben sei das Vektorfeld f : G — R3 definiert durch

T
1
flz,y,2) = <4a:4 +y-e, y-cos?(x) + 2%z, z - sin(x) + arctan(y)>

fir G := {(z,y,2)T € R® | 22 +y? < 4, —2 < 2 < 2}. Berechnen Sie das Oberflichenintegral

zweiter Art
/ (f,n)do.
aG

(b) Essei D = {(z,y,2)T € R?® | 22 +y* <1, 2 = 0}. Das Vektorfeld v : R* — R? sei definiert durch

. T
v(x,y,2) = (el +y+32%y, x+ 23+ 7 + €7, yez)

Berechnen Sie §(v(z),dz), wobei C' den Rand von D einmal entgegen dem Uhrzeigersinn durch-
lauft.

Loésung:

6 /[
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(a)

Wir stellen zunéchst fest, dass G ein Zylinder ist und mithilfe des Gaufischen Integralsatzes @
erhalten wir

/BG<f7n>da = /Gdivfdx.

Punkt fiir Gaul auch, wenn Begriindung da ist, z.B. Satz aus VL (ohne Name) oder richtige Formel.

Wir berechnen div f = 2% + 1. (1)

Mit Zylinderkoordinaten (d.h. = rcos(p) und Funktionaldeterminante r) erhalten wir

2 2 p2r
/ (3 +1)dx = / / / ricos® (@) + rdpdr dz.@
G —2Jo Jo

Wir stellen zunéchst fest aufgrund von Symmetrie ergibt sich fo% cos3(t) dt = 0. @ Integral vom
Deckblatt ablesen geht auch.

Damit bleibt noch das Integral iiber r iibrig und wir erhalten

2 2 g2
/ / / rdedrdz = 1671'.@
—2Jo Jo

Falls Funktionaldeterminante vergessen wurde konnen maximal @ erreicht werden. Man bekommt
aber immernoch das gleiche Endergebnis.

Mithilfe von Satz von Stokes @ erhalten wir

ﬁ(v(m),d@z/D(rotv,n)dx, n= §

Punkt fiir Stokes auch, wenn Begriindung da ist, z.B. Satz aus VL (ohne Name) oder richtige
Formel. Wenn das erfiillt ist und n nicht angegeben oder falsch, geben wir
Wir berechnen

(rot v)3 = Oy — Oyvy = 1+ 32* — 1 — 32% =0,

also ergibt sich

é(v(m%dm) = /D<rotv,n> dx = 0. @

Aufgabe 6 (Partielle Differentialgleichung) [1+4 = 5 Punkte].

Seien uq, u2,u3 : R X R>p — R Losungen der 1-dimensionalen Warmeleitungsgleichung, also

(a)

(b)

(’)uj 82’&]‘

ot Ox?

—0, firje{1,23). (1)
Zeigen Sie, dass u : R? x R — R mit
U({E,y, Z7t) = ul(xat)UZ(yat)u3(Zat)

eine Losung der 3-dimensionalen Warmeleitungsgleichung ist, also

ou

Berechnen Sie eine Losung von fiir j = 1 und uq(x,0) = 22
Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz uj(z,t) = vi(x) + wq () mit w;(0) = 0.

7 /B
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(¢) Berechnen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

0
au(m,yw,t) — Au(z,y,z,t) =0 firz,y,z€R, t>0

2

u(w,y,z, 0) = $2y22 fiir x,Y,2 € R.

Hinweis: Verwenden Sie (a) und (b).

Losung:

(a) Wir berechnen die notwendigen Ableitungen und erhalten

Ou _ O(wuzus) _ (0w Buy Ouy (03)
pri ot _(3t>u2u3+u1<8t)u3+ulu2< t)

82u 82’&1 82u 32UQ 82u 82’11,3
a2~ o2 ) ¥ 87y2:u1 Oy? R A @

Punkte hier nur, falls alle Ortsableitungen richtig sind

6u - 8u1 32u1 au2 82u2 (911,3 8211,3
= A= <8t ~ o JUus T G T g Jus e (5 T

Da u; die Warmeleitungsgleichung 16sen erhalten wir

=0 -usug+u; -0 -uz+uus-0=0 @

Wir schlussfolgern u 16sst die 3-dimensionale Warmeleitungsgleichung.

(b) Wir verwenden den Ansatz aus dem Hinweis und zwar us (¢, z) = v1(z) + w1 (¢). Betrachten wir die
Anfangsbedingung so ergibt sich

u1(0,2) = vy (x) + w1 (0) = vy (z) = 22

Wir schlussfolgern damit v (x) = 2. @

In Kombination mit der Warmeleitungsgleichung erhalten wir nun
0 0?
U O
ot Ox?

Wir erhalten als Losung nun us (¢, x) = 2% + 2t. @

(¢) Aus (a) wissen wir nun, dass die gesamte Losung gegeben ist durch

u(t,e,y,2) = (@ +26)(y? +20) (22 +2t). (1)

8 /B



