Ingo Steinwart (Dozent)
Amatus Beyer (Assistent)
Mathematik fiir Wiwi Teil 1 Ioan Scheffel (Assistent)

Modulpriifung (Module 41990 und 107730)

mit Losungen
11.03.2026

Beachten Sie die folgenden Hinweise.
e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene DIN-A4-
Seiten. Es ist erlaubt, die Seiten auf einem Tablet handschriftlich
zu schreiben und sie dann auszudrucken. Insbesondere sind keine
Taschenrechner, Handys oder Smartwatches erlaubt.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst,
hat damit zu rechnen, dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet
wird.

¢ Kintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unzuldssig und werden
gefs. nicht berticksichtigt.

e Es gibt insgesamt 9 Aufgaben.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

¢ Die Antworten miissen auf eigenem Papier geschrieben werden. Schreiben
Sie nicht auf den Umschlagsbogen!

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite und kennzeichnen Sie
die Aufgabenteile klar.

e Schreiben Sie auf jedes Blatt ihren Namen und Thre Matrikelnummer.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1 (1 + 1+ 2+ 1 Punkte). Betrachten Sie das folgende lineare
Gleichungssystem in 4 Variablen:

x1+2x4 =5,
2x1 +x9 — X3 = 5,
3x1 + x4 = 5.

(a) Schreiben Sie das lineare Gleichungssystem in der Form Ax = b, wobei
AcR¥> x e R4, beR3.

(b) Uberpriifen Sie, ob der Vektor x = eine Losung des linearen

-1
2
Gleichungssystems darstellt.

(c) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des angegebenen linearen Gleichungssys-
tems mit Hilfe des gaufischen Eliminationsverfahrens.

(d) Bestimmen Sie den Rang von A.

Lésung. (a) Die Koeffizientenmatrix und der Vektor b sind:

10 0 2 )
A=[2 1 -1 0], b=|5
3 0 0 1 5
(b) Es gilt
10 0 2 g 4
Ax=|2 1 -1 0] |7 |={4]#b.
30 0 1 9 2

Damit ist x keine Losung.

(c) Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix in reduzierte Zeilen-

stufenform:
0o 0 2 5

(1] 0o o

2 5
1 -1 0 5| —
1 5

2 0 —1 —4 =5 |z2—22%
3 0 0 0 0 0 —5 —10/ z3—3z;
0o 0 2 5
— 10 -1 -4 -5
0 0 0 2 ) —tz3
0 0 0 1\ 2z —2z;
— {0 —1 0 3|zo+4z;
0 0

0 [1] 2
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Aus der reduzierten Zeilenstufenform folgt: x1,x2, x4 sind Basiskoor-
dinaten, 3 ist frei. Setze x3 =t mit ¢ € R. Dann gilt

z1 =1, To = 3+ t, T4 = 2.

Also ist die Losungsmenge

1 1 0
3+t 3 1

X = " =10 +t 11 t € R.
2 0

(d) Der Rang von A ist gleich 3, denn die Zeilenstufenform hat 3 Pivots.
O
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Aufgabe 2 (1 + 2+ 1+ 1 Punkte). Betrachten Sie die folgende Funktion,
die von dem Parameter a € R abhéngt:

1 — cos(2x)
ffR—R, x+— x
1 —exp(a—=x) firz>0.

fir z <0,

(a) Berechnen Sie f(—m) und f(a) fir a > 0.

(b) Bestimmen Sie den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert

lim f(z) und lim f(x).

z—0— z—0t

(c) Bestimmen Sie alle Werte von a € R, sodass die Funktion f stetig ist.

(d) Ermitteln Sie die Asymptote der Funktion f fiir z — 4o0.

1 — cos(2x)

Lésung. (a) Fir z <0 gilt f(z) = . Daher ist

o) = 1 — cos(—2m) _1-1 0

—T —T

Fiir a > 0 gilt a > 0, also verwenden wir die zweite Fallunterscheidung:

fla)=1—expla—a)=1—-¢€"=0.
(b) Linksseitig (z — 07):
1- 2
lim f(z)= lim M.
z—0— z—0~ T
(22)°

Wir benutzen die Taylor-Entwicklung cos(2z) = 1 — 55 + o(2?) =
1 — 222 + o(2?) fiir x — 0. Dann ist

1 — cos(2z) = 222 + o(z?),
und somit

1 — cos(2 212 2
cos(2x) _ 2z + o(z®) 95+ o(z) 0.
T T z—0~

Also
lim f(z)=0.
r—0~

Rechtsseitig (z — 07): Fiir x > 0 gilt f(z) =1 — e %, also

lim f(z)= lim 1 —e*®=1—-¢"9=1—¢"
z—0t z—0t
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(¢) Fiir Stetigkeit in 0 miissen Funktionswert und die beiden einseitigen
Grenzwerte iibereinstimmen. Es gilt

f(0)=1—¢e*Y=1-¢"
Damit ist Stetigkeit in 0 &quivalent zu

lim f(z)=f(0) <= 0=1-¢"

z—0~
Dementsprechend muss gelten a = 0.
(d) Fir x — +oo gilt > 0, also

lim f(z)= lim 1—-€e**=1—¢% lim e *=1
z—+00 x—+00 T—=+00

Somit besitzt f die horizontale Asymptote

y=1 firz— +4oo. O
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Aufgabe 3 (1 + 1 Punkte). Berechnen Sie die folgenden bestimmten Inte-
grale.

1 2 1
—d b “d
@ [ e o) [ v

Lisung. (a) Setze u = 1 + x2, dann du = 2z dz. Die Grenzen werden zu
r=0=>u=1und x =1= u=2. Somit:

L9 21
/ :Ude_/ —du = In(2).
0 1+LL“ 1 u

(b) Partielle Integration mit v = x und dv = e* dz. Dann:

1 1 1
/ zet dx = [xem} — / e’ dx = 1.
0 0 0
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Aufgabe 4 (1+2+ 1+ 1 Punkte). Ein Unternehmen analysiert die Preise-
lastizitdt der Nachfrage fiir eines seiner Produkte. Die Nachfragefunktion
ist gegeben durch:

N(p)=120-3p, p=0,

wobei N (p) die nachgefragte Menge (in kg) und p der Preis (in Euro) sind.

(a) Bestimmen Sie den sachlichen Definitionsbereich der Nachfragefunk-
tion N(p), unter Beriicksichtigung der Bedingungen, dass sowohl der
Preis als auch die nachgefragte Menge nicht negativ sein diirfen.

(b) Bestimmen Sie die Wachstumsrate und die Elastizitéit der Nachfrage.

(c) Priifen Sie, ob die Nachfrage bei p = 12 bzw. p = 32 elastisch oder
unelastisch ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

(d) Bestimmen Sie die Preis-Absatz-Funktion P(N), das heifit die Umkehrfunk-
tion von N(p).

Lésung. (a) Es muss gelten p > 0 und 120 — 3p > 0. Daher:

0 < p < 40.
(b)
N'(p) = 3.
Die Wachstumsrate ist
N'(p) -3 1

KN(p) =

N(p) 120—3p p—40

Die Elastizitat ergibt sich zu

P
(p)=p (p) 510
(c) Fir p =12 gilt
12 3
ENQ2) =53 =7

also |[EN(12)| < 1, somit ist die Nachfrage unelastisch.

Fiir p = 32 gilt
32
32—-40 7
also |[EN(32)| > 1, somit ist die Nachfrage elastisch.

EN(32) =

(d) Aus N = 120 — 3p folgt

p(N) = %(120—]\7). 0
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Aufgabe 5 (1+1+ 1+ 1+ 1). Bestimmen Sie, ob die angegebenen Folgen
konvergieren oder divergieren. Im Fall einer Konvergenz, bestimmen Sie den
jeweiligen (uneigentlichen) Grenzwert.

1508 — n? 2
b ¢) Jarctan(n) +nln (1 — —
(&) 5n8 4+ 3n + 1 ©) () ( n)
(d) (=1rtn=b
9nb + sin(3n) 6n* — 4n
() T S cos(nd) (©) S5
n4 + 8 cos(n?) 2n5 +1

Lésung. (a) Die Folge konvergiert und

15n8 — n? 15

" 2o
oo bnd +3n+1 5
(b) Die Folge konvergiert und
. 9nS + sin(3n)
lim —(———~ = o0.
n—oo n# 4 8 cos(n?)
(c) Es gilt
3 2
lim 3arctan(n) = —W, lim nln (1 - —) = -2,
n—o0 2 n—o0 n

also insgesamt

(d) Da n(n — 1) stets gerade ist, gilt (—1)*™~Y = 1 und somit

lim (—1)"""1 = 1.

n—o0

(e) Die Folge konvergiert und

4
—4
lim O A ) 0
n—oo 2n°® + 1
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Aufgabe 6 (1 + 1+ 1+ 2 Punkte). (a) Gegeben sei die Funktion
f:RZSR
mit
f(z,y) = 24z — 3zy® — z*.
Berechnen Sie den Gradienten V f(x,y).

(b) Gegeben sei der Gradient einer Funktion g: R? — R:

[ 8z —4y
Bestimmen Sie die Hesse-Matrix Hg(z,y).

(c) Gegeben sei der Gradient einer Funktion h: R? — R:

2 _
Vhiz,y) = (293 N 18) _

Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von h.

(d) Gegeben sei eine Funktion k : R> — R mit der Hesse-Matrix

Hk(z,y) = <$81 _yo_ 1) .

Es sei bekannt, dass die Punkte
(0,0), (0,-2), (2,0), (2,—2)
kritische Punkte von k sind.

Untersuchen Sie diese Punkte hinsichtlich ihres Charakters (lokale
Minimalstelle, lokale Maximalstelle oder Sattelpunkt). Begriinden Sie
Thre Antwort.

Lésung. (a)
folz,y) =24 =3y" —4a®,  f,(z,y) = —6xy.
Also

Vg = <24 —3y? — 41:3) ‘

—6zy
(b) Aus Vg(z,y) = (g;) folgt

0 0
gzz(xay) = %(833 —4y) =8, gzy(xay) = %(Sx —4y) = —4,

0 0
Gyz(x,y) = a—x(—lla: + 6y) = —4, Gyy(x,y) = 8—y(—4a: + 6y) = 6.

Daher
8 —4
Hy(z,y) = <_4 6 ) :
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(¢) Kritische Punkte erfiillen Vh(x,y) = 0, also
222 —18 =0, 6y =0.
Damit 22 = 9, also = +3, und ¥y = 0. Somit sind die kritischen
Punkte
(3,0) und (-3,0).

(d) Da die Hesse-Matrix diagonal ist, entscheidet das Vorzeichen der Di-
agonaleintrage.

H(z,y) = <f”’61 _yo_ 1) .

HE(0,0) = <_01 _01>

negativ definit = lokale Maximalstelle.

o Fiir (2, -2):
Fk(2, —2) = <(1) ‘f)

positiv definit = lokale Minimalstelle.

e Fiir (0,-2):
HE(0, —2) = (_01 (1))

indefinit = Sattelpunkt.

o Fiir (2,0):
HEk(2,0) = ((1) _01>

indefinit = Sattelpunkt.

e Fiir (0,0):
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Aufgabe 7 (1+ 1+ 1+ 2 Punkte). Gegeben sind die folgenden Nachfrage-
und Angebotsfunktionen:

D(p) =40 — p, S(p) = p,

wobei D(p) die nachgefragte Menge, S(p) die angebotene Menge und p der
Preis sind.

(a) Berechnen Sie die Grenznachfragefunktion d.h. D’(p).

(b) Bestimmen Sie den Gleichgewichtspreis p*, d.h. der Preis p* bei dem
sich Nachfrage und Angebot ausgleichen: D(p*) = S(p*).

(c) Berechnen Sie die entsprechende Gleichgewichtsmenge ¢*, gegeben
durch ¢* = D(p*).

(d) Ermitteln Sie die Konsumentenrente. Fir diesen Aufgabenteil gelten
die folgenden Daten (unabhdingig von (a)—(c)):

Die Nachfrage- und Angebotsfunktion seien gegeben durch
D(p)=60—2p,  S(p)=2p.

Der Gleichgewichtspreis betragt p* = 15 und die Gleichgewichtsmenge
betragt ¢* = 30.

Berechnen Sie die Konsumentenrente mit

p*
Konsumentenrente = / D(p)dp — p*-q".
0
Lésung. (a)
D'(p) = —1.
(b) Aus D(p*) = S(p*) folgt
40—-p*=p* = 40=2p°" = p"=20.
()
¢" =D(20) =40 —20=20  (auch ¢* = S(20) = 20).

(d) Wir verwenden die in der Aufgabenstellung fiir Teil (d) angegebenen
Daten:

15 15
0

p*
/ D(p)dp = / (60 — 2p) dp = [60}) —p2]0
0
=60-15— 152 = 900 — 225 = 675.
Damit ist die Konsumentenrente

675 — 15 - 30 = 675 — 450 = 225. O
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Aufgabe 8 (1 + 1+ 2+ 1 Punkte). Betrachten Sie die Funktion
g:[-3,3] — R, z+— —23+122.
a) Bestimmen Sie, ob g eine gerade oder ungerade Funktion ist.

(
(

)

b) Berechnen Sie die ersten zwei Ableitungen von g.

(¢) Bestimmen Sie die globalen Minimal- bzw. Maximalstellen von g.
)

(d) Ermitteln Sie alle Wendestellen von g.
Lésung. (a)
g(—z) = — ()3 +12(—2) = 23 — 122 = —(—2° + 122) = —g(z).
Also ist g ungerade.

(b)
J(z) = =322 + 12, g"(z) = —6z.

(c¢) Zunéchst bestimmen wir die kritischen Punkte:
dx)=0 — =3:2412=0 <— 2°=4 < z=+2

Diese liegen im Intervall [—3,3]. Fiir globale Extremstellen miissen
wir aulerdem die Randpunkte x = —3 und x = 3 beriicksichtigen.

Wir berechnen die Funktionswerte:

g(—=3) = —(—3)3 +12(-3) = 27 — 36 = -9,
g(3)=—(3)3+12-3=—-27+36=09,

g(—2) = —(—2)3 +12(-2) = 8 — 24 = —16,
9(2) = —(2)> +12-2 = —8 + 24 = 16.

Damit folgt:

e Globales Minimum bei z = —2 mit g(—2) = —16.
e Globales Maximum bei = 2 mit g(2) = 16.

(d) Wendestellen erfiillen ¢”(x) = 0:
—6z=0 = x=0.

Da ¢"'(x) = —6 # 0, liegt bei z = 0 tatsichlich eine Wendestelle vor.
(Wendepunkt: (0, ¢(0)) = (0,0).) O
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Aufgabe 9 (14 1+ 1 Punkte). Gegeben seien die Matrizen

a 1 1 0
(0D, (1)), aes

(a) Berechnen Sie das Matrixprodukt A - B.
(b) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die A- B = B - A gilt.

(c) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

210
c=(0 3 1
1 0 4
Lisung. (a) a 1\ (1 0\ (2 1
A(a)B(a)—<0 2) <a 1>_<2a 2>'
(b)

som=( ) (3 )=(5 1)

Gleichheit liefert

2a = a, 2a:a2, 2=a+2 = a=0.

()

31 01
det(C’)_2’0 4‘—1‘1 4‘_2(12)—(—1)_24“_25. 0

Oder Sarrus:

det(C) =2-3-44+1-1-140-0-0—(0-3-14+2-1-0+1-0-4) = 24+1 = 25.
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