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Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-6 sind vollstandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 7-8 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 07.04.2026 im Campus-System

bekanntgegeben.
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 25.02.2026

Aufgabe 1 (24342 = 7 Punkte)
Wir betrachten die Differentialgleichung

y' — 8y + 16y = 6(x — 1)e*
(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung f,(z) von y” — 8y’ + 16y = 6(x — 1)e”.

Liegt hierbei der Resonanzfall vor?

c¢) Losen Sie das Anfangswertproblem y” — 8y’ + 16y = 6(x — 1)e™ mit den
L Sie das Anf bl "—8y + 16 6 1)e** mit d
Anfangswerten y(0) = 3, y'(0) = 6.

Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom ist p(X) = X? —8X + 16 = (X — 4)2

Das zugehorige Fundamentalsystem ist gegeben durch:
filz) =", folz) = ze™ .

(b) Die rechte Seite der Gleichung hat die Form r(x)e**, wobei r(x) = 6(x — 1) ein Polynom von
Grad 1 und p = 4 ist.
Da p eine Nullstelle von p(X) mit Vielfachheit 2 ist, befinden wir uns im Resonanzfall. Wir

setzen daher an:

folz) = (s12+s0)2%e™ = (512 + spr?)e

4z
Esist p(D+4) = ((D+4) —4)> =D%

Einsetzen von f,(x) in die Differentialgleichung gibt

6(z —1)e** = fi(z) —8f(x) + 16f,(w)
= p(D)(fp(x))
= p(D)(e* - (s12% + soz?))
= e . p(D+4)(s123 + spz?)
= &' . D?(s123 + sp1?)
= et . (652 +2s¢) .
Koeffizientenvergleich gibt s; = 1 und sg = —3.

Somit ist f,(z) = (2% — 322) e eine partikulire Losung.
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Alternative Lisung nach Ansatz bei (b).

Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes f,,(x) = (s12°+s02%)e’ bis zur zweiten Ordnung:

filx) = (35127 + 2s0m)e™ + 4(s12° + sp2?)e™ = e (4s12” + (351 + 4s9)2” + 2507)

fo(x) = 4e* (4512° + (351 + 4s0)x” + 250w) 4 €™ (12512% + 2(3s1 + 4so)x + 2s0)

_ ol (1651&:3 + (24571 + 1650)x2 + (651 + 1680)x + 230) )
Wir setzen in die Differentialgleichung ein:

(62 — 6)e” = oo (165123 4 (2481 + 165¢)x* + (651 + 1650)x + 250)
—8e™ (4s12® + (351 + 4sg)x? + 2807) + 16 (5123 + s92%) e*®
= e’ (6s,2 + 25s0)

Gelten soll also: 6s12 + 25 < 6z — 6.
Koeffizientenvergleich liefert s; = 1 und sy = —3.

Somit ist f,(z) = (2% — 32?)e’® eine partikulére Losung.

Alternative Losung zu (b): Variation der Konstanten.

Mit (a) erhalten wir die Wronski-Matrix

e4a: xe4x
W(z) =
4e**  (4z + 1)et®
und ihre Inverse

W) = 1 ( (4 + 1)e**  —ze'” >

el . (4o + 1)et® — dete - petr | _gede ele

1 (w4 1) —ze®

o o8z — 4ol el

B (4o + 1)e ™ —ge=t*
_4ef4z ef4x ’

Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz f,(z) = di(x)fi(z) + da(x) fo(z).

Hierzu wird
di(z)\ 1 0 o (4z + 1)e=4 —ge=4= 0 [ 622462
<d’2(x)> - W(‘/E) (6(171)64‘”) - ( _fe—4w e—dw > (6(mfl)e4x> - ( 6x—6 > :

Somit kénnen wir Stammfunktionen d;(z) = —22 + 32% und dy(x) = 32? — 6z withlen. Wir

erhalten die partikuldre Losung

folz) = (=227 + 32%)e™ + (32° — 62)ze™ = (2° — 327)e™ .
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(c) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form
f(z) = c1e™ + cowe®™ + (2* — 32?)e™” mit ¢, ¢y € R.

Es gilt also
f(z) = 4c1e™ 4 (deax + cp)e™ + (42 — 92 — 61)e™®

und damit
f0)=c1 =3
F(0) =4dc; + 0y =6
Aus der ersten Gleichung folgt ¢; = 3. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert co = —6. Die Losung

des Anfangswertproblems ist also

f(x) = 3e? — 6re*® + (x?’ — 3x2)e4m
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Aufgabe 2 (246 = 8 Punkte)

Sei f: R — R die gerade 27-periodische Funktion, die fiir 0 < z < 7 gegeben ist durch

0 falls()éxgg

(x—3%)* falls T <a <.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) auf dem Intervall [—7, 37]. Verwenden Sie hierbei

die Ndherung %2 ~25.

(b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f(x).
Lésung.

(a) Skizze des Graphen von f(z):

Y
2
1
l/I;.\
=3 f 7 % = g o
(b) Esist b, =0 fiir alle n € N, da f gerade ist.
Fir n =0 ist
ag = %/ f(z)dx
0
= 2/ (a: — 3)2 dx
T |Ir 2
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Wir erhalten fiir n € N

=2 f ) cos(nzx) dz
s

0
Z/ ) ? cos (nx)dx
L 2

2

Somit ist die Fourier-Reihe von f(x) gegeben durch

o0
Fourier;(z) = ; + Z + L3 sin (%)) cos(na).

n=1
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Aufgabe 3 (24141 = 4 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung

t

N[

5!
y//+y/+1y — 9%

mit den Anfangsbedingungen y(0) =0, y'(0) = 0.
Sei f(t) die gesuchte Losung dieses Anfangswertproblems.

Wir schreiben g(t) := 2e3t. Sei p(X) das charakteristische Polynom von ¢ + 4 + 2y = 0.

(a) Bestimmen Sie U(s) = % . Fiihren Sie eine quadratische Ergénzung des Nenners durch.

Bestimmen Sie damit uz()t) =LY U(s)).
(b) Bestimmen Sie f(t) als Faltung: f(t) = u(t) * g(¢).
(c) Uberpriifen Sie Ihre Lésung aus (b) durch Einsetzen in die betrachtete Differentialgleichung.
Lésung.

(a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom der Differentialgleichung und ergénzen es qua-

dratisch.
pX)=X*+X+32=(X+1)+1
Mit )
1 1
U(s) = = =
(s) p(s) 24+s+2 (s+3)2+1
wird .
u(t) = L7 <<S Iy 1) =e z'sin(t)
(b) Es wird

— 2¢ 2! [~ cos(2)];

= —2e 2! cos(t) + 2e 2!
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(c) Esist p(X) = (X + 1)*+ 1 und also p(X — 3) = X? + 1. Mit Heaviside wird

O+ 1)+ 3£ =p

Dies ist in der Tat die rechte Seite der Differentialgleichung.
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Aufgabe 4 (1414341 = 6 Punkte)
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

, 09 N 6
Y 10)" Vo)
. 09 . 3 - : .
Sei A := Lo ) Esist [ | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3i.
— i

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von 3’ = Ay.
(b) Geben Sie die Wronski-Matrix Wyys(2) an und bestimmen Sie die Inverse Wyys(z) ™.
(c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung f,(z) von ¢ = Ay + (g).
(d) Bestimmen Sie alle Losungen von y' = Ay + (S).
Losung.
(a) Wir schreiben 3i = 0 + 3i und

(=) ()

Somit ergeben sich die linear unabhingigen Losungen

foj(x) = €°(cos(3x) (3) — sin(3z) (?)) = (E:ﬁgg) ,

f(z) = €%(sin(3z) (g) + cos(3x) ((1))) = <3§$8§§) :

(b) Esist
3cos(3x) 3sin(3x)
Wys(2) = (fiy(@), fiz(2)) = .
(z) (f[ (@), fai( )> (— sin(3x) cos(3x)>
und
e 1 cos(3z) —3sin(3x) _1 cos(3z) —3sin(3x)
Weps(@)™ = 3 cos(3z)? + 3sin(3x)? <sin(3x) 3 cos(3x) ) 3 (sin(?)x) 3 cos(3z) > '

Alternative Losung: Es ist
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Damit wird

WSyS(x)il = WsyS(())ileyS(_x)Wsys(0)71
_1(10 3cos(—3x) 3sin(—3z)\ (1 0
~9\o0 3/ \- sin(—3x) cos(—3x) 0 3

_1(10 3cos(3x) —3sin(3z)\ (1 0O
~9\0 3 sin(3z) cos(3x) 0 3

o1 0\ (3cos(3x) —9sin(3z)
~ 9\0 3 sin(3x)  3cos(3x)
_ 1 [cos(3z) —3sin(3xz)

I sin(3z)  3cos(3z) )

(c) Ansatz mit Variation der Konstanten: f,(x) = c1(x)fu(x) + c2(x) fig (x).

Es ist
c(x) . 6
= We(z)™!-
() = v (1)
1 cos(3zr) —3sin(3x) [ 6
I sin(3z) 3 cos(3x) 0
B 2 cos(3x)
\ 2sin(32) )
Somit kénnen wir ¢;(z) = £sin(3z) und c3(z) = —2 cos(3z) wihlen.

Damit folgt

folz) = Z2sin(3z) (E(;fgi;) — 2 cos(3z) (3:;28§§> = -2

0
()
(d) Jede Losung von y' = Ay + <g> ist von der Form

0 3cos(3z 3sin(3z
f(ilf) = _% (1) +d1 <—sin§3x;> + d2 ( cosESx%) ’
—— N

J/

-~

fp(z) fh(x)
wobei dy, dy € R.
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Aufgabe 5 (242 = 4 Punkte)
Wir betrachten das rechts dargestellte Gebiet J

und die geschlossene Kurve K, die J berandet.

Es wird K parametrisiert durch

C:[0,21] SR : tes OF) ;:<2?O?g>> .

2
Wir betrachten das Vektorfeld g : R? — R? : (zl) — g1y, 1) 1= (% )

To I
(a) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g, K) als Kurvenintegral.

(b) Berechnen Sie div(g). Bestétigen Sie hiermit das Ergebnis aus (a).
Lésung.

(a) Der Ausfluss wird wie folgt berechnet.

2w

Alg.K) = glc) e (50 dat

sin(t)? cos(t
(20(3(5()15)) ¢ (QSm((z)) dt

2

(sin(t)? + 4sin(t)) cos(t) dt

I

w = sin sin(2m)
=) u? + dudu
du=cos(t) dt sin(0)
0
= u? + 4u du
0
= 0.
(b) Die Divergenz von g ist
9 5

le(g) = a—xll’Q—Fa—le’l = 0 .

Da div(g) = 0 ist, ist auch [, div(g) dz; dzy = 0.
Der Satz von Gauf} sagt aus:

Ag, K) = / /J div(g) day dzs

Dies bestéitigt das Ergebnis A(g, K) = 0 aus (a).

sin(t)? cos(t) + 4 sin(t) cos(t) dt
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Aufgabe 6 (243 = 5 Punkte)

ucos(p)
Sei ¢ : RxRx[0,27] — R? : <v) = Y(u,v,9) = | usin(yp)
%)
uv

I1€u<2,0<v<],0<p<

b

b

SeiBzz{(Z> €R xR x [0,27]
©

Sei D :=(B) C R3.

(a) Berechnen Sie |det(Ju(u, v, ¢))|.

/// 4o + 4z dedydz
D

unter Verwendung von v und der Transformationsformel.

(b) Berechnen Sie

Lésung.

(a) Die Jacobi-Matrix wird

v u 0

cos(p) 0 —usin(yp)
Jzﬂ(u,v,ap) = sin(p) 0 wcos(p) .
Entwickeln nach der zweiten Spalte gibt
cos(p) —usin(yp)

det(Jw(u,v,gp)) = (_1) “u - det < sin(p) ucos(p) ) = —u- (UCOS(¢)2 —|—usin(gp)2) = —u.

Also ist
|det(T(u,0,¢))| = 2

(b) Mittels ¢ und der Transformationsformel wird

/// dr +4z dedydz = ///(4ucos(<p)+4uv)~u2dudfud<p
D B

=7 v=1l pu=2
= / / / 4u® cos(p) + 4uPv dudv de
=0 v=0 Ju=1

gozg v=1
= / / [u* cos() + utv]"=7 dv dy
=0 v=0
gozg v=1
= / / 15cos(¢) + 1bvdvdy
=0 v=0
=3 15, 21v=1
= / ) [15 cos(p)v + Fv7] = de
go:

=3
= / 15 cos(p) + 2 dy
P

=0

= [15sin(p) + L] ¢ = 15+ L7
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Nicht verlangt: Skizze von D = (B).

Bitte wenden —
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Name,

Vorname:

Matrikel-

nummer:

Aufgabe 7 (14+1+1 = 3 Punkte) Sei 7' C R? wie in der Skizze rechts dargestellt.

(a) Stellen Sie T als Normalbereich beziiglich der z-Achse dar.

{(;)er|o<e<t0<y<2-20}

(b) Stellen Sie T" als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar.

(c¢) Berechnen Sie

//2+2xdxdy:
T

P

Y
8

Aufgabe 8 (3 Punkte)

Bestimmen Sie ¢ > 0 und Funktionen f, g so, dass das Anfangswertproblem

die Losung

hat.

_ 2
Uy = CUgy ,

u(z,t) = g + é (cos(z + 3t) — cos(x — 3t))

(RS

U(ZE,O) - f(x)a ut($70) = g(ﬂ?)

—sin(x)
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